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SPECTRE CONFORME ET MÉTRIQUES EXTRÉMALES

Bruno COLBOIS

Résumé

Dans cette note, on résume deux articles écrits en collaboration avec A. El Soufi,
et qui donnent des résultats qualitatifs sur le spectre du laplacien dans une classe
conforme de métriques riemanniennes de volume fixé. La nouveauté par rapport
aux deux articles est que Ton a tenté ici de dégager un certain nombre de questions
se posant naturellement à la suite de ces travaux.

Soit M une variété compacte, connexe de dimension n ^ 2. À chaque métrique
riemannienne g, on peut associer le laplacien A = - divgrad et son spectre que Ton
note

Spec(g) = {0 = Ao(g) < A! (g) ^ À2(g) ^ -

Une question classique est de considérer la fc-ième valeur propre comme une fonc-
tionnelle

g — Afc(g)

sur l'espace des métriques riemanniennes. On cherche alors les métriques critiques ou
extrémales pour cette fonctionnelle.

On sait par ailleurs que A^(c2g) = j^Xjcig) pour toute constante c > 0 : ainsi pour
que la question ci-dessus ait un sens, il convient d'imposer une normalisation. On le fait
en imposant des conditions sur la géométrie, par exemple en terme de courbure, dia-
mètre ou volume. Dans le cadre de cette note, on imposera comme première restriction
de fixer le volume. Cela-peut se dire de deux manières. Soit on ne considère que des mé-
triques riemanniennes g de volume 1, soit on remplace la fonctionnelle g — Àfc(g) par
la fonctionnelle g — A* (g) Vol(g)2/n qui est invariante par homothétie de la métrique. À
la section 1, on examinera quelques propriétés de la fonctionnelle A*(g) Vol(g)2/n sous
cette condition. Dans un deuxième temps (section 2), une restriction supplémentaire
sera exigée : on ne considérera que des métriques riemanniennes g' conformes à une
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94 B. COLBOIS

métrique riemannienne donnée g, c'est-à-dire de la forme g' = ƒ 2g, avec ƒ > 0, fonc-
tion de classe C00 sur M, et on introduira le concept de spectre conforme. Enfin, on ter-
minera par une remarque dans le cas du laplacien agissant sur les formes différentielles.

1. Métriques extrémales.

Une première question est de savoir si, à volume 1, il existe une métrique sur M avec
des valeurs propres aussi grandes ou aussi petites que désiré.

En fait, seul le premier point est intéressant. En effet, un entier k et un réel e > 0
étant donnés, il est facile de construire une métrique g de volume 1 sur M avec Afc(g) <
e. Pour cela, on part de n'importe quelle métrique riemannienne go sur M, et on la dé-
forme au voisinage d'un point en une haltère de Cheeger multiple (avec k + 1 parties
épaisses reliées par des parties minces).

La question de construire des grandes valeurs propres à volume 1 s'est par contre
beaucoup développée. Il convient ici de distinguer le cas de la dimension 2 et de la di-
mension supérieure à 2.

Métriques extrémales en dimension 2. Historiquement, J. Hersch est le premier à avoir
montré que pour la sphère S2, on avait la relation

Ai(g)Vol(g) ^8TT

avec 8TT = \i (gcan) Vol(gcan), où gcan désigne la métrique à courbure constante sur la
sphère. De plus, le cas d'égalité caractérise la métrique à courbure constante, voir [H].

À la suite de cela, Yang et Yau ont démontré (voir [YY]) que pour une surface orien-
table de genre y, alors

où [ ] désigne la partie entière. Ce résultat a été généralisé au cas non orientable par Li et
Yau, [LY].

Cependant, la borne n'est en général pas optimale, et rechercher de telles bornes
optimales est une question très difficile.

Dans le cas du tore, Nadirashvili a démontré que la borne optimale était ^ et que
le cas d'égalité caractérisait le tore plat équilatéral, voir [NI].

On a une borne optimale pour l'espace projectif, alors que.dans le cas de la bouteille
de Klein, la question reste ouverte (voir la conjecture 1.5.1 dans le récent article [ JNP] sur
la question).

Dans tous les autres cas, la question d'une inégalité optimale (ainsi que le savoir si
le suprémum est ou non atteint) est ouverte.

Une question intéressante dans ce contexte porte sur les surfaces orientables de
genre ^ 2 : on peut alors se restreindre aux métriques à courbure constante - 1 : là non
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plus, on ne sait pas en général s'il y a une inégalité optimale, ni si on peut caractériser le
cas d'égalité.

Pour conclure avec la dimension 2, signalons enfin que N. Korevaar a généralisé les
inégalités ci-dessus dans [K] : il existe une constante universelle C > 0 telle que pour
tout k > 0 et pour une surface M de genre y, on ait

pour toute métrique riemannienne g sur M.

Le cas de la dimension n ^ 3. La situation diffère de manière drastique dans ce cas par
rapport à celui des surfaces. En effet, on a démontré dans [CD] que pour toute variété
compacte M de dimension n ^ 3, alors

sup{Mg)Vol(g)2/n} = oo

où le suprémum est pris sur toutes les métriques riemanniennes de M.

On peut décrire en quelques mots la manière de construire sur toute variété com-
pacte M de dimension n ^ 3 une famille de métriques riemannienne de volume 1 et à
première valeur propre Ai (g) arbitrairement grande, car l'idée de cette construction est
sous-jacente à toutes les constructions.

Le point fondamental est que le résultat est connu dans le cas où M est la sphère
Sn. Il est démontré par une estimation directe dans le cas de la dimension impaire en
utilisant la structure de S1-fibre et la variation canonique de la métrique (voir [B]), puis
en adaptant cette méthode en dimension paire ([M]).

On considère une métrique riemannienne g0 sur Sn avec Vol(go) = 1 et \i (gb) ^ C
où C est une constante que Ton peut choisir arbitrairement grande. On excise de Sn une
petite boule B de rayon rç et on forme la somme connexe de Sn et de M. On obtient une
variété difféomorphe à M. Une autre façon intuitive de présenter la chose est de dire que
Ton déforme une petite boule de M en la sphère {Sn, go) privée d'une petite boule B.

On se retrouve donc avec une métrique sur M telle qu'il existe une sous-variété à
bord Cl de M naturellement identifiée avec S" - JS. On considère alors la métrique g! sur
M dont la restriction à £1 est g0 et qui est petite ailleurs. Avec cette nouvelle métrique,
M ressemble à (S7*, go). On montre alors que le spectre de M se rapproche de celui de
(5", go) lors de cette opération : pour le faire rigoureusement, on utilise des résultats de
[Al et de [CV]. -

Comme conséquence de ce résultat, il est naturel d'imposer des contraintes supplé-
mentaires : certains l'on fait en imposant une structure symplectique ou complexe (voir
[BLY], [PD.

Dans un travail avec A. El Soufi [CEI], nous avons imposé à la métrique de ne varier
que dans une classe conforme de métriques.
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2. Le spectre conforme.

Le résultat suivant est dû à N. Korevaar [K].

THÉORÈME 1. — Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n.
Mors, il existe une constante C = C(g) > 0 telle que pour tout entier k on ait

sup{Afc(g)Vol(g)2/"J ^ C(g)k?/n

où g' décrit l'ensemble des métriques riemanniennes conformes à la métrique g.

Notons que pour k = 1, le résultat était déjà connu, avec des constantes liées au
volume conforme ([LY],[EI1], [EI2]).

Le théorème ci-dessus nous permet de définir le "spectre conforme" , c'est-à-dire
qu'à une variété riemannienne compacte donnée (M,g), on va associer le suprémum
des fc-ième valeurs propres pour toutes les métriques de volume 1 sur M conformes à g.

DÉFINITION 2. — Soif (M, g) une variété riemannienne compacte. Alors la k-ième
valeur propre conforme de (M, [g]) est

A£(M, [g]) = sup Àfc(g ) = sup \\k(g') Vol(g')2/W | g est conforme à g] .

La suite •[À£(M, [g] ) 1 constitue le spectre conforme de (M, [g]).

De manière générale, on a très peu d'informations quantitatives sur le spectre
conforme des variétés. Il n'est en général pas possible de le calculer. Les seules excep-
tions sont, à ma connaissance, contenues dans le travail de El Soufi et Ilias [EI2] dont on
peut déduire la première valeur propre conforme des espace symétriques compacts de
rangl:

- Af(Sn
7 [gs]) = «co2/n, où œn est le volume de la sphère euclidienne de Rn de

rayon 1,

l) rll2d

Dans la suite, on présente quelques résultats qualitatifs -sur le spectre conforme,
ainsi que quelques questions se posant naturellement. Les preuves se trouvent dans
[CEl]et[Œ2].

Comme premier résultat, on montre que Ton peut comparer le spectre conforme
de n'importe quelle classe de métrique [g] sur n'importe quelle variété compacte M au
spectre conforme de la sphère standard, et qu'en fait, le spectre conforme de la sphère
est toujours le plus petit :
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THÉORÈME 3. — Soit M une variété compacte de dimension n, [g] une classe confor-
me de métriques sur M, etk^ 0 un entier Alors

\%(M, [g]) ^\c
k(S

n,[&]),

où gs désigne la métiïque canonique de la sphère.

Ce résultat était déjà connu lorsque k - 1 ([FN]).

Le deuxième résultat dit que deux valeurs propres consécutives du spectre confor-
me ne sont non seulement jamais égales, mais qu'elles diffèrent toujours par une fonc-
tion de la première valeur propre conforme de la sphère ronde.

THÉORÈME 4. — Soit M une variété compacte de dimension n, [g] une classe confor-
me de métriques sur M, etk^ Oun entier. Alors

K+i(M, [g])nl2 - \%(Mf [g])n / 2 ^ ÀÎ(SW, [&]) = nn/2œn,

oùœn désigne le volume de la sphère canonique de rayon 1 dans IR".

Ce théorème possède plusieurs corollaires intéressants. Tout d'abord, il donne une
minoration de À%(Mf [g] ) en fonction de k et de la dimension n de la variété considérée,
et avec le résultat de N. Korevaar, on obtient finalement

COROLLAIRE 5. — SoitM une variété compacte de dimension nt [g] une classe confor-
me de métriques sur M, et k^ 0 un entier. Alors

nœ2jnk2/nj

Une question importante est de savoir quelles métriques sont susceptibles d'être
des maxima dans leur classe conforme. Le corollaire précédent permet d'assurer que si
g est une métrique de volume 1 sur M qui est telle que \ k (g) < noo2/ n fc2/ ", alors g n'est
pas maximale dans [g]. Cela permet par exemple de répondre à une question de Yau sur
le spectre de la sphère usuelle S2 (voir [Y] p. 686) :

COROLLAIRE 6. — Pour tout entier k ^ 2, la métrique standard gs de volume 1 sur la
sphère S2 n'est pas un maximum parmi les métriques de volume 1. (On utile ici que pour
la sphère de dimension 2, toute métrique est conforme à la métrique standard).

On a un résultat semblable pour la métrique canonique de dimension 3, mais nous
ne sommes pas parvenus à faire des calculs suffisamment précis pour pouvoir affirmer
la même chose pour la métrique canonique de la sphère en toute dimension et pour tout
entier k ^ 2.

Question 1 : Peut-on montrer que pour tout k > 1, la valeur propre /Yfc(Sn, gs) ne maxi-
mise pas dans sa classe conforme [gs ] de volume constant ?
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Enfin, un résultat de El Soufi et Ilias [EI3] montre que si une métrique est critique
pour la fonctionnelle À& dans sa classe conforme, alors la multiplicité de \k(g) est au
moins 2. On en déduit

COROLLAIRE 7. — Une métrique riemannienne g ne peut pas maximiser simultané-
ment deux valeurs propres consécutives dans sa classe conforme [g].

Les preuves détaillées des théorèmes et corollaires qui précèdent figurent dans
[CEI]. L'idée générale de la preuve repose sur deux faits :

Fait 1 : II est bien connu qu'une variété riemannienne ressemble, localement, à
l'espace euclidien. La différence apparaît à l'ordre 2, et est contrôlée par la courbure.
Lorsque l'on regarde les choses d'un point de vue conforme, une petite boule euclidienne
est conforme à une boule euclidienne quelconque, elle-même conforme à la sphère ca-
nonique privée d'un voisinage d'un point. Ainsi, localement, on peut dire que tout va-
riété riemannienne est presque conforme à n'importe quelle métrique conforme à la
métrique canonique de la sphère privée d'un voisinage d'un point.

Ce fait explique pourquoi la classe conforme [&] de la métrique canonique de la
sphère est présente dans tous les énoncés.

Fait 2 : En général, lorsqu'une famille de variétés riemanniennes compactes conver-
ge au sens de Gromov-Hausdorff vers une variété limite, compacte elle aussi, on perd
le contrôle du spectre, c'est-à-dire que le spectre ne converge pas vers le spectre de la
limite. Cependant, pour certaines déformations extrêmement particulières, des résultats
existent permettant d'assurer que la limite du spectre est le spectre de la limite : c'est
par exemple le cas lorsque l'on multiplie une métrique g par e sur une partie fixée de
la variété M et qu'on laisse tendre e vers 0. On trouve ces résultats dans [A], [CV] et [T].
Notons qu'une telle déformation est conforme.

À l'aide de ces deux faits, l'idée consiste alors à déformer localement les variétés
desquelles on part pour les faire ressembler à des sphères.

Dans le cas du théorème 1, on déforme la variété de sorte à ce qu'elle ressemble
de plus en plus à la sphère munie d'une métrique g de [gs] telle que Àfc(g) approche
A£(Sn, [g5]). Dans le cas du théorème 2, la métrique converge vers la somme connexe
de la variété M munie d'une métrique g telle que Àjt(g) approche A£(M, [g]) et d'une
sphère.

Cette approche, ainsi que les résultats obtenus, amènent quelques questions natu-
relles :

Question2 : Soit (M, g) telle que À£(M, [g]) = A£(§n, [&] ). Est-ce que M est une sphère
et est-ce que g est dans la classe conforme de gs ?

Question 3 : On a le sentiment que dès que l'on cherche à maximiser \jç dans sa classe
conforme pour k ^ 2, des métrique singulières apparaissent naturellement. Aussi peut-
on demander s'il existe un exemple de métrique régulière avec \k extrémale, pour un
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k > 2. Par ailleurs, Nadirashvili a montré [N2] que pour la sphère de dimension 2,
le maximum de À2 était atteint par une métrique critique correspondant à la somme
connexe en un point de deux sphères rondes de volume moitié. Peut-on démontrer la
même chose dans d'autres cas ?

Question 4 : A. El Soufi et S. Ilias ont montré que le fait d'être critique impliquait la pré-
sence de multiplicité. Pourrait-on généraliser ce résultat dans un certain sens lorsque les
points critiques sont liés à des métriques singulières ?

3. Le cas des formes différentielles.

Les questions qui se posent dans le cadre des fonctions se posent naturellement
pour les formes différentielles, à partir de la dimension 3, pufsqu'ën dimension 2, le
spectre des formes différentielles est déterminé par celui des fonctions.

Concernant la construction de grandes valeurs propres, le résultat de [CD] à été
généralisé comme suit par Gentile-Pagliara dans le cas des formes différentielles, voir
[GP] : Soit M une variété compacte de dimension n ^ 4 et p compris entre 2 et n - 2. Si
\\tP désigne la première valeur propre non nulle du laplacien de Hodge-De Rham sur les
p-formes différentielles, on a

sup{AifP(g)} = oo

où le suprémum est pris sur toutes les métriques riemanniennes de volume 1 sur M.

Le résultat principal contenu dans [CE2] dit que le même résultat est vrai si on se
restreint aux métriques de volume 1 conformes à une métrique donnée sur M. Ainsi,
le spectre conforme tel que défini pour les fonctions ne présente pas d'intérêt pour les
/?-formes différentielles, 2 < p ^ n - 2.

Le cas des 1-formes différentielles est particulier. On a

Question 5 : On peut définir comme pour les fonctions un spectre conforme pour les 1-
formes différentielles que Ton notera {\c

k j (g)}]^ • Existe-t-il comme pour les fonctions
une constante C = C{n, k) indépendante de g telle que

C{n, k) = oo ?

La difficulté vient du fait qu'au voisinage de métriques extrémales pour les fonc-
tions, on ne maîtrise pas le comportement des 1-formes différentielles.

Question 6 : Avec les notations de la question 5 : peut-on estimer l'écart \c
k+l1 (g) -

Par contre, autant il est facile de construire des petites valeurs propres dans toute
classe conforme et à volume constant dans le cas des fonctions, autant cela nfest pas
évident, du moins à ma connaissance, dans le cas des formes différentielles :
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Question 7 : Soit (M, g) un variété riemannienne compacte de dimension n ^ 4. Soit
2 < p < n- 2. Désignons parÀ^Cg') la première valeur propre non nulle du laplacien
de Hodge-De Rham agissant sur les p-formes différentielles.

Est-ce que

inf {\i,p(g ) Vol(g)2 /n | g est conforme à g} = 0 ?

On peut aussi poser la question pour les valeurs propres suivantes en cas de réponse
positive.

Il faut noter que les exemples connus de petites valeurs propres pour les formes
différentielles sont obtenus grâce à des métriques qui s'effondrent, ce qui est dans un
sens à l'opposé d'une déformation conforme.

Références

[A] A N N E G, Spectre du laplacien et écrasement d'anses, Ann. Scient. Ec. Norm. Sup., 20 (1987), 271-280.

[B] BLEECKER D., The Spectrum of a Riema nnian manifo ld with a u nitKïlling vector field, Trein s. Amer. Math.
Soc, 275 (1983), 409-416.

[BLY] BOURGUIGNON J-E, LI R, YAU S-T., Upper boundfor thefirst eigenvalue ofalgebraic submanifoïds, Comm.
Math. Helv., 69 (1994), 199-207.

[CD] COLBOIS B., DODZIUK J., Riemannian metrics with large Ai, Proc. Am. Math. Soc, 122-3 (1994), 905-906.

[CEI] COLBOIS B.f EL SOUFI A., Extremal Eigenvalues ofthe Laplacian in a Conformai Class of Metrics, The
"Conformai Spectrum", Armais of Global Analysis and Geometry, 24, (2003), 337-349.

[CE2] COLBOI s B., EL S OUFI A., Eigenvalu es of the Laplacian acting on p-forms and metric confo rmal déforma-
tions, à paraître à Proc. Am. Math. Soc.

[CV] COLIN DE VERDIÈRE Y., Sur la multiplicité de la première valeur propre non nulle du laplacien, Comment.
Math. Helvetici, 61 (1986), 254-270.

[EU] EL SOUFI A., ILIAS S., Le volume conforme et ses applications d'après Li et Yau, Sémin. Théor. Spectrale
Géom., Institut Fourier, année 1983-1984, NoVII, (1984).

[EI2] EL S OUFI A., ILIAS S., Immersion minimales, première valeur propre du laplacien et volume conforme,
Math. Ann., 275 (1986), 257-267.

[EI3] EL SOUFI A-, ILIAS S., Extremal metrics for the Ai functional in a conformai class, Proc. Am. Math. Soc,
131-5(2003), 1611-1618.

[FN] FRIEDLANDER L., NADIRASHVILI N., A differential invariant related to thefirst eigenvalue ofthe Laplacian,
Int. Math. Res. Not., 17, (1999), 939-952.

[GP] GENTILE G., PAGLIARA V, Riemannian metrics with large flrst eigenvalue onforms of degré p, Proc. Am.
Math. Soc, 123-12 (1995), 3855-3858.

[H] HERSCH ]., Quatre propriétés isopérimétriques des membranes sphériques homogènes, C. R. Acad. Se. Paris,
Série A, 270 (1970), 1645-1648.

[ JNP] JAKOB SON D., NADIRASHVILI N., POLTEROVICH I., Extremal Metric for the First Eigenvalue on a Klein Boule,
Preprint 2003.

[KJ KOREVAAR N., Upper boundsfor eigenvalues of conformai metrics. J. Differ. Geo m., 37-1 (1993), 73-93.

[LY] Li P., YAU S.T., A new conformai invariant and its applications to the Willmore conjecture and thefirst
eigenvalue of compact surfaces, Invent Math., 69, (1982), 269-291.



Spectre conforme et métriques extrémales 101

[M] MUTO H., Theflrsî eigenvalue ofthe Lapîacian on even dimensional sphères, Tohoku Math. J., 32 [1980),
427-432.

[NI] NADIRASHVIH N., Berger's isoperimetric problem and minimal immersions of surfaces, GAFA, 6 (1996),
877-897.

[N2] NADÏRASHVILI N., Isoperimetric inequalityfor the second eigenvalue ofa sphère, J. Differential Geom., 61
(2002), 335-340.

[P] POLTEROVICH L, Symplectic aspects ofîhefirst eigenvalue, J. Reine Angew. Math., 502 (1998), ? -17.

[T] TAKAHASHI J., Collapsing ofconnected sums and the eigenvalues ofthe Lapîacian, J. Geom. Phys., 40, 201-
208. (2002)

[Y] YAU S.T., Problem section. Seminar in differential geometry, Ann. Math. Stud., 102 (1982), 669-706.

[ YY1 YAN G E, YAU S .T., Eigenvalues of the Lapîacian of compact Riemann surfaces and m inimal submanifo Ids,
Ann. ScuolaNorm. Sup. Pisa, 7 (1980), 55-63.

Bruno COLBOIS
Université de Neuchâtel
Laboratoire de Mathématiques
13 rue E. Argand
2007 NEUCHÂTEL (Suisse)

Bruno. ColboisOunine. ch


