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THEOREME DE LA SPHERE

Erwann AUBRY

Soit (M",g) une variété riemannienne compacte. Son volume, son diameétre, son
radius (par définition : la borne inférieure de I'ensemble des rayons des boules géodé-
siques recouvrant M) et son spectre (du Laplacien) sont des invariants riemanniens. Les
valeurs de ces seuls invariants sur I'’ensemble des variétés riemanniennes compactes ne
permettent pas de distinguer la topologie ou méme la métrique de ces variétés. Toutefois,
si on restreint ces fonctionnelles a des sous-ensembles de variétés satisfaisant certaines
hypothéses de courbure, la situation peut devenir radicalement différente. La sphére ca-
nonique (S”, can) peut, par exemple, étre ainsi caractérisée:

THEOREME 0.1. — Toute variété riemannienne compacte (M",g) de courbure dericci
supérieure a (n ~ 1) vérifie les inégalités suivantes :

(i) Diam(M",g) < Diam(S", can),
(i) Vol(M™,g) < Vol(S", can),
(iii) Rad(M"™,g) < Rad(S",can),
(iv) Ai(M",g) > A(S", can).

Deplus, si l'égalité est réalisée dans une de ces inégalités, alors (M™,g) est isométrique
a(S", can).

La démonstration de ces inégalités peut étre trouvée en appendice A (théorémes de
Myers, Bishop et Lichnerowicz). Les cas d’égalités découlent du théoréme de Cheng (6])
pour les cas (i), (ii) et (iii), et du théoréme d’Obata ([15]) pour le cas (iv).

Au vu de ce résultat, il est naturel de se demander quelles propriétés (topologiques,
différentiables ou métriques) de (S”, can) sont conservées par les variétés riemannien-
nes compactes pour lesquelles les valeurs prises par I'un des invariants riemanniens du
théoréme sont suffisamment proches de la valeur extrémale. Dans cet exposé, nous nous
intéresserons plus particuliérement au probléme suivant :

Toute variété riemannienne compacte (M",g) de courbure de Ricci supérieure ou
égale a(n - 1), dont levolume (ou le diametre, ou le radius, ou la k-iéme valeur propre
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du Laplacien) est c-proche de celui de la sphére canonique, est-elle difféomorphe a la
sphereS"?

Bien sar, une réponse affirmative a cette question sera d’autant plus satisfaisante
que la constante £ dépendra du moins d’hypothéses supplémentaires possible sur la
structure différentiable de M ou sur sa métrique; 'idéal étant que £ ne dépende que de
la dimension n de la variété (M",g) (ce qu'on notera & = £(n)).

Remarquons tout de suite qu’il n'y a pas de stabilité du type différentiable (avec
& = &(n)) lorsqu’on astreint que le diamétre ou la premiére valeur propre de la variété
(M™,g) a étre proche de leur valeur critique (des contres-exemples ont été donnés par
M. Anderson [2]); en revanche, elle apparait si on admet que ¢ puisse dépendre de n et
d’'un majorant de la courbure sectionnelle des variétés considérées (cf. S. Ilias (14]). Nous
ne nous intéresserons donc dans la suite qu’a la stabilité de genre différentiable vis-a-vis
du volume, du radius ou de la n + 1-éme valeur propre de la variété au voisinage de leur
valeur critique.

De nombreuses réponses partielles (stabilité du genre topologique ou dépendance
de ¢ vis-a-vis du rayon d'injectivité ou d’autre quantités géométriques) a cette question
existaient sur le marché (on peut se référer a l'article de K. Shiohama [17] pour un histo-
rique de la question) avant que J. Cheeger et T. Colding ne démontre le résultat général
suivant (cf. [8], [9] et [4]), améliorant considérablement les résultats précédents :

TuforEME 0.2 (J. Cheeger-T. Colding,[4]). — Il existe une constante ¢ = &(n) telle
que toute variété riemannienne compacte (M",g) de courbure de Ricci supérieure a n-1 et
vérifiant l'inégalité :

Vol(M",g) > (1 — ) Vol(S”, can)

soit difféomorphe a S™.

Remarque. — La constante &(n) est universelle et ne dépend que de la dimension.
Bien entendu, elle ne dépend pas de M... mais elle ne dépend pas non plus de bornes a
priori qui seraient imposées a la courbure sectionnelle. Ce point est I’lamélioration fon-
damentale apportée par T. Colding aux travaux antérieurs de Shiohama, Perelman, Otsu-
Shiohama, Yamaguchi,...(cf. [17]).

La preuve de Cheeger et Colding (sujet de cet exposé) se décompose en deux étapes :

- Dans un premier temps, Colding a montré que, pour toute suite de variétés rie-
manniennes compactes (M},8p) pen de courbure de ricci supérieure a (n - 1), il équi-
valent de converger en distance de Hausdorff-Gromov vers (S”, can) ou d’avoir conver-
gence de la suite (Vol(Mp)) pen vers Vol(S™) ({8] et [9]).

Soit (A,dy) et (B,dg) deux espaces métriques. Une e-approximation de A sur B est un couple (F,(C,dc))
tel que (C,dc) est un sur-espace métrique de B et F est une application de A dans C telle que d¢(F (A),B) < €

et V(x,y) € A, |da(x,y) — dc(F(x),F(y))} € €. On munit ensemble des variétés riemanniennes compactes
d'une métrique, appelée métrique de Hausdorff-Gromov, en posant:

dye((M,g),(M',g')) = inf{e tel qu'il existe une €-approximation de Hausdorff de (M,g) sur (M’,¢')}.

On pourra trouver des compléments d'information sur cette métrique dans [13].
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—Dans un second temps, ils démontrent et utilisent un nouveau résultat de finitude
du genre différentiable ([4]).

Dans la premiére partie de cet exposé, nous allons redémontrer et préciser le résul-
tat de Colding. Sila notation T(€|x, - - - ) désigne une fonction T tellequet(€|x,---) = 0
lorsque e — 0 (les autres variables étant fixées) et si on pose :

. Hed = {(M",g) variété riemannienne compacte telle que
dyc((M",g),(S" can)) < €},

o HY = {(M",g) variété riemannienne compacte telle que
Vol(M™,g) > (1 - €) Vol(S", can)},

e H) = {(M",g) variété riemannienne compacte telle que
An+1(M",8) < A1(S”,can) + €},

e HR = ((M".g) variété riemannienne compacte telle que
Rad(M",g) > Rad(S"”,can) — €},

on va démontrer, par une méthode différente de celle de Colding et s’inspirant de [12] et
de [16]), le résultat suivant:

THEOREME 0.3. — Il existe une fonction T = T(g|n) > 0 telle que toute variété rie-
mannienne compacte (M",g) de courbure de Ricci supérieure a (n — 1) inclue dans l'un
des ensembles HT"( eimy POUri € {d, R, V, A} est aussi inclue dans les ensembles H/ (pour
tout j + i).

Outre qu’elle permet I'extension du résultat de Colding, la démonstration que nous
développerons en premiére partie de cet exposé aura l'avantage de fournir explicite-
ment une approximation de Hausdorff de (M",g) sur (S”, can) lorsque Vol(M",g) est
proche de Vol(S”, can) (cette approximation est en fait une fonction surjective de classe
C® construite a partir des premiéres fonctions propres de M). De plus cette approxi-
mation devient un difféomorphisme (et méme une quasi-isométrie) si Vol(M",g) >
(1 — €(A,n)) Vol(S”,can) ou A est un majorant de la courbure sectionnelle de M, ce
que nous exposerons dans la seconde partie de cet exposé (cf. [2.1]).

Pour montrer I'existence d’'un difféomorphisme entre (M”,g) et (S”, can) sous les
conditions du théoréme 0.2 (c’est-a-dire sans borne sur le courbure sectionnelle de
(M",g)) on ne sait pas si 'application construite en premiére partie suffit. On est donc
obligé de suivre Colding et Cheeger, qui utilisent un théoréme de finitude du genre dif-
férentiable qui conclut mais sans fournir d'information sur le difféomorphisme existant.
Nous renvoyons les lecteurs intéressés par ce résultat de Colding et Cheeger a un exposé
ultérieur de ce séminaire.

Dans la suite, M désignera toujours une variété riemannienne compléte a courbure
de Ricci supérieurea (n — 1).
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1. Stabilité des invariants géométriques de la sphére
Nous calculerons les normes LP par rapport a la mesure unitaire riemannienne des
variétés (qui seront toujours ici de volume fini, car compactes), ie:

1
1915 = Goicars /M FP(x) dug(x).

Quant au Laplacien utilisé, ce sera celui des géometres, qui par convention en font un
opérateur positif. Plus précisément, il sera défini en coordonnées locales au voisinage de x,
par:

Af(x)=- Zg-ipdf(i,i).
ax,-

0X;
ij i

Nous commengons cette partie par quelques remarques simples sur la sphére qui
inspirerons notre démarche dans le cas général :

1.1. Cas de la sphére S”

La sphére canonique (S$”, can) est de courbure de Ricci constante égale a (n — 1).
Les fonctions propres du Laplacien de (S™, can) sont les restrictions a S” des polyndmes
homogeénes harmoniques de R”*!. En particulier, I'espace des fonctions propres Ey, as-
socié alavaleur propreA; = nestl’espace des formes linéaires de R”*!, qu’on peut écrire
sousla forme x — (x,7 - xp) = r - cos(d(x,x)), ou Xy est un élément quelconque de S”,
r un élément quelconque de R™ et 4 la distance riemannienne sur (S”, can).

On rappelle que pour tout endomorphisme A de R"*1, on a:

-—1—— Trace(A) = (A(x),x) dx 1)
n+1

VOI s» §n

Soit {e;} une BON de R™*! et x; I'extrémité du vecteur e; (ie ok; = ¢;). D’aprés (1),
les fonctions f; = cos(d(x;,-)) = {e;-) forment une base L?-orthogonale de E,, telle

que || fill2, = 17. On en déduit que si xo € S” et que J'on pose

&, = ( ntl )/s" cos(d(xo,x)) fi(x) dx,

Vol s»
alorsona:
n+l
cos(d(xo,r)) = X @iy - fi
n+l 2 =
.Za,-lm = 1.
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Par ailleurs, (1) nous donne :

n+1l
Xy, = (m) sn(xo,x) - (e;,x) dx = (xp,6;) = fi(xp).

On a donc en fait démontré que 'application :

F: {8 - ¢
U 2 =~ (A fan ()

est bien définie. De plus c’est une isométrie, puisque pour tous xp,x € S”,ona:

n+l

(F(x),F(x)) =Y filxo) - fi(x)

i=]

cos [dsn (F(x),F(x))]

n+l

> i, - filx) = cosld(x,x)).

i=1

Bien entendu, il y avait une démonstration plus rapide du fait que F est une isomé-
trie: elle consistait A reconnaitre que F est le plongement canonique de S"” dans R™*!
et que ce plongement identifie la métrique canonique de $” avec la métrique de sous-
variété. Cependant cette derniére preuve n’a aucune chance de se généraliser a une va-
riété riemannienne abstraite, c’est pourquoi nous lui avons préféré la premiére preuve
que nous allons généraliser, en prouvant que les égalités exhibées ci-dessus restent vraies
a £-prés pour une variété riemannienne de volume presque maximal.

1.2. Le cas général

Dans toute la suite du rapport, nous ferons une utilisation intensive du théoréme de
Bishop-Gromov. Nous citons donc dés maintenant ce théoréme dont le lecteur pourra
trouver une démonstration dans I'appendice A :

TuforiME 1.1 (Bishop-Gromov). — Soit (M",g) une variété riemannienne comp-
lete de courbure de Ricci supérieure a (n — 1)6 (ot 5 est un réel donné) et r un réel tel
que0 < r < R. Pour tout pointpde M ona:

Vol(B(p.R)) _ VS(R)
Vol(B(p,r)) ~ V8(r)’

0it V4(r) désigne le volume d’une boule géodésique de rayon r de 'espace complet simple-
ment con-nexe de courbure sectionnelle constante égale a 8. En particulier, par passage a
la limite, on obtient Vol(B(m,R)) < V°(R).
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1.2.1.Preuvede HY c HE, , etH? c HY, .

Soit (M,g) € HY et B(p, Rad(M)) une boule géodésique de rayon Rad (M) recou-
vrant M (M étant compacte, elle existe). D’apreés le théoréme 1.1, on obtient :

(1 - &)V (1) < Vol(M) = Vol(B(p,Rad(M))) < V!(Rad(M)).

Or r — V!(r) est une fonction continue strictement croissante sur [0,7r] ne dépendant
que de n. D’ol1 I'existence d’une fonction 7 (€|n) telle que HY ¢ HX, .

Soit (M,g) € H? et p € M. Alors il existe une application F : (M,g) -~ (C,d)
ot (§”, can) est un sous-espace métrique de (C,d) et telle que d(F (M),S") < € et pour
tout couple de points (x,y) € M?, on ait ldg(x,y) — d(F(x),F(y))| < €.l existe donc
des points p’ et g’ de S" tels que d(F(p),p’) < eetd(p',g') = m.Si g est un point de
M tel que d(F(q),q") < € alors on a trouvé un point g de M tel que dg(p,q) > T — 3€.
Autrement dit HZ ¢ HR.

1.2.2.Preuvede HX c HA, .-

Dans ce qui suit, nous notons ( f;) une famille orthogonale de fonctions propres du
Laplacien de (M,g) telle que
Af;
I fili2,

oit (A;) jen estla suite des valeurs propres du Laplacien de (M, g) classées dans l'ordre crois-
sant et chacune répétée un nombre de fois égale a leur multiplicité.

A; fi
<L
n+1’

Pour tout point xy de M nous notons («;|x,) la suite des coefficients de Fourier de la
Jonction cos(d(-,xy)) relativement a la famille des f;. C'est-a-dire que:

(n+1)
o = ———= [ cos(d(xp, i(x) dx.
il = 1D ., s(d(xo,x)) fi(x) dx
Alors le lemme suivant affirme que, si le radius d’'une variété de courbure de Ricci
supérieure ou égale a (n — 1) est proche de celui de (S”,can), alors les fonctions
cos(d(xp,-)) sont proches au sens L? des premiéres fonctions propres du Laplacien
(comparez avec le cas de la sphére) :

LEMME 1.2. — Ilexistedes fonctions universelles T| (€| n) et T (g| n) telles que sur toute
variété riemannienne compacte (M",g) de courbure de Ricci supérieure a (n — 1) et véri-
fiantRad(M) > Rad(S") - eonait:

@ 1l cos(d(x0,)) = S8 oty fill 2any < T(EIM),
ot k(e) =sup{i/A; < n+ Ti(eln)},
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k(e)

2
() | Y o, ~ 1' < T(eln).
i=1

Remarque. — Pour conclure il suffira de montrer que k(e) > n + 1 pour € assez
petit. De plus nous avons vu que Htv C Hﬁd ) (ol T(&|n) tend vers 0 avec £), on peut

donc remplacer 'hypothése Rad (M) > Rad(S") — & par Vol(M) > Vol(S*)(1 - €) dans
I'énoncé du lemme 1.2.

Il est primordial de remarquer que les estimations du lemme 1.2 (comme beaucoup
de celles qui suivront) sont universelles, puisqu’elles ne dépendent que des bornes sur la
courbure de Ricci et sur le volume.

Démonstration. — Cette propriété est vraie sur la sphére, comme on I'a vu en sec-
tion 1.1. La démonstration est fondée sur le lemme suivant qui affirme que, sous les
hypothéses du lemme 1.2, les mesures riemanniennes de (M,g) et de (S", can) sont
proches: *

LeMME 1.3. — Il existe une fonction T (&l n) telle que, sur toute variété riemannienne
compacte (M",g) de courbure de Ricci supérieure a (n — 1) et vérifiant Rad(M) 2
Rad(S™) - &, et pour toute fonction u : [0,r] — R de classe C', on ait :

1 1
- od ;) dvy — ———— o dgn (%,) d
VO](M)/I;,,” M (%o,) Vg Vol(S$™) S"u dsn(Xg,*) AVcan
'Ll
sT(sln)/ ' (r)| dr,
0
pour tous les points xg € M et X% € S”.

Démonstration. — On note L(r) le volume (n — 1)-dimensionnel de la sphére géo-
désique S(xo,r) de centre xy et de rayon r et L(r) = Vol(S" !)(sin(r))""! qui est le
volume correspondant dans S”. Alors, comme application classique de la formule de la
coaire (cf. [3], p. 128), on obtient que la fonction r —~ Vol(B(xy,7)) = V (r) est lipschit-
zienne est de dérivée égale presque partout a L. Par intégration par parties (et en utilisant
le théoreme de Myers cité en introduction), on obtient :

mw ™
u(Tr)Vol(M)=/ u(r)L(r) dr+/ u'(r)V(r)dr.
0

0
En appliquant cette formule a M et a S”, et en les retranchant, on obtient :

1 1 _
VOI(M) /1;4 Uo dM(-n):x) dVg - W -/S'" Uo dsn(xo'x) ducan

T, V(r) V(r)
</(, w(r)l (Vol(M) - Vol(S")) ar,
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ol V(r) est le volume de la calotte sphérique de rayon r. Or on a Rad(M) > m—¢, donc
tout point xp de M admet un presque antipode (i.e il existe yoeM tel que
d(xg,y0) > T1—2¢£). Donc, par le théoreme 1.1 et le théoréme de Myers, on obtient que::

Vi(r) < Vi(r) <1_ Vol(B(y,, — 1 — 2¢£))
Vol(s”?) ~ Vol(M) — Vol(M)
<1- Vim-r-2¢)  V(r+2s)
= Vol(s?)  ~ Vol(s”)

(2)

Or la fonction V est continue sur le segment [0,77], donc le lemme 1.3 est vérifié par

2¢ -1
i = Vir+2e)-V(r) _ (cos)”~'dt
lafonction T (| n) = sup, =55 T o as” 0

Suite de la démonstration de la proposition 1.2. — Del'inégalité du lemme 1.3, on
déduit directement que:

| otolx | =

1
m—)ACOS(d(xo.-))i < C(n)T(g|n).

Puisqu’on a || Vd(xo,)||> = 1 sur presque tout M (cf. Appendice A), le lemme 1.3
nous permet de comparer les quotients de Rayleigh des fonctions radiales de M (i.e. de
la forme u o d(xp,-)) avec ceux des fonctions correspondantes sur la sphére. Ainsi, puis-
quona:

IV cos dsn (%o, )l132gny = nll cos dsn(Eo, )| 72(sny»

on obtient :
|1V cos dr(x0,) 13245, = nll cos das(x0, )Mz 4y | < C(MIT(eIM).

En posant k(e) = sup{i/A; < n++/T(e|n)}, onen déduit:

VT(eln) 2 Ai-n\ ,
Y i < |2 () e | < ClITCEIm),
i>k(e) ieN
d’ou:
k(e)

[[cos du(xo.) = D" titny - fill1z(y, < (24 DYTCEIM),

i=1

Enfin, on obtient (ii) en appliquant le lemme 1.3 a la fonction u = cos?:

Za‘?m -1

ieN

1 2 N 24 oo
VolM) /Mcos dm(%0:") = sy o 5% dsn (%o, )‘

< C(n)T(eln)

=(n+1)
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d’ou:
k(e)

Z “?lxo -1
i=1

£ C'(n)yJT1(eln).

O

En utilisantlelemme 1.2, nous allons maintenant démontrer I’existence d’une fonc-
tion T(¢|n) telleque H € HY ...

En effet, du lemme 1.2, de I'inégalité de Cauchy-Schwarz et du théoréme du théo-
réme de Bishop-Gromov 1.1 (et quitte a modifier la fonction T), on déduit :

T n/2
/ Z""lw fi— / cos(d(xo,*)) S(—) T(&,n).
B B(xo,n) n

(x0.n) "=
En prenant n = T(¢|n)!/" et en appliquant le théoréme des accroissements finis a
la fonction cos, on obtient finalement, pour ¢ assez petit :

1
Vol(B(xo,n))

. er,lxo fi(x)dvg(x)| < C(n)T(elm)!'™.

~ Vol(B(om) Jaisom 4

Or:
0 i i d
Vol(B(xq, n))/B(XM)Z Xixy — fi(x))? dx
2
< - —
< (1 +7(eln)) Vol(BGan) B(mn);a,.m filx)dx
1
T AT am— d
Vol(B(x0,n)) Jp(x, n)g fi(x)dx
donc: .
: 2 / 1n
Vol Rl v 7YY ; dx>1-C ,
Vol(B(x,n)) /B(mmgﬁ (x)dx (n)T(sln)
pour & petit.

Par le théoréme de Fubini, et en remarquant que les majorations précédentes ne
dépendent pas de xp, on obtient alors :

Vol(B(y,n))
- Vn — Z
(L= reln) )/M Vol(M) s Vol(M) (./B()‘ n G £ dx) 4

Vol(B(x,n))
/(ELU) Voian)




134 E. AUBRY

Or, d’apres les inégalités (2) (cf. la démonstration du lemme 1.3), on en déduit que:

k __1 /Zk:f-z(x)dx>(1—‘r(£|n)””)_—vﬂ—.
n+1  VolM) Jy4z ™' - V(n +2¢)

En choisissant n = T(¢|n)!/", on obtient que €/n — 0lorsque € — 0 (cf. la démons-
tration du lemme 1.3 pour la valeur exacte de T(e|n)) donc k > n pour ¢ assez petit, ce
qu’il fallait démontrer.

1.2.3. Preuvede H} c HY,,, et H} c HY,,,)-

Pour ces deux points nous utiliserons la méme fonction F de M sur S”, construite
a partir des fonctions propres du Laplacien de M selon une méthode s'inspirant de la
section 1.1. Dans le premier cas nous montrerons que cette fonction est surjective et
contracte presque les volumes, et dans le second cas, nous montrerons qu'’elle réalise
une approximation de Hausdorff de M sur S”.

Dans toute la suite, nous supposerons que M est une variété riemannienne compacte
de courbure de Ricci supérieure a (n — 1) et vérifiant Ay, < n+ &. De plus nous rappelons
que nous notons ( f;) une famille orthogonale de fonctions propres du Laplacien de (M ,g)
telle que

{ A fi = Aifi
1

2 -
" fi"LZ = n+l -’

Pour la suite, nous aurons besoin dulemme 1.2, que nous devons donc redémontrer
pour les variétés de 'ensemble H?. Sa démonstration est, dans ce cas, basée sur I'esti-
mation L® des fonctions propres de M donnée par le lemme suivant:

LEMME 1.4. — Il existe une fonction T3(&| n) telle que sur toute variété riemannienne

compacte (M™,g) de courbure de Ricci supérieure a (n — 1) et vérifiantAy < n+ €, onait,
k
pour toute combinaison linéaire f =3 B; - f; de fonctions propres f; :
i=1

| F2+1d fl2lle < (1 + T3(eln))(Ax + DIl F1I3.

Démonstration. — On considére la variété M’ = M x R} munie de la métrique
g =r%- g+ (dr)? Enidentifiant TM' a TM & (Re),ou e = %, la connexion de Levi-
Civita D’ de M’ est donnée par les relations :

V((X,0),(Y,0)) € TM'?,  DyY =DxY -r-gX\Y)e,
D,e=0,
X

D;X = Ds(e = 7
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On pose:
E . (M,:g’) hnd R
(x,;r) - r-fi

et
F:M,¢g) - R
(x,r) = r-f

Si (ey,...,e,) une BON de Ty M telle que D, e; = 0 au centre x de la carte o se fait
le calcul, on a alors, au point x:

o = -5[S o p)-vae o
A
I [ =~ ’
= -5 [Z ec-e(rf) -y d ‘F")‘D’*e")]
A = k=1

1 n
= — [Z De,de, fi - nf,-]
k=1

_ Ai=-n)
= > E.

On en déduit que:

k
’ Ai -
A'F = E ‘(Tn—)ﬁiﬁ'- 3

i=1

Par ailleurs, on a les propriétés suivantes (cf. [12]) :

- Ric'(M’) >0,
- A’|d'F|? = Ald'F|? enrestrictiona M x {1}, car

k k
\d'FI2= () Bif)?*+1)_ Bid fil®

i=1 i=1
ne dépend pasde r.
La formule de Bochner (cf. appendice A), appliquée a F, nous donne alors :
’ ’ /! l ’ 4 7/ 14 - 7 ’ ’
(d(A'F)Ld'F) = -n'ld Fi?+|D'd’ F|? +Ric'(V'E,V'F), @)
(o1 V'F est le gradient F (g’-dual de d’ F)), soit, en restriction a M X {1} :

1 14 4 / ’ ! 14
EAld F2+|D'dF|><|d'A'F| - |d'F|.
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Or, d’aprés I'égalité 3,on a:

k
1> (A = mBi(d'F; - 2 fidr)|

i=1

|d' A’ F|

N

k k
1Y (i = mBid'El +21Y_(Ai - m)B; fidr|

i=1 i=1

k
< 31)_(Ai- n)Bid'El.

i=1
D’ou I'on déduit I'inégalité suivante, valable pour tout k-uplet (B8:)1<igk:
1 k
SAIdF?+ |\ Dd'FI? <31 (A~ n)Bid Bl - |d'F.
i=1
La restriction du fibré T*M’ a M x {1} peut-étre vue comme un fibré au-dessus

de M. Lespace vectoriel de dimension finie E = Vect{d'F,-}]g,-g & est alors un sous-
espace de I'ensemble des sections de ce fibré sur M. Pour tout r € [1, + ], on pose

S
A= :: Pllllr . Soit S un élément quelconque de E ; posons u = JISI2 + €2 pour € > 0.
SeE 2
Lafonction u est alors C* et I'inégalité de Cauchy-Schwarz implique:

, D's|?|s|? ,
ja (Visiz+e) P < 1a (Visi+e2) 12 < ITETJTLEL_ < ID'sP

On en déduit :

k
1 1 , ’
ubu= A2 +1d fIP < SAUSP) +1D'SP <31 Y (Ai - mBid'Fl.u

=1

Or u est une fonction strictement positive, la formule de Green permet donc de montrer
que pour toutréel p > 1/2,0na:

4 -1 3p? £ y 2p-
ld(uP)|? = ——/ (APt ——— [ |Y (A;—n)Bid' E| - u*P 1.
/M 2p-1Jum 2p-1Jm ;

Autrement dit, pour tout réel p > 1/2,0na:

V3p
VZp-1

k
a2 < 1> i = m)Bid' Fillzplluliz) ™"
i=]

En appliquant a la fonction u* P'inégalité de Sobolev donnée par le lemme suivant
(cf. [14]):
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LEMME 1.5. — Soit (M™",g) une variété riemannienne compacte de courbure de Ricci
supérieurea(n — 1), etu € H (M), alorsona:

4
2
||u||_"z__% < n(—n—)'lldullz'*' Null2 (sin>3),
1 ,
lull < 5||du||§+ lull3 (sin=2).

En faisant tendre € vers 0, puis en utilisant I'inégalité de Holder, on trouve:

C(n
ISy ——)—’”— I Z(A n)Bid Eill2plI S35 + ISI13,

i=1

;'_’—;

Or, on par définition :

k k
1> (A= mBid'Ellzp < Aspl Y (A= m)Bid Elz

i=] i=]

S Ayp-e(n+e)lSlz

On obtient donc:

C'(n)pJe
2p-1

et ceux pour tout élément S de l'espace vectoriel E. On a donc:

C'(n)pse\''?
n < +—_-—— .
8 S (1 Zp-1)

1/p
"S"% < (1 + ) AzpliSll2,

Si on pose successivement p = 8/ avec g = -5 > 1dans cette inégalité, on trouve:

m-1

aypm < [ (1+C (mpieve) .

i=0

11 suffit de remarquer que, M étant compacte, on a A, — A, lorsque r — oo, d’ol1 :

A < (1 +T3(eln)).

En appliquant le lemme 1.4, on obtient la proposition suivante :

PRrRopPosITION 1.6. — Il existe une fonction t4(£|n) telle que si M est une variété rie-
mannienne compacte de courbure de Ricci supérieurea (n — 1) et tellequeA ) < N+ ¢,

Zf; —1| T4(gln).

i=1

alorsona
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n+l1 ,
Démonstration. — D’apreés lelemme 1.4,0na Y f2(x) < (1 + 73(¢ln)) pour tout

i=1
point x de M (il suffit de poser B; = fi(y) puis de faire x = y). Demémeona:

n+1 n+1

ld(z =2 z fid fil < 24/(1 +74(eln)) < 3.

i=1 i=1

n+1
Soita = inf (2 f,-z) et xp un point ou cet infimum est atteint. Sur B(xo,n),
i=1

n+1

on a (par le théoréme des accroissements finis): ) f? < a + 3n. D’ou, pour tout
i=1

n< l—a+';3(£|n)'0na:

n+1

e 1 2 _ Vol(B(x,n)) _ Vol(B(xo,n))
1= Vol /Mle fi < ~VolM) (a+3n)+ (1 VoI ) (1 + T3(€ln)).

D’ou:
1< (2) @+3m+[1-(2)"] a+msm,

d’'aprés le théoréme 1.1 (ot on utilise le fait que Ric(M) > 0). Ceci implique I'inégalité :

(-rl)n [1+T3(eln) — a—3n] < T3(eln).
T

Posons nj = (”—“"’?—ﬂ”—)) nous obtenons finalement :

a>1-6m(rs(eln)/3) i+,

On peut dés lors prouver le théoréme suivant :

THEOREME 1.7. — Il existe une fonction T5(gln) telle que si (M",g) est une
variété riemannienne de courbure de Ricci supérieure a (n—-1) et vérifiant
Ansi(M) < n+salors:

Vol(M) > (1 - T5(g|n)) Vol(S").

Remarque. — Ce théoréme achéve de démontrer que pour une variété riemannien-
ne compacte de courbure de Ricci supérieure a (n — 1) il est équivalent d’étre de volume
presque maximal, de Radius presque maximal ou de n + 1-éme valeur propre presque
minimale.
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Démonstration. — Commencons par définir les fonctions suivantes :

(F: M - R™
X lond (fl(x):---:fn(x))

B
et

r

F:M - R™
x ~ r-F(x).

-

De ce qui précéde, on déduit que I'application & = Tllﬁ - F est correctement définie de

M dans S” si ¢ est suffisamment petit. On remarquera de plus que ces fonctions sont
construites de maniére a imiter le plongement isométrique de (S”, can) dans I'espace
euclidien R™"! qui a été étudié en section 1.1.

& est presque contractante.

Dans la suite nous noterons p (resp.I1)la projection orthogonale de T, M’ (resp. R™*!)
sur T, M (resp. Tp(x)S™) et i (resp. j) l'injection canonique de T,M (resp. Ty(x)S™) dans
T,M' (resp. R™!).

Nous allons commencer par montrer que I'application ® est presque contractante,
il suffira alors, pour conclure, de montrer qu’elle est de plus surjective :

comme dy® = kIl o (d,,,F) o i, onon a*(d®) = [P ©* (d(,F) o j.Si

{ey,...,en+1} estlabase canonique de R™*!, les définitions d F; et de la transposée d'une
application donnent:
Yy F)e) =V'E=V f;(x)+ fi(x) - & (5)

de cette égalité, on déduit que, pour tout v € Tp(S”, ’(d;x',)ﬁ’)(v) est orthogonal a e,
d'ou:

1 ’ ~
Hdy®)(v) = Hd . F) ().
(dx®)(v) ] (dix)F) (V)
(6)
De plus, de Y'égalité (5) et du lemme 1.4, on déduit que:
1 (diy Y < [1+ T3(elm)]llwl @

pour tout v € R™!. Cela veut dire que *( d(' x1) F)est presque contractante, et par consé-
quent *(d;®) et (d,®) sont presque contractantes (d’apres la relation (6) et la proposi-
tion 1.6).

Le degré de ¢ vaut 1 (cas M orientable) :

Dans un premier temps nous supposerons que M est orientable. De ce qui précéde,
on déduit V'inégalité suivante :

|deg ®| Vol(S™) = l/ det(d,®)dvg(x)| < (1+ T(&|n)) Vol(M)
M
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Or d’aprés le théoréme de Bishop-Gromov 1.1, on a Vol(M) < Vol §”; par ailleurs
le degré d’'une application est toujours un entier. Il suffit de montrer que le degré de ¢
est non nul pour conclure que le volume de M est presque maximal (et alors le degré de
® vaudra +1).

Il ne nous reste donc qu’a montrer que le degré de ® est non nul. Et méme, d’aprés
T'égalité (6) et ]a proposition 1.6, il nous suffit de montrer que la valeur absolue de I'inté-
grale de det(d(x ”F ), enrestriction a M x {1}, est supérieura1/2.

(En effet, on peut munir R"*! et TM d’une orientation. On en déduit une orien-
tation induite de Tp(,)S”™ et une orientation de TM’ qui prolonge celle de T M. Soit
{wy,...,us} et {uy,...,v,} des BON directes de T, M et Tpr)S” (respectivement), alors
{e,ug,...,u,} et {T,’:;‘(fg—',vl, ...,Un} sont des BON directes de Tj,,;) M’ et R™*!. Les déter-
minants étant exprimés dans ces bases, nous avons:

det [*(d;, ,F)] = det(*(d(,y, FYED. Aoy FY01), ..} (di 1y F) (o))

= |F(x)I"™*! det(e," (d:®)(11), ..., (dx®)(vp))
en vertu de (6) et du fait que g(‘(d('x,”ﬁ)(T%(x)),e) = |F(x)|.

= |F(x)|™! det[*(d:®)] ).

Soit h(x) = tr [(d, ) F) o* (d,,F)]. D’aprés équation (5), ona

n+l

h(x)=Y_ldfil*+ f2

i=1
On en déduit que:

n+l A
1

voumn Ju hx)dx = =LA
lhllw < (n+1)(1+ T13(€ln)).

Onpose A; = {h < (n+1)(1—-+/T3(£|n))}, alors'inégalité de Bienaimé-Tchebychev

nous donne: Vol(4)
ollA;
Vol(M) < \/T3(£In).

En tout point x de M \ A,, les valeurs propres u;(x) de I'opérateur symétrique
(diy1yF) o (d, ) F) vérifient:

n+l
(Z ui(x)) - (n+ l)l < (n+1)J/73(eln),
i=1

Hi(x) < (1 + T3(€ln)),

dott ||g; — Ml < (2n+ 1)\/T3(e[N) et |1 - det(d(x”F | C(n)\/T3(&|n).
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Nous en déduisons:

1
Vol(M)

/[det(d('x'”ﬁ)]z > [1-T(elm]. @)
M

Posons u(x) = det(d, ,,F) et & = gzk5 [y u- Nous devons donc montrer que |
n'est pas nulle pour conclure. Or I'hypothése Ric(M) > (n — 1) implique A; > n (cf.
le théoréme de Lichnerowicz en appendice A). D'aprés I'inégalité de Poincaré, il nous
suffit de montrer que la norme L? de (du) est universellement petite (ce qui prouvera
quelal > 1- T1(gln)).

Or si on prolonge {u;} en un repére orthonormé de T M au voisinage de x, tel que
D.u; = 0 au point x, nous avons, pour tout X € T, M,:

du(X) = X-[det(F(x1),diF(u),....di; 0, Fun)))
=0
det(d,, \ F(X),diyy F(w1),. .. di 1 F i)

n
+ " det(F(x1),di ) Fw),....D' @ By (X,u0), ... ) F (un))
i=1

< C(n)|Dyd'F|

d’aprés I'inégalité (7). Or, en intégrant la formule de Béchner appliquée a F; dans la dé-
monstration du lemme 1.4 (page 135), on obtient :

D' dF 22 gseayy < T(EIR). 9

d’otr lldulli2 < C(n) - n- 1(&|n), et finalement |deg®| = |a|?> > 1/2.

Le cas non-orientable

Si (M",g) est non-orientable, on peut toujours construire I'application $ et remar-
quer qu’elle se reléve sur le revétement riemannien orientable (M ",8) a deux feuillets
de M en une application de degré nécessairement paire. Or (M ,8) est aussi de cour-
bure de Ricci supérieure a (n — 1), et les fonctions propres f; de (M",g) se relévent en
des fonctions propres de (M",g) associées aux mémes valeurs propres A;, donc d’une
par (M ",8) vérifie les hypothéses du théoréme 1.7, mais si on considére la fonction 3
construite comme précédemment a partir des fonctions propres de (M ".8) qui sont les
relevées des premieéres fonctions propres de (M",g) on obtient rien d’autre que le relevé
de la fonction &. La contradiction vient de ce que (M",§) étant orientable, ® doit étre de
degré =1. O

11 ne nous reste plus qu’a montrer que I'une des hypothéses de pincement du vo-
lume, du radius ou de A ,+) implique dgy (M,S") < T(&{n). Il suffit méme de démontrer,
d’aprés ce qui précéde, la proposition plus faible suivante (mais dont la démonstration
est plus aisée, car on peut utiliser toutes les estimations précédentes) :
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ProPOSITION 1.8. — Il existe une fonction T5(&|n) telle que pour toute variété rie-
mannienne compacte (M",g) de courbure de Ricci supérieure a (n-1) et vérifiant
Vol(M) > (1 — &) Vol(S"),Rad(M) > m —cetA,s) < n+eonait

dcy ((M,g),(S", can)) < Ts(e|n).

Démonstration. — A un facteur multiplicatif prés, il suffit de montrer qu’il existe
une approximation de Hausdorff-Gromov assez bonne. Le bon candidat pour réaliser
cette approximation est la fonction @. On sait déja que l'application $ est surjective pour
£ assez petit, il ne reste donc qu’a montrer que pour tout (x,y) € M?,ona:

| dsn (®(x),2(x)) — d(x,y)| < T(eln).

1

Mais par uniforme continuité de cos™ " sur I'intervalle [0,77], il suffit de montrer que

[{®(x),®(y)) — cos(d(x,y))| < T(g|n).

Pour montrer cela, on a besoin dans un premier temps d’établir 'équivalent L* de
I'estimation (ii) dulemme 1.2:

LEMME 1.9. — Il existe une fonction T¢(&|n) telle que, sous les hypothéses de la pro-
position 1.8, on ait:

n+1

|| cos(a(xo,x)) = D stiso fi) . < TeleIR).
i=1

Démonstration. — Pour démontrer ce lemme, on applique la méme méthode que
n+l
dans la démonstration de la proposition 1.6. On pose f = cos(d(xp,")) — Y_ Qj|x fi-On
i=1
aalors

ld fliLe <2+ T(gln) < C(n)

(d’aprés le lemme 1.4 et le lemme 1.2) et, toujours d’aprés le lemme 1.2,
I F13 < Teln).

Donc, pour tout r > 0 et tout point x; de M tel que | f(x;)| = |l filL=, on a, en utilisant
lefaitque| f 12>l flr=(ll fliz= — Cr) sur B(x;,r) par le théoréme des accroissements
finis:

Vol(B(x,,r))

T(eln) > 1 fle (1 flle = 267) — s

En posant r = T% et en utilisant le théoréme de Bishop-Gromov 1.1, on obtient
JTZ2 U fllz=l fllg= - ZCTi% # et donc (quitte a changer T) le résultat annoncé. [J

Fin de la proposition 1.8
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Pour conclure, on voit que comme dans le cas de la spheére (cf. section 1.1), il suffit
de montrer que |&;); — fi(x)| < T(g|n). En effet, on aura alors

cos(d(x0,x)) = Y iz fi(%) = Y filxo) - filx)

= (®(x),2(x0)) = cos[dsn (®(x0),2(x))],
en utilisant également le lemme 1.9 et la proposition 1.6.

Or,ona:

n+l n+1 n+1 n+1
L (anx = fil0)? =Y o+ 3 fix) =23 atx - fix)
i=1 i=1 i=1 i=1

< 2+ 1(gln) - 2cos(d(x,x)) = T(&|n).

d’aprés le lemme 1.2, le lemme 1.9 et la proposition 1.6, ce qui conclut. O

Dans cette premiére partie, on a donc montré I'équivalence entre : la presque maxi-
malité du volume, celle du radius, le pincement des (n+1) premiéres valeurs propres du
Laplacien et la proximité avec la sphére $” au sens de Hausdorff-Gromov pour une va-
riété de courbure de Ricci supérieure a (n — 1).

2. Construction du difféomorphisme en courbure sectionnelle majorée

Pour construire le difféomorphisme entre M” et S” nous allons nous donner un
majorant de la courbure sectionnelle qui nous permettra, en nous inspirant des travaux
de S. Ilias (cf. [14]) de transformer I’estimation L? du Hessien des fonctions propres as-
sociées aux petites valeurs propres donnée dans la démonstration du théoréeme 1.9 (in-
égalité 9, p. 141) en une estimation L. On en déduira alors facilement que I'application
& construite dans la section précédente est un difféomorphisme, et méme une presque-
isométrie, dans le sens précisé par le théoréme suivant :

THEOREME 2.1. — Pour tout A > 1, il existe une constante (A,n) et une fonction
T(€e|n,A) telles que, sur toute variété riemannienne compacte (M",g) de courbure de Ricci
supérieure a (n—1), de courbure sectionnelle inférieure a A et vérifiant Vol(M)>(1-¢)
Vol(S”) (avec e<e(n,A)), l'application ® : x ~ ”H] (fi(x),..., fn(x)), donnée

Y fHx

i=]
par les (n+1) premieéres fonctions propres f; du Laplacien, soit un difféomorphisme de M
surS”.

De plus ® est une presque-isométrie, i.e. pour toutu € TM \ {0},ona:
(d®(u),d®(u))

(1-T1(elA,n)) < < 1+ 7(g]An).
glu,u)

Remarque. — Ce théoréme est énoncé avec ’hypothése de presque maximalité du
volume, mais on pourrait tout aussi bien I'énoncer sous I'hypothése de presque maxima-
lité du radius, du pincement des (n + 1) premiéres valeurs propres ou pour un voisinage
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suffisamment petit de la sphére en distance de Hausdorff-Gromov d'apreés la section pré-
cédente (théoréme 0.3).

Démonstration. — Elle est fondée sur le lemme suivant, dont on renvoie la démons-
tration ala fin de cette partie:

LEMME 2.2. — Pour tout e > 0, il existe T(g|A,n) > 0 telle que sur toute variété rie-
mannienne compacte (M",g) de courbure de Ricci supérieure a (n — 1) et de courbure
sectionnelle inférieure a A, on ait |D'd’ (r f;)ll1» < & pour toute fonction propre f; cor-
respondant a une valeur propre A; inférieurea n + t(g|n).

Ona:
IA; = n|
n+1

1 14 ’ ’
W/M&x,n(d F,d Fj)dvg - 65| =
et, en utilisant les lemmes 1.4 et 2.2, on obtient :

d(g'(d'F,d Fj)liL= < |§ (D'd'F,d'F)llL= + 1§ (d'E,D'd’'Fj)ll 1~ < &

0:j < T(elAn),

donc, par le théoréme des accroissements finis et le théoréme de Myers, on en déduit
que:

\g'(d'F.d'Fj)dvg — 6;jll1» < T(£lA,n) + eDiam(M) < T(£lA,n) + €m,
soit || (d'F) of (&'F) - idgnll1» < T(£lA,n), i.e. d’ F est presque isométrique. D’apres

la formule (6) (p. 139) et la proposition 1.6, on en déduit que (d,®P) est presque isomé-
trique. O

Nous passons maintenant a la démonstration du lemme 2.2:

Démonstration. — La démonstration de ce lemme utilise le méme schéma de preu-
ve que pour la majoration de la norme L? du hessien des fonctions propres (cf. la
démonstration du théoréme 1.7). On applique d’abord une formule de Bochner-
Weitzenbock a F; puis une technique d’'itérations a la DeGiorgi-Mdoser, déja utilisée dans
la démonstration du lemme 1.4. Elle est toutefois plus délicate.

On admettra la formule de Weitzenbéck suivante :

LEMME 2.3. — Soit h un 2-tenseur symétrique défini sur TM, et pour tout p € M,
soit {e;} une BONde T,M. on aalors:

%AITIZ = (AL T,T) - IDTI? - (R(T),T).
ot

R(h)(eiej) = Y Ricy(eiex) hlex.e)) + hlei,ex) Ricler.e;)
k

-2 Rleeneje)hlene),
k1
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et Arh = D*Dh + R(h) est appelé le Laplacien de Lichnerowicz (D* est l'adjoint de D
pour le produit scalaire L?).

Posons T = Dd f; + Ank fig=D'dF, - A’;—” fig d’aprés le lemme 1.4, il suffit donc
de montrer que || T || est petit dés que (A; — n) est assez petit. De plus,ona:

Ai-n

1Tl < D' dE 2 + ——

et on a déja montré en (9) I'inégalité | D'd E| rzon S Tel n). On en déduit qu'il suffitde

Tl

. ITll, o

monstration de lemme 1.4, nous allons faire cela en utilisant de fagon itérative I'inégalité
de Sobolev donnée par le lemme 1.5.

majorer universellement le rapport

pour pouvoir conclure. Comme pour la dé-

Mais pour cela nous avons besoin de plusieurs lemmes:
LEMME 2.4. — Soit(M™",g) une variété riemannienne de courbure de Ricci supérieure

a n-1 etde courbure sectionnelle inférieure a A. Si f; est une fonction propre de M associée
ala valeur propre; etquon poseT = Dd f; + -’:—: fig alorsona:

%AITlZ +|DT|? < (A; - 2nA)|T|? + (oRicy,d f; ® T)
ol on a posé:
D Ricm (e eiej) = De, Ricy(eiej) — De; Ricm(ex.e:) — De; Ricm(ej,ex).
Démonstration. — D’aprés lelemme 2.3, 0ona:

%Amz + DT = (ALT.T) - (R(T),T)-

Or T est un tenseur symétrique, il existe donc une base {e;} de T, M qui le diagona-
liseen p € M, etalorsona:

(R(h),h) = Z(RicM(e,-,ej)Tz(e,-,e,-)&-,j + 5,',}'T2(e,',ei) RicM(e.-,e,-)
iJj
- 22R(ei,ek.ej,ek)T(ek-ek)5i,jT(ei.ej))
k
=) "> olene)) T (eie) + T(enex) o (eie;) — 20 (ei,ex) T(enex) T (eives)
ik
= Za(einek)[T(einei) - T(ex.ex))

i,k
2A(nITI2 = (1r T)?)
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De plus, si {e;} est une BON au voisinage de p telle que D.¢; = 0 en p, alors:

(AL(DA f) — DdA f)(eie;)
= (AL(Ddf) - D(Adf))(esej)

= ) DDDd f(e;ewere;) — »_ DDDd f (ex.e.eie;)
k k
=Y D, [Ric(ej.en)d f (€)1 + Y _ Ric(ei,ex) Dd f (ex,e))
a k

+ " Ric(ej,.ex)Dd f (eiex) — 2 ) R(eiereje)Dd f(ex.er).
k [
Or

> DDDd f(eierere;) — »_ DDDA f (ep.ereie;)
k k

= ) (DD, - D,,D,)(De,d f (¢))
k

+ ZD,,,‘[(D,?,.D% ~ D, D,,)d f (e;)]
k

[D° Reier.ej.ea) Dd £ (ex.eq) — Ric(eiea) Dd f (€ase;)
ak

+ (Do, R)(esserejea)d f(€a) + Y Rlenex.ej,ea) Dd f (ex.ea) -

a.k a

Apreés simplification, on a donc:

(AL(DA f) - DAA f)(enej) = — Y (D Ric)(ej.ea)d f(ea)

+Y " (De,R)(eien.ej,65)d f(€a)
k,a

La seconde identité de Bianchi donne alors:
(AL(DdA f) — DdA f)(ei,e;) = oRicy(V f; eej).
On conclut enfin en remarquant que:

(ALT,TY = (ALDdf;,T)=(DdA f;,T)+ <oRicy,dfieT)
AilTI2 + (oRicy ,dfie T)

car Ay(g) = 0,donc AL(f -8 =(Af)-g ie{AL(f8),T) = 0puisque T estde
trace nulle. ]

LEMME 2.5. — Sous les mémes hypothéses que pour le lemme 2.4 et pour toutk > 2,

ona:
4k -3

kZ

IdATING < C(mA) [K2+ ITIZ] NTH3EZS
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Démonstration. — D’aprés lelemme 2.4, 0ona:

1
/ —AITIZITI”"2+IDTIZITI’”"Z<(A,-—ZnA)/ | T|%¥
M2 M

+/ (oRicy .dfi® TY| T |2
M

1 nous faut estimer w777 [y (O Ricar ,d f; ® T) T |22

Commencons par remplacer Ricy par Ricy = Ricy —(n — l)h;—"lg ou ky(n-1)
(resp. kz(n - 1)) est la plus grande (resp. la plus petite) valeur propre de Ricy sur M (elle
existe car M est compacte, et est majorée (resp. minorée) universellement en fonction
de A).

Ona DREM = O Ricys, et en utilisant 1a symétrie de T, on obtient :
/ (oRicm.d fi @ T)|T1?F 2 = / (DRicp,d f; ® T)| T|2*2
M M

- 2/ (DRicy,T ® d f;)| T|?*2.
M

En appliquant le théoréme de la divergence au champ X = (Ricpy,T)|T|2¥72V f;, on
obtient:

/ (DRicy,d fi ® TYITI?F?2 = / A fi(Ricy, T)| T|2k-2
M M
- / (d f; ® Ricpy,DT)| T|?*2
M

-(2k—2)/ (d f; ® Ricy,d|T| @ T)|T|?%3.
M
Deméme,ona:

—2/ (DRicy,T @ d f;)| T|3¥2
M

=2 [ 3 Ricu(erer) - T(emex) Dd filemen)| T122
M itm

+ 2/ > " Ricm(ewer) - De,,T(emsex)d filer)| T2
Mk,l,m

+2(2k—2)/ (d|T| ® Ricy, T @ d f;)| T|2*3.
M
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Enfin remarquons que:

> " Ricm(ex.e)- T(emex) Dd fi(eme) | TI22
kl,m

)" Ricm(exer) - T(eme) T(emen)| 12
k1l,m

Ai =
—;‘ fi(Ricp, T)| T|2*2

D’apreés les calculs ci-dessus et I'inégalité de Kato (1d|T|| < |DT]),ona:

| / (DRicy d f; ® T)| T2
M

< I Ricliz= (A(m)A; / fil T2
M
+B(n)/ lru“w(n)/ KIDTIITI?*21d £;))
M M
< Cm) - k) (Il fill = / |
M

+/ ITIZ"+k|IdfiIIL~/ |DT|ITI?2).
M M

d’apres le lemme 2.4 et ce qui précéde, on a, siA; < A:

1
A TI)TI?2+|DT|?| T |*2
Vol(M) (ITIAITI |DT1?|T|
< C(nAN(ITIE +uflnwnTu§’,z:}
1
+121d FI2 11 TI2k-2) + /DTZTZ"‘Z
lld fFiliZ I TI3E73) + 2Vol(M) | \DTHATI

Or, d’aprés le théoréme des accroissements finis, et puisque f mfi = 0,ona

Il fillw < 77 - lld fillw, donc

1
2 Vol(M)

/ A(T?)|TI?* 2+ |DT?| 1?2
< CmAA) (ITISE + K2Ud fill 2N TIZEES) -

Soit, d’aprés le lemme 1.4 I'hypothése sur A; et I'inégalité de Holder, on obtient :

1
2 Vol(M)

/A(ITIZ)ITIZ"" +|DT T2 < C(n,A) [+ ITIE ] N TIZEC5

Orona:

. k2 < 2k? 1 2k-2 2 2k-2,
v01<M)/M'd“T' W < s vman [ 3A0TPITE2+ 2IDTRT)
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ce qui permet de conclure. O

En utilisant I'inégalité de Sobolev donnée par le lemme 1.5, on obtient:

urni’:% < (u T2 + B(n,A) (k2 + | Tui,)) I T2k-2.

4k -3
On a vu précédemment qu’il existe une fonction 1 (€| n) telleque || T|l; < T(€|n), suppo-
sons alors que T satisfasse I'inégalité | T ||, > T(eln)%, ou o est une constante qui sera
précisée dans la suite. On peut supposer € assez petit pour que T(€,n) < 1,onaalors:

1+ B (nA)K

T 2k < T 2 T 2k—2'
On pose alors 8 = n—fi etk= g +1, pour tout entier i. En utilisant I'inégalité de holder,
on obtient:

" T “ 2ﬁi+]

v N\ ——— —— Tl ai ':
T < (1 +B (n,A)B3') 28'+1) T(€|n) B+ (."_"25_) D .

N7l

o0

" . —l.
< letK(nA) = H (1 +B (n,A)ﬁ3') 2a(mg’ on obtient

i=0

(B'+1)
(en itérant I'inégalité précédente) :

En posant a(n) = H
=0

_wyl=a(n
ITle < K(n,A)T(eln)” a0 || T}l

En posant o = on obtient:

a(n[
2(1-a(n))’
Tl < K(n,A)\/T(€ln).

En final, on en déduit que:

1Tl < sup(K(n,A)\T(eln),T(e|n) T atm),
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3. Appendice A:

Quelques propriétés des variétés a courbure de Ricci positive :

3.1. La courbure de Ricci et le Laplacien

La courbure de Ricci, comme toutes les autres notions de courbure, est un outil per-
mettant 1'étude locale des variétés riemanniennes. Nous ne travaillerons, dans la suite,
que dans le cadre riemannien. C’est-a-dire que la connection de nos variétés est celle de
Levi-Civita. Si (M,g) est une variété riemannienne le tenseur de courbure est :

R(X,Y,ZW)=g(DxDyW — DyDxW - Dix y)W.Z) . (1.1)
On a alors, en particulier, les relations suivantes :

a) R(X,)Y,ZW) = -R(Y,X,ZW) = R(YXW,Z)

b  RX.Y.ZW) = R(ZWXY) (1.2)
La courbure de Ricci, notée Ric, est une tracede R. Si e, - - - ,e, € T,M est une
base orthonormale, alors :
n n
Ric(v,w) = tri3 R(v,w) = Y _ R(e,v.e;,w) = Y R(v,e;,w,e:) (1.2)

i=1 i=]

D’aprés les formules (1.2), Ric est une forme bilinéaire symétrique. On dira que la
courbure de Ricci de M est minorée par k si (Ric — kg) est une forme bilinéaire positive.
Pour toute fonction f de classe C* définie sur M, on définit A f par:

Af=-trDdf=- Ddf(e,e) (1.4)

On peut alors démontrer en utilisant le théoréme de Stockes la formule suivante, appelée
formule de Green:

0
/(fAh—hAf)dug=/ (fa—h—h—)w,,_l
U U v

ol U est un ouvert tel que U est une variété a bord, du, est la mesure canonique de
(M,g), v la normale intérieure et w,_, est la mesure induite sur la sous-variété oU.

3.2. Régularité de la fonction distance

Soit x un point donné de M, une variété compacte. On définit alors :
U, = {ve I,M/3s > 0 tel quela géodésique t — exp,(tv) minimisesur [0,1+ £]}.
Les résultats suivants sont classiques, et seront utilisés sans démonstration :

Uy est un ouvert, M = exp, (Uy) Il exp,(3Uy), expyy, est un C* difféomorphisme
sur son image et exp, (9Uy) est de mesure nulle. On notera exp, (dUy) = Cut(x).
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3.3. Théoréme de Bishop-Gromov

Les théorémes de comparaison sont des outils permettant, sous de bonnes hypo-
théses sur la courbure (en général on minore la courbure de Ricci ou on encadre la cour-
bure sectionnelle), de comparer la géométrie d'une variété avec celle d’autres variétés
de référence, de courbure sectionnelle constante. Le premier résultat est 'inégalité de
Bishop-Gromov:

THEOREME 3.1 (Bishop-Gromov). — Soit(M™",g) une variété riemannienne compleéte
de courbure de Ricci supérieure a (n—1)k, out k est un réel donné. Alors, pour tous les €, R
telsque0 < e <R,ona, Vxe M:

(Vx(R)) < VE(R)

) 3.1
Ve(e) ) ~ Vk(e) G
oit VX(r) désigne le volume de la boule de rayon r dans 'espace complet simplement
connexe de courbure sectionnelle constante égale a k (c’est-a-dire R" si k = 0, S"(1/k) si
k> 0et(H",g/Vv-k)sik <0,ou(H"g) est l'espace hyperbolique canonique).

Démonstration. — Pour démontrer cette formule, on doit étudier les variations de
la mesure riemannienne de (M",g) en fonction de la distance a un point donné. Cette
étude peut-étre faite en passant par celle du Laplacien de la distance sur la variété. Il est
naturel de l'exprimer dans la carte normale centrée en un point m fixe. Soit
® :]0,00[xS""! — M Vinverse de la carte normale en m, ie ®(r,v) = exp,,(rv). On a
alors ®*dvg = 6(r,v)drdv. Supposons que r - v € Uy, alors pour tout voisinage U as-
sez petit de v dans S”~!, pour tout £ assez petit,tout point (z,u) de [r,r + €] X U est tel
que ¢ - u appartienne a U, (puisque Uy est ouvert). Donc la fonction 6 est réguliére et
non nulle sur un voisinage de [7,7 + £] X U et la fonction p = d(m,-) est réguliére sur
®([r,r + €] x U). On en déduit que, quand ¢ et le diameétre de U tendent vers 0,

Ap[®(r,0)] - (/ 9(t,u)dtdu)
[r,r+elxU
&([r,r+elxU)

- / %%,
B @(Urreelxun OV
Vol,,_1[®@({r} x U)] - Vol,,_1[®({r+ £} x U)]

/e(r,u)du—/ O(r+¢&u)du
U U

00
= / ——(t,u)dtdu
[r,r+e]xU or

1 006
= - : —(r,u)(/ 0(t,u)dtdu)
e(r,v) or [r,r+elxU
Dot il vient que Ap = —32¢ sur M \ Cut(x).
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En fait, on peut montrer que Ap se décompose en une partie réguliére, que nous
venons de calculer, définie sur U, et une partie singuliére qui est une mesure positive a
support dans Cut(x).

Pour mener plus loin notre étude de la fonction 6, on a maintenant besoin de la
formule de B6chner:

ProposITION 3.2 (Formule de Bochner). — Pour toute fonction f de classe C* sur
(M,g),ona:

g(d(a f),df) = |DdfI?+ %A(Idflz) +Ric(V £,9 f). (3.4)

Démonstration. — Les formules de Bochner sont les formules obtenues en tragant
des formules de commutation de tenseurs. Ici on calcule la différence :

DDd f(X,Y,Z) - DDA f(Y ,X,Z)
or,ona:

DDAf(X,)Y,Z)=X-Dd f(Y,Z) - Dd f(DxY,Z) — Dd f(Y ,DxZ)
=X-(Y-df(Z))-X-df(DyZ))-(DxY)-d[f(2)
+df(DpyyZ)-Y -df(DxZ)+df(DyDxZ),

dou:
DDd f(X,Y,Z) - DDd f(Y .X,Z) =d f(R(Y ,X)Z) =R(X,Y,Z,V f). (3.5)

D’autre part:
DDhd f(X,Y,Zy=DDd f(X,Z,Y) (3.6)
(carDA f(Y,Z)-Dd f(Z,Y) = ([Y,Z]+ DzY — DyZ) - f = Ocar la torsion est nulle).
On obtient, en tragant la relation (3.5) et en utilisant (3.6) :
tri, DDA f(Y ) = Dy (tr12 Dd f) + tr;3 R(V f.Y)

' (3.7)
=-dA f(Y)+Ric(Vf)Y).

Enfin, ona:d(ld f|2)(X) = 2g(Dxd f.d ), d'ou

Dd(ld f1>)(X,Y) 2g(Dxd f,Dyd f) +2g(DyDxd f.,d f) — 2g(Dpyyd f.,d f)

= 2g(Dxdf.Dydf)+2g(DDd f(X,Y),d f)

soit, en tragant
1
—-Z-Aldflz = |Dd f|? + tr;, DDA f (V f) (3.8)

En combinant (3.7) et (3.8) on obtient la formule annoncée. O

Nous adopterons, par souci de concision, la notation f’(r,v) pour %,f (r,v).
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En posant f(x) = r = d(p,x), en notant que |dr| = 1 et que r est réguliére sur
&(U,),ona:

o 26 6 2
gld(Ar),dr) = E;Ar =50 - "8 + (Ar)S,

on obtient :
0" 2 2
—~— = |Ddr|? - 2 + Ric(—,—). 3.9
% |Ddr|® = (A1) RIC(ar 61') (3.9)
Onpose b = On_lf, alors:
b’ 0 0 1
(n-1)— + Ric(—,—) = - (|Ddr|> - ——(Ar)?>) < 0. (3.10)
b or or n-1

La derniére inégalité étant une conséquence de I'inégalité de Schwarz (le n-1 provenant
du fait que Ddr(£,Z) = d(dr(£))(3) = d(1)(%) = 0,car Dy ;. = 0 puisque r ~
$(7,v) est une géodésique).

En utilisant I'hypothése sur la courbure (on remarquera qu’elle n’a pas été utilisée
dans ce qui précéde), on obtient :

V' +kb<gO.
on pose alors:
b
f=3
oi1 b est solution de I'équation
b'+kb=0

avec pour conditions initiales 5(0) = b(u,0) = 0 et b’ (0) = b’ (u,0) = 1 car 8(r,v) = r*"!
puisque I'application tangente a exp,, au point 0,, est idr, », donc une isométrie de
T,,M. On pose aussi

f=

%=

On a alors
K =bb' +kb) <0,

donc h décroit et, comme h(0) = 0, f' = h est négatif.

On en déduit que f aussi décroit. On appelle b* le prolongement de b a R* x §*~!
obtenu en prolongeant par 0 en dehors de U, — on remarquera que b est définie sur R
tout entier (mais peut étre négative en courbure positive, ce qui ne correspond plus a la
géométrie!), alors que b n'est définie que sur le segment de direction u contenu dans Uy.
Alors -bi;- reste décroissante car si le segment t — t - u atteint le bord de U, aprés que
b ne s’annule, alors la décroissance implique que b s’est annulé auparavant, ce qui est
contradictoire.
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b+(E,U) n-1

S - b(t) sur [0,¢] (resp. sur

Donc b* (¢,v)""! est minorée (resp. majorée) par
[&,R]). En intégrant ces inégalités, nous obtenons :

foR b*(r,v)" ldr < 14+ fER b*(r,v)" ldr
fs b*(r,vydr fs b*(r,v)"lar

[Fb(ryar . VEm)
Js b(rydr S VE(e)®

R
/ (/ b*(r,u)"“dr) dv
sm1 \Jo

Vk(R) ¢ + n-1
V—k(s_). - (‘/0‘ b (r,v) dr) dv

VK(R)
Vk(e)

D’ou1 nous tirons:

Vi(R)

N

Ve(e).

O

On peut déduire de la démonstration du théoréme de Bishop-Gromov (plus parti-
culierement de la version locale du théoréme de Bishop-Gromov: le fait que -,'f soit dé-
croissante) le théoréme de Myers cité en introduction :

THEOREME 3.3 (Myers). — Soit M une variété riemannienne compacte vérifiant
Ric(M) > (n - 1)82, oiL § est une constante strictement positive. Alors la variété M est
compacte et de diameétre inférieurea %

Démonstration. — D’apreés le théoréme de Hopf-Rinow il suffit de démontrer I'in-
égalité sur le diametre. Or, en reprenant les notations de la preuve précédente en coor-
données polaires exponentielles autour de n'importe quel point x, on obtient que, lelong
de toute géodésique minimisante ¢, : r — exp,(r - v),onaé*(r,v) < Mgi'—’l; donc
6*(-,v) s’annule sur l'intervalle [0,% ] (au point ol1 ¢, rencontre le cut-locus de x). On en
déduit que toute géodésique minimisante est de longueur au plus %. O

En dernier lieu, nous donnons une autre application de la formule de Béchner :
TuEoREME 3.4 (Lichnerowicz). — Soit (M",g) une variété riemannienne compacte

de courbure de Ricci supérieure ou égale a (n-1) et f une fonction propre de M
(Af=A: f)alorsonal =00ul 2 n.

Démonstration. — Puisque le spectre d’'une variété riemannienne compacte est
positif, on peut supposer que A > 0.

En remarquant que | Dd f|2 = & = fi+ IDdf + 2 7 ¢|? et enintégrant la formule de
Bochner sur M, on obtient A > n. O
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