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Séminaire de théorie spectrale et géométrie
GRENOBLE
Volume 17 (1999) 81-98

VOLUME SIMPLICIALDES ESPACES HERMITIENS
SYMÉTRIQUES

Richard PEREYROL

1. Définition du problème

1.1. Variétés kahlériennes

Une structure quasi-complexe sur une variété est un (1, l)-tenseur J vérifiant
J2 = - L On remarque que la dimension de la variété est alors nécessairement paire.

On peut alors voir l'espace tangent comme un espace complexe par :

{a + ib)X = aX + bJX.

Lorsque la variété est complexe, on dispose d'une structure quasi-complexe cano-
nique, qui correspond à la multiplication par i sur l'espace tangent vu comme espace
complexe.

Une variété riemannienne ( V, g) est dite hermitienne si g © J = g. Dans ce cas, g est
appelée une structure hermitienne.

La donnée de g est alors équivalente à la donnée de eu 2-forme alternée par
= g(V,JW).

g + iœ est une métrique hermitienne.

DÉFINITION 1.1 (Variété kàhlérienne).— Une variété kahlérienne est une variété
hermitienne (X> J, g ou cv) telle que dœ = 0.

La forme œ est appelée la forme de Kahler deX.

Classification math. : 53C23,53C55.
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Exemple : C" est une variété kàhlérienne dont la forme de Kàhler est

œ = - V dz>dzj.
2 J

Étant donné une variété kàhlérienne X, la forme de Kàhler définit un cocycle :

Si a € H2{X\ R), (o)f cr) =

1.2. Volume simplicial

Si X est un espace topologique, on définit la norme ^-simpliciale sur Cm(X) par :
si c € Cni(X), c = 53 r*cr/' a v e c ai w-simplexes,

Alors on peut définir une pseudo-norme sur Hm(X; R) par : pour & e Hm(X; R),

II a || = inf{||c||i ; c représente ex}.

On peut alors donner la définition suivante :

DÉFINITION 1.2 (Volume simplicial). — Le volume simplicial d'une variété orientée
Xn est la norme en le sens ci-dessus de [X], la classe fondamentale deX :

1.3. Cohomologie bornée

De manière duale, on définit pour c G Cm(X) la norme f°° par:

llclleo = sup {\c(a)\ ; a m-simplexe}.

La cochaîne c est dite bornée si ||c||oo < °°-

Ensuite, si /S € Hm{X\ 1), on pose :

II/? IL = inf{||ylL ; y cocycle représentant 0}.

On dit que la classe de cohomologie /? est bornée si ||/3|L < °o.
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On sait minorer le volume simplicial dès que l'on dispose d'une classe bornée de
cohomologie non nulle. En effet, si c est bornée, on a :

0 < \(c,[X])\ ^ llcllco 11X11,

ce qui donne une minoration du volume simplicial.

Comme on va le voir plus loin, pour certaines variétés kàhlériennes, la classe [ to] e
H2(X; R) est une classe bornée. On en déduit dans ce cas une n-classe bornée à partir
de eu en composant u> avec elle-même n fois par le « produit cup » qui est décrit ci-après.

1.4. Produit cup de deux classes de cohomologie

On note Am le w-simplexe standard. Soit p, q deux entiers. Si a est un p + q-
simplexedeX, i.e. :

a : Ap+q —X, on note:

p : Ap— &p+q la première p-face de A p+qt et

çp : Aq — Af^q la dernière ^-face de Ap+q.

DÉFINITION 1.3 (Produit cup de deux cochaînes). — Sic e Cp(X)etd e Cq{X),on
définit leur produit cup eu d e CfHq{X) par:

(eu d,a) = (c,a o p){d,a o qp).

Le produit cup est bilinéaire.

Ensuite, on veut définir le produit cup sur HP(X; R) x Hq(X; R).

Pour cela, on peut montrer la formule :

ô(c u d) = (5c u d ) + (-l)p(c u ôd).

On en dédu i t

(c + öc) u ( d + <5rf') = c u r f + 5 (c / u ( d + <5rf')) - (-l)p'lc u

D'où (c+ 5c') u (d + ôd') - ( eu d), et par suite, le produit cup passe au quotient.

Soit maintenant /? et y deux classes bornées. Si c et d sont deux cocycles bornés les
représentant, on a : pour tout a ( p + ^-simplexe,

\(cud,<r)\ = \{C,<T o p)(d,a
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D'OÙ

H/3 u yiloo = H[cud]IL

Par passage à la borne inférieure, on obtient :

PROPOSITION 1.4. — Si& et y sont deux classes bornées,

On va maintenant décrire une variété kàhlérienne pour laquelle on va montrer que
[eu] est une classe bornée.

2. L'espace de Siegel Sp(n, \R)/U(n)

2.1. Le demi-plan généralisé de Siegel

On va dans la suite souvent identifier R2n avec C" par :

U i . • • • ,xn,yi,' • • ,yn) - (xi + zy!,. • • ,xn + iyn).

Soit
n

Q = > dxj A

la forme symplectique standard.

où

' • ( • • : )

DÉFINITION 2.1 (Groupe symplectique). — Le groupe symplectique est :

Sp(n (R) = {g e GL n (R) | 'gjg = / }

On va définir une généralisation du demi-plan de Poincaré.

Soit«#= {Z G Mp(C) \*Z = Z, Im(Z) définie positive}, le demi-plan de Siegel.

Alors on vérifie que Sp( n, R) agit sur Jf par :

(£ M •Z
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Le stabilisateur de il est Sp( n, R) n O(2n) que l'on peut identifier à U ( n) via l'iden-
tification C" ~ R2" :

U(n) — Sp(n,R)nO(2n)

On obtient donc l'espace homogène Sp(n, R)/U(n)t difféomorphe à jp. Sur l'es-
pace 3ft toutes les métriques invariantes par Sp(n, R) sont proportionnelles à la mé-
trique (Z = X + IY) :

2.2. Modèle du disque unité généralisé

On peut, à partir de là, généraliser le modèle du disque de Poincaré.

Soit
ê = {W e Mpi€)\ *W = IV, I -WW > 0}.

On passe de é à -2f par la formule :

Z= iiI + W)(I-W)~l.

On montre que c'est un difféomorphisme. Pour les détails des calculs, voir [41.

Le modèle du disque est un domaine borné de C iiirLJ , et donc sa métrique est don-
née en chaque point par un potentiel (c'est-à-dire pour tout P e .yf une fonction çP telle
que ddcgv = œ) qui vérifie les propriétés suivantes :

a)

b) QP est invariante par le groupe d'isotropie de P ;

c) dc QV = 0 sur les géodésiques issues de P.

On note dc ƒ la forme

L'existence d'un potentiel découle de la théorie des fonctions holomorphes de carré
intégrable sur un domaine borné (voir [3]).

La condition a) peut-être imposée très facilement par soustraction d'une constante.
Pour la condition b), il suffit de moyenner par le groupe d'isotropie un potentiel quel-
conque (vérifiant a)).
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Enfin, Ia condition c) est alors automatiquement remplie(cf. [2)).

Il est alors immédiat que dœ = dddc Q? = 0, et donc é est une variété kàhlérienne.
Pour Jf, on a :

e(1 = - logde t (7 -Z*Z) .

En effet, calculons œ en 0 :

h"
d2e„

— • — - - - Z i j

= dzkf + JL^"dzkf ) A
zkedZjj

Zij A dzkl>

Mais avec D det„ .H = Tr(det(A)A-lH) et

— (Z*Z) = Z*E,j
iZ,j

^={Z"Z) = £;lZ,

on obtient :

d
det(I-Z*Z) = -

= -det(/-Z*Z)IY((J-Z*zr1£;,-z),

d'où

d' .. = Tr\u-Z*Z)Z*EU]

« = Tt[(I-Z*Z)EjiZ]
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puis:

= öijSki en O

J =

= 0.

On obtient finalement :

' •7

Remarque. — On peut vérifier que cette métrique(associée à CÜ) coïncide avec celle
qui provient de 3C.

2.3. Sp ( n, R ) / U ( h) espace symétrique hermitien

DÉFINITION 2.2 (Espace riemannien symétrique). — Une variété riemannienne est
un espace (riemannien) symétrique si tout point est point fixe isolé d'une isomêtrie in-
volutive (symétrie).

Pour une variété complexe, on a de plus la notion suivante :

DÉFINITION 2.3 (Espace hermitien symétrique).— Une variété complexe munie
d'une structure hermitienne est un espace hermitien symétrique si tout point est point fixe
isolé d'une isomêtrie involutive holomorphe.

Si M est un espace riemannien symétrique et p G M, on a :

M ^ G/K,

où G = KM) et K = Gp. On identifie alors les algèbres de Lie de G et K, g et î avec
leurs espaces tangents en e. On montre alors que g se décompose de la manière suivante
(parce que g est semi-simple) :

où p est l'orthogonal de t par rapport à la forme de Killing £, et on a les relations :

[M]c«, [t,p]cp, [p,p]ct.
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De plus, il existe un automorphisme 6 de g tel que :

6 | ï = id et ö | p = - i d .

Réciproquement, si on dispose d'un groupe de Lie G et d'un sous-groupe K, ainsi
que d'un automorphisme analytique dont l'ensemble des points fixes et sa composante
neutre encadrent K, on dit qu'on a une paire symétrique (G,K).

Ceci est notamment le cas lorsqu'il existe sur g un automorphisme involutif parti-
culier (pour les détails, cf. [3]).

Dans le cas qui nous intéresse, G = Sp(n, R) et K = U(n)> cet automorphisme est
donné par :X ~ JXJ~l.

g = { X € M

\( X, X2 ; Xj e Mn(R);X2,X$ symétriques>.

La métrique sur G/K est donnée en eK par la forme de Killing de fl.

P = I ( X -X ) '' XiS M

Sachant que la forme de Killing est donnée par :

B(X,Y) =

sur g, on obtient que :

B Ipxp (X.X) =

et est donc bien définie positive. Si n : G — G/K, dn : g — TeKM. On construit la
métrique sur M par :

QeK = Qo : TeKM x TeKM — R
(X,Y)

On définit ensuite

où T(g) est l'application :

hK - ghK.

QP est bien définie(grâce à l'invariance de B par Ad(AT)).

Enfin, la matrice
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donne par conjugaison par dn un endomorphisme A de TejcM de carré - id par lequel
Qo est invariante.

Alors, la théorie générale (cf. [3]) nous dit que M est munie d'une unique structure
quasi-complexe G-invariante J qui coïncide avec A sur TeicM ; que Q est hermitienne et
que M est munie d'une structure complexe compatible avec J ; et enfin M est un espace
hermitien symétrique.

De plus, on dit que Sp(w, R)IU(ri) est du type non-compact car Int (g)) n'est pas
compact. (Les domaines symétriques bornés sont tous du type non-compact).

Dans la cas non-compact, il est montré que la courbure sectionnelle se calcule par
la formule :

en notant S un 2-plan de JJ, et (X, Y) un base orthonormée.

Ainsi, étant donné [p, p] c t, et le fait que B | t xt est définie négative, on obtient la
négativité de la courbure.

Cependant, il y des plats.

DÉFINITION 2.4 (Plat). — Un plat est une sous-variété totalement géodésique de cour-
bure nulle.

En identifiant l'espace tangent à M à p, l'espace tangent à un plat s'identifie à un

sous-espace5 dep.

D'après la formule pour la courbure sectionnelle

et le fait que B |fXç est non-dégénérée, il apparaît que :

es, [x,y] = o

Posons la définition suivante :

DÉFINITION 2.5 (Rang). — Le rang d'un espace espace riemannien symétrique est la
dimension maximale de ses plats.

Le rang est donc la dimension d'un sous-espace abélien maximal de p. Puisque

p = ( x -x ) ; Xl'e M r t ( 1 ) sy^tt"!1165 r >
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e = {( D ° ) D = diaU x)-x e l

constitue un tel sous-espace.

En effet :

X2 -Xi ) e <=*> | DX2 + X2D = 0 .

Or

dia,g(A,-)i (Xjj)j i\ „ — (Ajti A/>)Xjt̂

et
(diagfA/KjCij), . + (Xjj)i . diag(A,)) = (Â - -

Les conditions forcent alors :

( Xi diagonale
X2 = 0 .

Et par conséquent

PROPOSITION 2.6. — Le rang de l'espace Sp(n, R)/l/(n) estn.

3. Estimation de la norme de [tu]

Nous allons nous intéresser à des variétés kàhlériennes dont la forme de Kàhler dé-
finit une classe bornée, afin d'estimer sa norme.

Mais tout d'abord, remarquons que le cocycle eu que nous avons défini plus haut :

(U),<7) = / CÜ,

n'est pas borné. En effet, a peut s'enrouler plusieurs fois sur lui-même. Il est donc né-
cessaire de trouver un autre cocycle.

C'est l'objet du premier paragraphe. Ensuite, nous étudierons différents espaces.

3.1. Cochaînes droites - Réduction aux simplexes géodésiques

Soit X une variété kâhlérienne compacte, et X son revêtement universel. Dans [1],
M.Gromov introduit le complexe des « cochaînes droites » (dans le cas qui nous intéresse,
il s'agit de 2-cochaînes). Il s'agit du complexe des fonctions mesurables sur X3 à valeur
dans R qui sont invariantes par l'action de TT\ (X) :

TT1(X),Vxi e X.
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On a ainsi des fonctions sur TTI ( X ) \X3.

Lorsque l'on peut définir des simplexes géodésiques (comme par exemple pour les
variétés hyperboliques), on a une bijection entre ces (2-)simplexes et TTI(X)\X 3 . Cela
revient alors à considérer le cocycle :

cr — / œ,

où & est le simplexe a « redressé ».

Sinon, on a seulement un bijection avec les triangles géodésiques définis à partir
des sommets seuls, mais comme eu est fermée, la façon de les remplir n'influence pas le
calcul.

En calculant les normes dans ce nouveau complexe, Gromov prouve que Ton ob-
tient les mêmes normes que précédemment. Cela signifie que l'on peut se restreindre
lors du calcul de || [eu] || aux triangles géodésiques du revêtement universel.

3.2. L'espace hyperbolique^2

Dans l'espace hyperbolique, le calcul de Taire d'un triangle géodésique est assez
classique.

On peut se placer dans le demi-plan de Poincaré, on a

. /^v f dxdy f dxaire(D= / —^- = / —
JT y2 JBT y

par la formule de Stokes.

Ensuite, sachant que les côtés du triangle sont des géodésiques, et donc des cercles
orthogonaux à l'axe réel, on paramètre sur chaque arc de cercle en coordonnées polaires
par rapport aux centres des cercles. On obtient :

aire(D -TT - (a + 0 + y),

où a, /3, y sont les angles du triangle.

On remarque que l'aire maximale est atteinte par les triangles dits idéaux, c'est-à-
dire les triangles qui ont leurs trois sommets sur le bord.

PROPOSITION 3.1. — SiX a pour revêtement universels2,
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3.3. Sur Jf1

L'espace Jf2 x jtf2 est de rang 2. II y a donc des plats. Cependant, l'aire des triangles
géodésiques est bornée par 2TT.

Démonstration. — La forme de Kàhler est la somme des deux formes de Kàhler de
chaque copie de J^2 :

Si z\ est la coordonnée sur le premier facteur et z2 celle sur le second, la forme de
Kàhler sur le produit est donnée par :

\ ]C Gijdzt A dlj.
t.J

G est la métrique sur le produit : c'est le bloc diagonal

G étant la métrique sur 3f2. Ainsi, les termes croisés disparaissent.

On a donc, pour tout triangle géodésique T :

/ a) = / cuj + /
JT JT JT

= f 0)!+
JnUT)

U>2

2 ( T )

< 27T

(où n1 sont les projections sur chacun des facteurs) puisque nl(T) et n2(T) sont des
triangles géodésiques. D

Remarque. — Cela se généralise aisément à tous les produits.

3.4. L'espace Sp(n,K)/I/(n)

Nous allons faire un calcul dans

Dp,q = {Z e MPiqC ; I - Z*Z > 0},

pour p ^ q. II sfagit du domaine IM dans la classification des domaines symétriques
irréductibles de Cartan {AIIIdans [3]). On peut faire un calcul pour S qui est très similaire
ou bien utiliser le résultat pour Dp,q (c'est l'espace IIIP, ou CI dans [3]). Ces deux espaces
sont de rang p.

La preuve est issue de [21.



Volume simplicial des espaces hermitiens symétriques 93

Dp.q peut être vu comme la sous-variété ouverte de la Grassmannienne G{ p, q) des
p-plans complexes de C^q = {(u, v)\u e Cp, v e C7} sur laquelle la forme hermi-
tienne \u\2 - \v\2 est définie positive à travers l'application :

Dp,q — G(p,q)

Z — i(u,Zu); ueCp}

Ce modèle pour DM permet de voir plus facilement que SU (p, q) agit transitive-
ment dessus, par :

SU(p,q) = | f c D

B* D * ) [ O - I ) [ C D ) = [O - i

Pour l'espace IIIp, i.e. ê on peut le modéliser par les lagrangiens de €2n sur lesquels
la forme hermitienne \u\2 - | v\2 est définie positive.

Il faut alors remplacer S U(p,q) parSp(/7, C) n SU(n, n) et l'action par:

Nous allons maintenant montrer la

PROPOSITION 3.2. — Si A est un triangle géodésique dans DPtq (é), alors

det(7 -
= arg

det ( / -Z* 0 Z)

Démonstration. — Tout d'abord, nous allons relier JA œ au potentiel de Bergmann.

Pour un triangle géodésique de sommets Pt Q, R, on a :

Jd& Jy(Q.R)y(Q.R)

puisque dcQP = 0 sur les géodésiques issues de P. y( Q, /?) désigne le segment géodé-
sique de Q à P.
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Maintenant, en posant hpç = QP - QQ, on obtient une fonction pluri-harmonique
(c'est-à-dire ddchpç = 0). Et donc hpç est la partie réelle d'une fonction holomorphe

. Soit kpQ sa partie imaginaire.

f dcgP = f dc(hPQ-QQ)
Jy(QM) Jy(Q.F)

= / dchpç car dCQQ = 0 sur y(Q,R)
JyiQ.R)

= /
JylQ.R)

(par les équations de Cauchy-Riemann)

f dCQP = kPQ(R) - kPQ(Q)

Maintenant, soit Zo et Z. Pour calculer QZQ, utilisons l'élément de SU(p, q) qui en-
voie ZQ sur 0 :

( A B \ ( u-z0z0*r1 / 2 -(/-zbzo*rI /2zo \
\c D ) { -zo*(/-z0z0*r1/2 (/-zo*zo)"1/2 ;'

On a alors :

= - log det( I-[( AZ + B\(CZ + Dr1]* (AZ + B){CZ +

= - logdet ((CZ + D)*-1 (CZ + D)*(CZ + D)(CZ + Dr1

-(CZ + D) *~] (AZ + B)* (AZ + B) (CZ + D)"1 )

= log|det(CZ + D)|2

- logdet ((CZ + D)* (CZ + D) - (AZ + B)*(AZ + B))

= log|det(CZ 2

car

VZ€ SU(p,q), (CZ + D)*(CZ + D) - (AZ + B)*(AZ + B) = I-Z*Z.

Mais alors,

hQZo = - log I det (CZ + D)"2 | = ReUogdet (CZ + D)~2).
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et par conséquent,
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= Imdogdet (CZ + D)'2)t

95

L a) = arg det (CZ + D)'

arg
det (CZ + D)
det(CZ + D)

= arg
det( ƒ

Mais on a :
D~lCZ = -(ƒ - Z0*Z0)

1/2Z0* (ƒ » Z0*Z0)'1/2Z = -Z0*Z.

commute avec les fonctions analytiques en Zo*).

Finalement,

z
f det (I-ZÏZ)

arg
det U-Z*Z)
d e t ( / - Z 0 * Z ) '

Puisque Z£Z e DPtP, ses valeurs propres A, sont de module strictement plus petit
que 1, et donc on a:

p

arg < pn.

En fait le résultat est montré aussi pour les domaines du type IIIpt puisqu'ils se
plongent de manière totalement géodésique dans Dp,q.

Ceci prouve
' pn

pour toutes les variétés compactes dont le revêtement universel est un de ces do-
maines. D

Valeur exacte de la norme. — On a en fait :

PROPOSITION 3.3. —

pn

Démonstration. — La valeur de || [ to* ] || » ne dépend pas du quotient compact X (il
suffit de relever les simplexes sur le revêtement universel). Il suffit donc de construire un
exemple pour lequel on établisse l'égalité.
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Pour cela, on va utiliser une construction arithmétique.

On représente Dp,q comme l'ouvert de G( p, q) sur lequel la forme

H=

est définie positive. Alors, si O désigne l'anneau des entiers de Q( î, y/2), le groupe

T=SL(p+qtô)nSU(H)

est co-compact dans SU (H), qui est isomorphe au groupe d'automorphismes de DPiq.

On représente de même le disque unité de C (cela correspond au cas p = q = 1),
avec 7^ = dx2 - yf

/ _

Soit ƒ l'application :

Alors ƒ est une application totalement géodésique, et son image est de courbure
- -jj. En effet, la métrique de Bergmann donne :

- |z | 2)p = - p l o g ( l - | z | 2 )

sur l'image. Cette métrique est celle du plan ̂ hyperbolique multipliée par p.

Comme plus haut, on a un groupe isomorphe à SU(H\) qui stabilise ƒ (Du). On
obtient un sous-groupe co-compact dans SU{H\ ) en posant

Ti =SL(2,0)nSU(Hi).

On prend maintenant des quotients compacts des domaines D\t\ et Dp,q à l'aide de sous-
groupes T[ et F ' d'indice fini sans torsion de Y\ et Y (pour avoir des variétés). Posons
S = T[ \D\,i et X = T ' \DPtq. Soit g le genre de la surface de Riemann compacte S.

L'application ƒ passe au quotient en :

ƒ :S- X.

Alors, en notant œ la forme de Kàhler sur X, la forme ƒ *œ est la forme de Kàhler
d'une métrique de courbure constante - i .
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On en déduit :

= -p f-KdA
Js

= 4np(g-l).

par la formule de Gauss-Bonnet.

On a alors :

Ainsi, puisque les termes extrémaux sont égaux, on a l'égalité :

D

4. Retour au volume simplicial

Dans certains, on connaît la valeur du volume simplicial. Par exemple, pour les va-
riétés hyperboliques, on montre que

où vn est le volume commun des simplexes idéaux réguliers, qui est le volume maximal
pour les simplexes géodésiques (voir [5]).

Un simplexe géodésique de H" est dit idéal si les sommets sont à l'infini. Il est dit
régulier si toute permutation des sommets peut être réalisée par une isométrie.

La preuve de l'égalité ci-dessus utilise une « triangulation » de la variété obtenue en
moyennant un simplexe idéal régulier par un quotient compact du groupe d'isométries
(voir [5]):

Si G = korn^IT) etX = IAHM, on utilise

/ 7T(gcr)dg,
JT\Cfï\C

où TÎ est la projection de H" sur X.

En fait, pour cela, on a généralisé la notion de chaîne.
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Le problème est d'obtenir une telle égalité dans le cas général des espaces hermi-
tiens symétriques. Pour cela, on voudrait :

- d'une part calculer la norme IIcunHoo explicitement, et donc trouver les simplexes
qui généralisent les simplexes idéaux réguliers, sachant que contrairement au cas
hyperbolique, les faces ne sont plus nécessairement des sous-variétés totalement
géodésiques ;

- d'autre part trouver une triangulation optimale qui réalise l'égalité.
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