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VOLUME SIMPLICIAL DES ESPACES HERMITIENS
SYMETRIQUES

Richard PEREYROL

1. Définition du probléme

1.1. Variétés kdahlériennes

Une structure quasi-complexe sur une variété est un (1, 1)-tenseur J vérifiant
J? = —1. On remarque que la dimension de la variété est alors nécessairement paire.

On peut alors voir 'espace tangent comme un espace complexe par:

(a+ib)X =aX + bJX.

Lorsque la variété est complexe, on dispose d'une structure quasi-complexe cano-
nique, qui correspond a la multiplication par i sur 'espace tangent vu comme espace
complexe.

Une variété riemannienne (V, g) est dite hermitienne si go J = g. Dans ce cas, gest
appelée une structure hermitienne.

La donnée de g est alors équivalente a la donnée de w 2-forme alternée par
w(V, W) =gV, JW).

g + iw est une métrique hermitienne.

DErFINITION 1.1 (Variété kidhlérienne). — Une variété kdhlérienne est une variété
hermitienne (X, ], g ou w) tellequedw = 0.

La forme w est appelée la forme de Kdhler de X.

Classification math. : 53C23, 53C55.
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Exemple : C" est une variété kdhlérienne dont la forme de Kéhler est
i S
= - igzi
3 Z dz'dz’.
i

Etant donné une variété kihlérienne X, la forme de Kahler définit un cocycle:

Si o € Hy(X;R), (w,0)=/w.

g
1.2. Volume simplicial

Si X est un espace topologique, on définit la norme £'-simpliciale sur C,,(X) par:
sic € Cy(X), ¢ =) roj, avec o; m-simplexes,

lleth =Y Inl.

Alors on peut définir une pseudo-norme sur H,,(X; R) par: pour ¢ € H,(X; R),

lll = inf{llcll;; ¢ représente o}.
On peut alors donner la définition suivante:

DEFINITION 1.2 (Volume simplicial). — Le volume simplicial d'une variété orientée
X" est la norme en le sens ci-dessus de [ X ], la classe fondamentale de X :

IX1 = X1

1.3. Cohomologie bornée

De maniére duale, on définit pour ¢ € C”'(X) la norme £ par:
llclle =sup {lc(o)|; o m - simplexe}.

La cochaine c est dite bornée si || cflo < .

Ensuite, si 8 € H""(X; R), on pose:

lBlle = inf{liylle ; ycocycle représentant B}.

On dit que la classe de cohomologie B est bornée si || Bl < .
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On sait minorer le volume simplicial dés que 1'on dispose d'une classe bornée de
cohomologie non nulle. En effet, si c estbornée, on a:

0 < (e, [IXDI < Nello XL

ce qui donne une minoration du volume simplicial.

Comme on va le voir plus loin, pour certaines variétés kihlériennes, la classe {w] €
H?(X;R) est une classe bornée. On en déduit dans ce cas une n-classe bornée a partir
de w en composant w avec elle-méme # fois par le « produit cup » qui est décrit ci-apres.

1.4. Produit cup de deux classes de cohomologie

On note A,, le m-simplexe standard. Soit p, g deux entiers. Si o est un p + g-
simplexede X, i.e.:

O : Aprg — X,0nnote:
p : Ap — Apiqlapremiére p-face de A g4, €t

@ : Ag — Apegladerniere g-face de A pvy.

DErINITION 1.3 (Produit cup de deux cochaines). — Sic € CP(X) etd € CI(X), on
définit leur produit cupcu d € CP*9(X) par:

(cud,o)=(c,00p)d, oo@).
Le produit cup est bilinéaire.
Ensuite, on veut définir le produit cup sur H”(X; R) x H1(X; R).
Pour cela, on peut montrer la formule :
§(cud)=(6cud)+(-1)P(cuédd).
On en déduit
(c+éc u(d+8d)=cud+68(c u(d+6d)) - (-1)P"c' u(sd+688d').

D'oli(c+dc')u (d+6d') ~ (cu d), et par suite, le produit cup passe au quotient.
Soit maintenant B et y deux classes bornées. Si c et d sont deux cocycles bornés les
représentant, on a: pour tout o (p + g)-simplexe,
lcud, o)l = I(c,00p)(d oo@)l
€ lelolldlle.
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D’olu
IBUylle = lilcv dllie < liclalldlle.

Par passage a la borne inférieure, on obtient :
PROPOSITION 1.4, — Si B et y sont deux classes bornées,

BU Ylleo < Blleoll¥llco-

On va maintenant décrire une variété kdhlérienne pour laquelle on va montrer que
[w] est une classe bornée.

2. LUespace de Siegel Sp(n, R)/U (n)

2.1. Le demi-plan généralisé de Siegel
On va dans la suite souvent identifier R>” avec C” par:
(X3, Xy, yn) ~ (a+ iy, xy +iy).

Soit

n
Q= z dx,‘ A dx,,+,~

=1

la forme symplectique standard.

QX,Y)='XJY,

=(54)

DErINITION 2.1 (Groupe symplectique). — Le groupe symplectique est :

ol

Sp(n,R) = {ge GL,(R)|'glg=J}

On va définir une généralisation du demi-plan de Poincaré.
Soit# = {Z € Mp(C); 'Z = Z, Im(Z) définie positive}, le demi-plan de Siegel.
Alors on vérifie que Sp(n, R) agit sur &# par:

A B _ o
(c D)-Z—(AZ+B)(CZ+D) :
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Le stabilisateur de iI est Sp(n, R) N O(2n) quel’on peut identifier a U (n) vial'iden-

tification C" ~ R?":
U(n) — Sp(n,R)n O(2n)

A B
A+iB —

On obtient donc I'espace homogéne Sp(n, R)/U (n), difféomorphe a .#. Sur I'es-
pace ., toutes les métriques invariantes par Sp(n, R) sont proportionnelles a la mé-
trique (Z=X+1iY):

TX(Y 'dzy 'dZ).

2.2. Modeéle du disque unité généralisé

On peut, a partir de 13, généraliser le modéle du disque de Poincaré.
Soit
E={WeMyC),;  W=W,I-WW > 0}.

On passe de ¢ a.# par la formule:
Z=i(I+W)(-w)™

On montre que c’est un difféomorphisme. Pour les détails des calculs, voir [4].

ntn+l) P
z , et donc sa métrique est don-
née en chaque point par un potentiel (c’est-a-dire pour tout P € .# une fonction g; telle
que dd® o, = w) qui vérifie les propriétés suivantes :

a) ¢ (P)=0;
b) o, estinvariante par le groupe d'isotropie de P;

c) d%e, = 0surles géodésiques issues de P.

On note d° f laforme
f af
i Ly L,
j

Lexistence d'un potentiel découle de la théorie des fonctions holomorphes de carré
intégrable sur un domaine borné (voir [3]).

La condition a) peut-étre imposée trés facilement par soustraction d'une constante.
Pour la condition b), il suffit de moyenner par le groupe d'isotropie un potentiel quel-
conque (vérifiant a)).



86 R. PEREYROL

Enfin, la condition c) est alors automatiquement remplie(cf. [2]).

1l est alors immédiat que dw = ddd® g, = 0, et donc € est une variété kiahlérienne.
Pour.#,ona:

0., = - logdet(I - Z*2).

En effet, calculons w en 0:

1 op., 00, .
dd%, = —d —dz j - —=dz;
€ 2i (Z oz, 1T oz Z”)

azgll aZQ(I T
— | ———dzpp+ ————dZi¢ | A dz;;
(azkpazﬁ T oz "‘) "
j e, %@, e,
= - —_—Q—dzij/\dm‘*’——g——dzij/\dzk("'”'__—e_dzxj/\dzk#-
Y aZk('aZ,'j azkpaz,, azk,:az,-j
Mais avec Ddet, .H = Tr(det(A)A™'H) et
0 (Z*Z) = Z*E
aZ,J N
a 3
—(Z72) = E;Z,
z;j

on obtient :

a * a >
—det(l - 27 2) -Ddet.—(Z72)
aZ,J aZ,'j

—det(I - Z*Z) Tx (I - 2*2)'E;iZ) ,

d'olr
) .
e " Tr [(1 - 2* 2)2" E;j)
—f-_@ = Tr[(-Z*2)E;Z]
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puis:

2o, N _ _
=2 = T[U-2*2)"E2U - 2*2) 2 B+ (I - 2°2) T EgEj)
0Z;p02z; |

= 61j(5k,- en 0

&,

— = 81161
3240021, 1Ok

azeﬂ — azgﬂ

azkpaz,-,- az_kpa’z'ﬁ
= o

On obtient finalement :
L)
Remarque. — On peut vérifier que cette métrique(associée a w) coincide avec celle

qui provient de .

2.3.Sp(n, R) /U (n) espace symétrique hermitien

DErINITION 2.2 (Espace riemannien symétrique). — Une variété riemannienne est
un espace (riemannien) symétrique si tout point est point fixe isolé d'une isométrie in-
volutive (symétrie).

Pour une variété complexe, on a de plus la notion suivante :

DEFINITION 2.3 (Espace hermitien symétrique). — Une variété complexe munie
d'une structure hermitienne est un espace hermitien symétrique si tout point est point fixe
isolé d'une isométrie involutive holomorphe.

Si M est un espace riemannien symétriqueet p € M,ona:
M = G/K,

ou G = I(M) et K = Gp. On identifie alors les algébres de Lie de G et K, g et £ avec
leurs espaces tangents en e. On montre alors que g se décompose de la maniére suivante
(parce que g est semi-simple) :

g=tep,

ol p est 'orthogonal de £ par rapport a la forme de Killing B, et on a les relations :

[e,e]ct, [E,plcyp [p.plct
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De plus, il existe un automorphisme 6 de g tel que:

Olt=id et 8|p=-id.

Réciproquement, si on dispose d'un groupe de Lie G et d’'un sous-groupe K, ainsi
que d’'un automorphisme analytique dont I'’ensemble des points fixes et sa composante
neutre encadrent K, on dit qu'on a une paire symétrique (G, K).

Ceci est notamment le cas lorsqu'il existe sur g un automorphisme involutif parti-
culier (pour les détails, cf. [3]).

Dans le cas qui nous intéresse, G = Sp(n, R) et K = U(n), cet automorphisme est
donnépar: X — JXJ!.

8 = {X€MyR); 'XJ+]X =0}
X
{( l )1(2 ) i Xi € My(R); X2, X symétriques}.
X3 =-'X

La métrique sur G/K est donnée en eK par la forme de Killing de g.

_ X X . .
p= {( X, -X, ) ; Xi € M,(R) symétnques}.

Sachant que la forme de Killing est donnée par:
B(X,Y)=(2n+2)Tr(XY)
sur g, on obtient que:
B lpxp (X, X) = (4n+4) Tr(X? + X,2),

et est donc bien définie positive. Sim : G — G/K,dm : g — T,xM.On construit la
meétrique sur M par:

Qex = Qo : Tox M X ToxM — R
(X,Y) —  B((dm)™1X,(dm)7'Y).

On définit ensuite
Q=7 Q,

ou 1(g) est'application:
hK — ghK.

Qp est bien définie(grace a l'invariance de B par Ad(K)).

Enfin, la matrice
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donne par conjugaison par dm un endomorphisme A de T,x M de carré — id par lequel
Qo est invariante.

Alors, la théorie générale (cf. [3]) nous dit que M est munie d’'une unique structure
quasi-complexe G-invariante J qui coincide avec A sur Tox M ; que Q est hermitienne et
que M est munie d'une structure complexe compatible avec J ; et enfin M est un espace
hermitien symétrique.

De plus, on dit que Sp(n, R) /U (n) est du type non-compact car Int(g)) n’est pas
compact. (Les domaines symétriques bornés sont tous du type non-compact).

Dans la cas non-compact, il est montré que la courbure sectionnelle se calcule par
la formule:

K(S)=B([X,Y)[X, YD,
en notant S un 2-plande g, et (X, Y) un base orthonormée.

Ainsi, étant donné [p,p] C &, et le fait que B |« est définie négative, on obtient la
négativité de la courbure.

Cependant, il y des plats.

DEFINITION 2.4 (Plat). — Un plat est une sous-variété totalement géodésique de cour-
bure nulle.

En identifiant I'espace tangent a M a p, I'espace tangent a un plat s’identifie a un
sous-espace s de p.

D'apreés la formule pour la courbure sectionnelle
K(8$)=B([X,Y1IX,Y],
et le fait que B |¢x¢ est non-dégénérée, il apparait que:

VX,Y €s, [X,Y]=0.

Posons la définition suivante:

DErINITION 2.5 (Rang). — Le rang d'un espace espace riemannien symétrique est la
dimension maximale de ses plats.

Le rang est donc la dimension d’un sous-espace abélien maximal de p. Puisque

_ X X . )
p= {( X -X ) ; Xi € Mp(R) symétnques}.
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D o : .
6—{(0 _D),D—d1ag(x1,---,xn).x,en&}

constitue un tel sous-espace.

En effet :
Xir X €6 = DX,-XD = 0
X -X DX, +X,D = 0.
Or
[diag(i\;), (xij)f-j]kl’ = (Ak, Ap)xpp
et

(diag(A)(xij), ;+ (xi)), ;diag(A)), , = A+ Ap)xee.

Les conditions forcent alors :
Xy diagonale
Xz =0.

Et par conséquent

PROPOSITION 2.6. — Le rang de l'espace Sp(n, R) /U (n) est n.

3. Estimation de la norme de [w]

Nous allons nous intéresser a des variétés kahlériennes dont la forme de Kidhler dé-
finit une classe bornée, afin d’estimer sa norme.

Mais tout d'abord, remarquons que le cocycle w que nous avons défini plus haut:

(w.0)=/w,
g

n'est pas borné. En effet, o peut s’enrouler plusieurs fois sur lui-méme. Il est donc né-
cessaire de trouver un autre cocycle.

C’est I'objet du premier paragraphe. Ensuite, nous étudierons différents espaces.

3.1. Cochaines droites - Réduction aux simplexes géodésiques

Soit X une variété kdhlérienne compacte, et X son revétement universel. Dans [1),
M.Gromov introduit le complexe des « cochaines droites » (dans le cas qui nous intéresse,
il s'agit de 2-cochaines). Il s’agit du complexe des fonctions mesurables sur X3 a valeur
dans R qui sont invariantes par I'action de m;(X) :

clyxo, yx1, yx2) = c(x0, X1, X2), Vy € m(X),Vx; € X.
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On a ainsi des fonctions sur 7y (X)\X3.

Lorsque I'on peut définir des simplexes géodésiques (comme par exemple pour les
variétés hyperboliques), on a une bijection entre ces (2-)simplexes et 7, (X)\X3. Cela
revient alors a considérer le cocycle:

o [ o
¢71

Sinon, on a seulement un bijection avec les triangles géodésiques définis a partir
des sommets seuls, mais comme w est fermée, la fagon de les remplir n'influence pas le
calcul.

o1 o’ est le simplexe o « redressé ».

En calculant les normes dans ce nouveau complexe, Gromov prouve que I'on ob-
tient les mémes normes que précédemment. Cela signifie que I'on peut se restreindre
lors du calcul de [|[w]]| aux triangles géodésiques du revétement universel.

3.2. Lespace hyperbolique #2

Dans I'espace hyperbolique, le calcul de I'aire d'un triangle géodésique est assez
classique.

On peut se placer dans le demi-plan de Poincaré, on a
aire(T) = / dx?‘y = / ax
T Y ar Y

Ensuite, sachant que les c6tés du triangle sont des géodésiques, et donc des cercles
orthogonaux a I'axe réel, on parametre sur chaque arc de cercle en coordonnées polaires
par rapport aux centres des cercles. On obtient :

par la formule de Stokes.

aire(T)=m - (x+ B +y),

ol o, B, y sont les angles du triangle.

On remarque que I'aire maximale est atteinte par les triangles dits idéaux, c'est-a-
dire les triangles qui ont leurs trois sommets sur le bord.

PROPOSITION 3.1. — Si X a pour revétement universel #2,

Hwx]ll < 7.
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3.3. Sur #2 x #?
Lespace s#? x s#? est de rang 2. Ily a donc des plats. Cependant, I'aire des triangles
géodésiques est bornée par 21.

Démonstration. — La forme de Kihler est la somme des deux formes de Kihler de
chaque copie de #? :

Si z) est la coordonnée sur le premier facteur et 2; celle sur le second, la forme de
Kéhler sur le produit est donnée par:

i ~
EZ G,-jdz,- A dE,-.
ij

Gestla métrique sur le produit : c’est le bloc diagonal

(v ¢)

G étant la métrique sur 2. Ainsi, les termes croisés disparaissent.

On a donc, pour tout triangle géodésique T :

/w /w1+/w2
T T T
= / w1+/ [73))
m(7T) w2(T)

< 2m

(ol 777 sont les projections sur chacun des facteurs) puisque 1 (T) et 7t2(T) sont des
triangles géodésiques. O

Remarque. — Cela se généralise aisément a tous les produits.

3.4.LespaceSp(n,R)/U (n)
Nous allons faire un calcul dans

pour p < q. 1l s’agit du domaine I, 4 dans la classification des domaines symétriques
irréductibles de Cartan (Allldans [3]). On peut faire un calcul pour & qui est trés similaire
ou bien utiliser le résultat pour D 4 (c'estl'espace 111, ou CIdans [3]). Ces deux espaces
sont de rang p.

La preuve est issue de {2].
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D, q peut étre vu comme la sous-variété ouverte de la Grassmannienne G(p, q) des
p-plans complexes de CP*7 = {(u,v);u € CP, v € C9} sur laquelle la forme hermi-
tienne |u|? - {v|? est définie positive a travers I'application :

Dpq — G(pq)
Z — {(u,Zu); uecCP}

Ce modele pour D, 4 permet de voir plus facilement que SU (p, g) agit transitive-
ment dessus, par:

A B _ o
(c D)-Z—(AZ+B)(CZ+D) :

(£ )1 2)-( %)

Pourl'espace I11,, i.e. € on peut le modéliser par les lagrangiens de C?" surlesquels
la forme hermitienne |u|? — |v|? est définie positive.

B
SU(p,q) = {(A )eSL(p+q.C);

*

*

11 faut alors remplacer SU (p, g) par Sp(n, C) N SU (n, n) et 'action par:

A B _ — e
(.E Z)-Z—(AZ+B)(BZ+A) .

Nous allons maintenant montrer la

PROPOSITION 3.2. — Si A est un triangle géodésique dans Dy, 4 (&), alors

/ b o arg A= Z702)
R 8 dettl - 2%42)

Démonstration. — Tout d'abord, nous allons relier |, » W au potentiel de Bergmann.

Pour un triangle géodésique de sommets P, Q, R,ona:

/w=/ddcg,,= dcg.,=/ do,,
A A oA Y(Q.R)

puisque dg, = 0 sur les géodésiques issues de P. y(Q, R) désigne le segment géodé-
siquede QaP.
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Maintenant, en posant hpg = @ — o, On obtient une fonction pluri-harmonique
(c’est-a-dire dd® hpg = 0). Et donc hpq est la partie réelle d'une fonction holomorphe
Hpq. Soit kpg sa partie imaginaire.

/ d%e, = / d~(hpg - o)
Y(Q.R) y(Q.R)

= / dch}JQ car dcgQ =0 sur y(Q, R)
Y(Q.R)

oh oh
—iy " =z - —Rdzg
Y, azk, szp

) .0kpg .0kpg
- dzyp + dZie
l; lazﬂl Zyp laz_w Zkp

(par les équations de Cauchy-Riemann)

/ dka
y(Q.R)

kpg(R) — kpo(Q)

/ de,
y{(Q.R)

Maintenant, soit Zy et Z. Pour calculer gz, utilisons I'élément de SU (p, q) qui en-
voie Zy sur 0:

A B\ _[ U-2z)'"?  -U-2z2z5Hz
C D ~ZFI =22z U-zgze) M)
Onaalors:

0z = -logdet (1 - [taz+Bicz+ D))" (az+ BY(CZ + D)“)

= —logdet ((CZ + D)*"'(CZ + D)*(CZ + D)(CZ + D)™!
-(CZ+D)*""(AZ + B)*(AZ + B)(CZ + D)})
= logldet(CZ + D)?
~ logdet ((CZ + D)*(CZ + D) - (AZ + B)* (AZ + B))
= log|det(CZ + D)I* + g,.

car
VZ € SU(p,q), (CZ+D)*(CZ+D)~-(AZ+B)*(AZ+B)=1-2*Z.
Mais alors,

hoz, = - log | det (CZ + D)~2| = Re(logdet (CZ + D)?).
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Donc
koz, = Im(logdet (CZ + D)7?),
et par conséquent,
212
w = argdet(CZ+D)?|
A Z
or et (CZ+ D) z
B3t (CZ+ D) |4
det T+ D¢y |?
= arg =~
det(I + D-!1CZ)
Z
Maisona:

DlCcz=-(U-2zz)'Pzr -2 2) Pz = -2}z
(Z; commute avec les fonctions analytiques en Z;).

Finalement,
Z 4 U-Z2)

/ LIy 7]
L 0T Ederl -2 2)

T T det(I - Z¢2)

2
Puisque Zg'Z € Dy, p, ses valeurs propres A; sont de module strictement plus petit

A

En fait le résultat est montré aussi pour les domaines du type 111, puisqu'ils se
plongent de maniére totalement géodésique dans D, 4.

- ar, I-X—; < pm
Z_ ET-%; ’
=

Ceci prouve
Hwlle < prr

pour toutes les variétés compactes dont le revétement universel est un de ces do-
maines. O

Valeur exacte de la norme. — On a en fait:

PROPOSITION 3.3. —
Mwllle = pr

Démonstration. — Lavaleurde |[[wx]||» ne dépend pas du quotient compact X (il
suffit de relever les simplexes sur le revétement universel). Il suffit donc de construire un
exemple pour lequel on établisse I'égalité.
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Pour cela, on va utiliser une construction arithmeétique.

On représente D, , comme I'ouvert de G(p, g) sur lequel la forme
H = |ul® - VZ|v|?
est définie positive. Alors, si € désigne I'anneau des entiers de Q(i, v/2), le groupe
I'=SL(p+gq,0) nSU(H)

est co-compact dans SU (H), qui est isomorphe au groupe d’automorphismes de D, 4.

On représente de méme le disque unité de C (cela correspond aucas p = g = 1),
avec Hy = dx* — J2dy?.

Soit f I'application:

Alors f est une application totalement géodésique, et son image est de courbure
- %, En effet, la métrique de Bergmann donne:

~log(1 - 12197 = - p log(1 - |21%)

sur I'image. Cette métrique est celle du planhyperbolique multipliée par p.
Comme plus haut, on a un groupe isomorphe a SU (H,) qui stabilise f(D, ;). On
obtient un sous-groupe co-compact dans SU (H) ) en posant

I = SL(2, 0) n SU(H).

On prend maintenant des quotients compacts des domaines D) et D 4 al'aide de sous-
groupes I';] et T’ d'indice fini sans torsion de I et I (pour avoir des variétés). Posons
S=T|\D;, et X =T'\Dp4. Soit g le genre de la surface de Riemann compacte S.

Lapplication f passe au quotienten:

f:S=-X.

Alors, en notant w la forme de Kahler sur X, la forme f*w est la forme de Kahler
d’une métrique de courbure constante — %.
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o o[
—pL-KdA

4mrp(g-1).

On en déduit:

par la formule de Gauss-Bonnet.

Onaalors:

fore

Ainsi, puisque les termes extrémaux sont égaux, on a I’égalité :

= 1(f*lwx), [S1 < Il f*[wx1INISTN < Hewx TSI, < 4pmr(g - 1).

Hwxlle = pm.

4. Retour au volume simplicial

Dans certains, on connait la valeur du volume simplicial. Par exemple, pour les va-
riétés hyperboliques, on montre que

10X
1x) = YoLX)

Un

ol v, est le volume commun des simplexes idéaux réguliers, qui est le volume maximal
pour les simplexes géodésiques (voir [5]).

Un simplexe géodésique de H" est dit idéal si les sommets sont & I'infini. Il est dit
régulier si toute permutation des sommets peut étre réalisée par une isométrie.

La preuve de I'égalité ci-dessus utilise une « triangulation » de la variété obtenue en
moyennant un simplexe idéal régulier par un quotient compact du groupe d’isométries
(voir [5]) :

Si G = Isom™ (H") et X = NH", on utilise

/ m(go)dg,
NG

ol 77 est la projection de H” sur X.

En fait, pour cela, on a généralisé la notion de chaine.
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Le probléme est d’obtenir une telle égalité dans le cas général des espaces hermi-
tiens symétriques. Pour cela, on voudrait :

- d’une part calculer la norme ||w" || explicitement, et donc trouver les simplexes
qui généralisent les simplexes idéaux réguliers, sachant que contrairement au cas
hyperbolique, les faces ne sont plus nécessairement des sous-variétés totalement
géodésiques;

- d’autre part trouver une triangulation optimale qui réalise I'égalité.
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