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GEOMETRIE D'UNE FAMILLE DE GROUPES AGISSANT SUR
LE PRODUIT DE DEUX VARIETES D’HADAMARD

Frangoise DAL'BO

A Hubert, d'une absence si présente...

Introduction

Une variété d'Hadamard pincée est une variété riemannienne compléte simplement
connexe dont la courbure sectionnelle est bornée. Nous supposons que la borne supérieure
de la courbure est ~1.

Soient (X}, d,), (X, d;) deux variétés d'Hadamard pincées, pour i = 1,2 on note X;(cw) le
bord géométrique de X; vu d'un point 0; fixé au préalable dans X; ([G-H]) et X l'espace
pro.duit X, x X, muni de la métrique produit. Cet espace contient des sous-variétés
totalement géodésiques plates de dimension 2 appelées plats. Un vecteur non nul (u,, u,)
appartenant au fibré unitaire tangent en 0 = (0,,0,) & X est tangent & un unique plat si et

seulement si [Ju,|l;llu,ll; # 0, dans ce cas on dit que u est régulier et on le code par le

trlplet( Y, : U,y , “l?h
gl Nuglly” Wyl

composante non nulle. Le bord de X noté X(co) se compose donc d'une partie réguliere

) . Si flugllyugllyg = 0, u est singulier et on l'identifie a sa

X eg() codée par X, () x X;(w) X IR:r et d'une partie singuliere X;;, () codée par
X () U X (x). Soit I" un groupe d'isométries agissant proprement discontinGment sur
X, on note L(I") = X() N I'0 son ensemble limite, P(I") la projection sur IR: de
LT)n Xreg(°°) et #(I") sa projection sur X (c0) X X,(e0). Dans ce texte nous démontrons

les propositions A et B suivantes.

Classification math. : 53A35, 53C20, 20H10.
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Proposition A. Soient T’y =< g,,...8, > et I'y =< hy,..h}; > deux groupes de Schottky
(voir paragraphe 2) agissant respectivement sur X et X, et I"l—p-> T, l'isomorphisme
défini par p(g;) = h;. On noteT" le groupe des isornétries de X formé des couples
(71, p(71)) o y,€l’;. Les propriétés suivantes sont vérifiées :

1) L) € X p().
€(p(7,))

ey

2) P(T') est un intervalle borné fermé de ]R': qui coincide avec l'ensemble { /1, eI"l}
o €(y;) =d|(z2,v;2) pour zsurl'axedey;.

3) F () = {(=x,, 0(x,)) / x, € L(T")} ot ¢ représente l'homéomorphisme de Nielsen induit
par p entre L(I';) et L(Ty).

4) L(I) =# (') x P(I).

Au passage remarquons que l'image d'un point & = (§,, &;, r) de Xreg(°°) par une isométrie
&g = (g1, &) est g(&) = (g(&,), g(&,), r), par conséquent si P(I") contient au moins deux
points distincts p,, p, alors #F(I') x {p,) et Z(I') x {p,} sont deux fermés I'-invariants de
L(T') ce qui montre que L(I') n'est pas le plus petit fermé I'-invariant de X ()
(contrairement au cas ou X est une variété d'Hadamard pincée). En revanche on verra
que Z (I') est lui le plus petit fermé I'-invariant de X, () % X,(x). Si on remplace dans la
proposition A, X, et X, par des espaces symétriques de rang 1, cette proposition est due
a M. Burger [Bul. Un résultat analogue dans le cadre général des espaces symétrique a
été démontré par Y. Benoist [Be] (voir aussi [G]).

Nous notons I(X;) le groupe des isométries de X;.

Proposition B. Soit G un sous-groupe de I(X,) xI(X,) agissant proprement
discontiniment et librement sur X, x X,, notons G; la projection de G sur I (X,). Si L(T") est
inclus dans X,.eg
il existe un isomorphisme Gl—p—> G, préservant le type de chaque isométrie tel que

G=1{(g,, pgy)) |8, € Gy}

() alors G; agit proprement discontinlment librement sur X;, de plus

La réciproque est fausse, il suffit pour s'en convaincre de considérer G, =< h,, p;> et
G, = <hy, py> deux groupes de Schottky généralisés avec h; hyperbolique et p; parabolique
(Voir [D-P1] et [D-P2]) et G; —- G, l'isomorphisme défini par p(h,) = p, et p(p,) = h,.
On peut également penser au cas ol G; = <g;, ;> est un sous-groupe de Schottky de
SO(n,1) avec n 23 et G, = <g,, hy> est un groupe libre de SO(n), dans ce cas
I'ensemble limite du groupe {(g, p(g)) / g € G,] ne rencontre pas X, ,(c).

reg
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1. Compactification de X = X, x X,

Soient X, X, deux variétés dHadamard pincées, on note X;(e) leur bord géométrique
vu de 0;, point fixé dans X; (voir [G-H]). On compactifie X; x X, en lui ajoutant
X, eo(@) =X (0) x X;(0) x ]R:' et Xing(°°) = X,(0) U X;(x) de la fagon suivante :

reg s

une suite non bornée x,, = (x,lt, xf,) de X converge vers (&,,&,,p) € Xreg(°°) si nli_)xE xi =¢;
o0

2
do(05,2,)
pour i =12 et lim _2_2_;1 =p ; cette suite converge vers un point singulier
n—»+c0 d1(°1,"n)
. d, (0 xz)
ne X;(w) si nli_r)n x; =n et lim LL?‘: 0 (sii=1) ou +oo (sii=2). L'espace X()
Q0

n—+m d,(0,,x,)
s'identifie au fibré unitaire tangent 2 X en 0 = (0,,0,) ; soit u = (u;,u,) un vecteur
régulier de ce fibré (i.e. |lu,|l;lluylly # 0) la sous-variété totalement géodésique
Poluy,up) = { (expy tiuy, expy, touy) / ¢y, by € R} est un plat. Remarquons que deux plats
Po(uy, uy) et 2(v,, vy) se rencontrent soit uniquement en 0, soit le long d'une géodésique
singuliére (0,, expo, tu,) teRr OU (expyg, tuy, 0p) teR” Si u est régulier u est donc tangent en
un unique plat.

Soit y; une transformation hyperbolique de X, on note 'yf son point attractif et €(y;) son
déplacement (i.e. &(y;) =d;(z;, v;(z;)) ou 2; appartient & I'axe de v,) . Notons y = (y,, 75,

do(0,,75(05)) L do(25,713(25)) i 2(7)
M%_Z__ = lim _2_22"_2__ , donc lim ,yn(o) = ( ,Y‘I', ')’;, E(_YL)_) .
n—-+4co d1(01'71(°1)) n—-+o dl(zl"’l(zl)) n—-+o 7

ona
Soit ¥ = (74, 9) une isométrie de X, y est mélangée si v, et v, ne sont pas du méme type.
Supposons que 7, soit parabolique et y, hyperbolique, on note yt l'unique point fixe de v, .
Il existe A > 0 tel que pour tout n > 0, d,(0,, ¥ 0,) £ Log((1+n)A) ([D-P2] chap. IV), par
ailleurs dy(0, 73 05) 5, 1e(yg) done 1+121 d,(0,, v3 05) /d,(04, ¥] 0;) = 4 ; ceci montre
que y"(0) converge vers y; € Xsing(°°)- Si y est mélangé et si I'un des y; est elliptique, il

est clair que y"(0) converge vers 7}' € Xsing(°°) ol v i représente la composante non

elliptique de y. En résuméon ala

1.1. Propriété. Soit y = (v,, v5) une isométrie de X, si v, et v, sont hyperboliques y"(0)

(4
converge en +oo vers ( v}, v3, %%) € X, og(e), si v est mélangé ¥™(0) converge en +ow vers

7:; eXsing(°°) oiL yj représente la composante hyperbolique de y s'il y en a une et parabolique

sinon.
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Supposons que y, et y, soient paraboliques, si X; =X, =H % on obtient l+1£1 y™0) =
(1], 73, DetsiX; =X,=Hg, lim y™(0) = (r], 73, @) avec q € {1/2, 1/4}. Dans le cas
général, il semble qu'aucun résultat ne soit connu, ce probléme est directement relié a la

question suivante

1.2.Question. Soient (Y,d) une variété d'Hadamard pincée et p une isométrie parabolique,

existe-t-il B > 0 tel que d(0, p"(0)) > Log((1+n)B) pour tout n>0?

2. Groupes de Schottky

Soient Y une variété d'Hadamard pincée et O un point fixé dans Y. On munit le bord
géométrique Y(oo) de Y vu de 0 de la métrique D définie par D(&, n) = e~ (&M oy (&)
représente le produit de Gromov en 0 de £ et 7 (voir [Bo] et [K]). Une isométrie g agit par
transformation conforme sur (Y(e), D) ([Bo]), son facteur conforme en & € Y(o) est noté
lg'(&)| = lim D(g(&), g(n)) / D(&,m). |

E—-n

Les propriétés suivantes découlent directement de la structure conforme de (Y(x), D).

2.1. Propriétés
1) V& neY(x), D(g(&), gm) =V1g'(€&)|1g’(n)| DE,n)
2) Si gest hyperbolique, &) = |g'(g7) ]| oit g est le point répulsif de g.

Soient g,,...,g), des transformations hyperboliques,.le groupe engendré par g, ,...,gj est un
groupe de Schottky (voir [D-P1], [D-P2]) si pour chaque i = 1,..., 2 il existe deux voisinages
compacts de g; et g}' dans Y = Y U Y(e) notés respectivement V(gfl) et V(g,) vérifiant

les conditions suivantes :

1) Les 2k voisinages V(g,), V(g1") ,..., V(g}), V(g; ") sont deux a deux disjoints.
2) Pouri=1,...,k g(Y - V(g; ) = V(g).

Voici une facon (classique) de construire de tels groupes. Soient 2 une transformation
hyperbolique et U™, U* deux voisinages compacts disjoints dans Y(c) de h~, h*. D'apres
[G-H] (chap. 8, thm 16), il existe N > 0 tel que pour tout n >N

A*"(Y(0) -U ) cU* et A(Y(x)-UH cU .

Notons V™ = U~ et V* = hN(Y(00) — U"), ces deux ensembles sont des voisinages,
compacts disjoints de A~ et A*. Notons € ~ le cone issu de 0 formé de tous les rayons
géodésiques [0,£) avec & e V-, ce cone est un voisinage de 2™ dans Y.
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2.2, Lemme. Il existe N;> N tel que (P -¢)ne = é.

Démonstration. Raisonnons par l'absurde et supposons que pour tout p > N il existe
cp € € ~ vérifiant h'P(cp) ¢ € . Notons vp l'extrémité du rayon géodésique issu de 0
pasant par c,, puisque ¢, € € ona v,e V. On déduit des propriétés 2.1 les égalités
suivantes :

D(h™P(v), k")

~2en) _
eplze(h)D(vp.h+) N

D(EPv,, k) = |k w) "2 e 2" Y Duy, h) et (AP ()Y

Pour tout p, v, € V" et h* e V* donc il existe A > 0 tel que D(v,, k") > A . On en déduit
l'existence d'une constante B > 0 telle que

P
Lo
2 tm

5P ()1 Y < B.

Ceci montre que lim h'p(vp) = h~. Par ailleurs lim ~2~P(0) = A~ donc h"’(cp) converge
p—r+o0 P>+
vers h~ ce qui contredit le fait que h"”(cp) g€,

Notons V(A1) =€~ et V(h) = B¥{(Y -€ ™), On vient de montrer la

2.3. Propriété. Il existe deux voisinages compacts disjoints V(h™!) et V(h) de b~ et bt
dans Y et N, tels que : th(}_’— V(E™Y) = V(h).

Soient g, ,..., 8, des transformations hyperboliques n'ayant aucun point fixe en commun,
on obtient par la construction précédente 'existence de N,,...N; e IN* tels que <g1¥1,...g1,:,1>
soit un groupe de Shottky.

On déduit facilement de la dynamique des générateurs les deux résultats suivants :

2.4. Propriété du Ping-Pong. Soient <g,,...,g; > un groupe de Schottky et a,...a, un

-1

= k -
mot réduit (i.e. a; € { g5,.., g5'), ajy # a;) pour tout x€Y — O Vig) L Vg ),on a
=

a;...ap(x) € V(a,).

2.5. Corollaire. Le groupe <g,,....g;> est libre, purement hyperbolique et agit proprement

discontiniiment sur Y.

On suppose pour simplifier que < g, ,..., g, > est un groupe de Schottky et que pour
chaque i, V(g:.:") est un secteur c'est-a-dire, un ensemble de rayon géodésique issu d'un

point y; & € Y (la construction indiquée précédemment fournit de tels voisinages).
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k —
2.6. Remarque. Le domaine =Y — 'U1 Vigy) v V(g; 1) est un domaine fondamental de
i=

<8ir»8p>-

Démonstration. En utilisant la propriété du Ping-Pong, on montre facilement que pour tout
g+#e, appartenantd <g;,..,g;,> ona g é N 9= ¢. Soity c Y - 9, il existe 5, € {1,..., k)
etg; e (k1) telsqueye V(gzi), notons y, = g-:‘(y). Si y, € 9, on a montré I'existence d'un
g € G tel que g(y) € 9, sinon il existe s, € {1,..., k) et g, € {£1} avec g:: # g;fl tels que
¥y € V(g::), on pose yp = g;::z(yl) . On construit de cette fagon une suite y,, . Le but est de
démontrer qu'il existe n > 1 tel que y, € & . Supposons que pour tout n > 0, y, ¢ & ainsi
ye gz _— g s, (V(g Entl ) pour tout n > 0. Quitte a extraire une sous-suite on peut
supposer que yE€E gi g: P (V) ol V est un voisinage fixé de la forme V(gs) Notons

Vp = g s gs P(V), il découle de la propnété du Ping-Pong que V V ,ainsiye ﬂ

p...
Posonsz(co) V N Y() etyp gs g: ,ona
” (7p(8),
D(7,(8), 7,(m) = 1751”2 17,1 D& m) et 17O -—g(_,—jé—y"—
' e 2 D7y

' -£ -£ . .
Puisque 1p € V(gsnp ) et gsnp # g:: , si & et n appartiennent a Vil existe B > 0 tel que pour
p p

B K
toutp>0 '(E)| et |y'(n)| soient majorés par donc Diam V (») < 53— .
p |'Yp 9] lYp n]| ] p e(; ) p e(,z, )
e e

D'apres [D-P2] (corollary II-3), lim e(yp) =+ donc lim Diam Vp(co) =0
P>+ P+
Cela entraine que pour tout z € Y et pour toute suite §p € Vp(oo), quitte & extraire une
. . . +00

sous-suite pgm_m yp(z) = ph_x’nm 'yp(.’,‘ p) = & avec (£} _pr;\l Vp(co). Montrons que pour tout
compact K c Y, il existe p > 0 tel que Vp N K # ¢, ceci montrera que le point y considéré
au départ appartient & Y(x) on aboutira ainsi & une contradiction. Raisonnons par
'absurde et supposons qu'il existe K tel que pour tout p >0, V, N K = ¢. Soit v, une suite
de V telle que yp(up) € K et converge. Le voisinage V est un cdne issu d'un point z fixé, soit
'yp(co) l'extrémité du rayon issu de z passant par Up,ona 'yp(co) € V, ainsi 'yp(z) et
'yp( vp(co)) (quitte A extraire une sous-suite) converge vers & donc yp(vp) aussi ce qui est

contradictoire. O
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2.7. Corollaire. Soit < g, ,..., g, > un groupe de Schottky, il existe un compact sur la variété
Y/<g, ,...&,> contenant toutes les géodésiques fermées.

Démonstration. Raisonnons par l'absurde et supposons qu'il existe une suite (?,l)n21 de
géodésiques fermées sur Y/<g, ,...,,g;> et une suite de points non bornée x,, € ‘?n . Ceci se
traduit sur le domaine fondamental & introduit précédemment par l'existence d'une suite
non bornée x, € I et d'une suite d'axes de transformations hyperboliques 4, contenant
x,. Quitte a extraire une sous-suite on peut supposer que &, =a ... g, est un mot réduit
et que x,, h: v h, convergen: dans Y . Comme h:; € a; V(a,) on a n_h)'xilw X, =x€
a,V(a,) ND .0r =Y - igl Vig) v V(g?l) donc x € dV(a,) out dV(a;) désigne la
frontiere de V(a;). Ainisi x € dV(a;) Na,V(a,), par ailleurs dV(a,) = al(aV(aII)) donc

ale € BV(a'l'l) NV(a,) ce qui est impossible car a, # aEl .o

Soit 3. I'espace symbolique des mots réduits infinis (ai)izl (i.e. a; e{gftl yoees g,fl} » @il ¢‘ai_1)
muni de la distance & définie par 8((a;);5;, (bi)izl) =0siag;=b; Vi>1let
UN avec N=min{i21/a;=b,}sinon. L'application ¥ —%» L(G) définie par

o((a;) i_il) = n]i')m_m a,...a;(y) pour y fixé dans Y est un homéomorphisme (indépendant de y)
de (X, 8) sur L(G) muni de la métrique D. Soient X, et X, deux variétés d'Hadamard
pincées et G; = <gy1 . 813>, Gy = <&y ».--»8p> deux groupes de Schottky agissant
respectivement sur X; et X,. On note X; l'espace symbolique des mots réduits
associé 2 G; et Zi-—"i) L(G;) 'homéomorphisme défini ci-dessus. Soit L(G,) -2, L(G,)
l'application définie pour x = ‘Pl((alj)jzl) € L(G,) par (p(x)=¢p2((a2j)j21)) avec la
convention suivante: si ay;= &1 alors ay; = & - Comme ¢,, ¢, sont des

homéomorphismeson ala :

2.8. Propriété. L'application L(G,) LN L(G,), appelée application de Nielsen associée
a@ Gy, G,, est un homéomorphisme.

On rappelle que < g, ,... §, > est un groupe de Schottky

2.9. Lemme de comparaison. Il existe ¢ > 0 tel que pour tout p > 0 et pour tout mot

o n n, . 1 1 -1 - .
fortement réduit g=a,!.. a,f (e g€ &g . g,f Ln;>0,a;,1+a; eta; = apl) on ait

le(g)—ﬁ n;0(a;)| S exp.

=1
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Remarquons que ¢ x p ne peut pas étre remplacé par une constante uniforme, il suffit

pour s'en convaincre de prendre g = (g, g,)" et de supposer (g, g,) # 0(g,) +0(gy).

Démonstration du lemme. D'aprés les propriétés 2-1, le lemme revient & montrer
I'existence de d > 1 tel que pour tout mot fortement réduit g= a;“... a:P on ait :

ef(8)

d? < dP.

ﬁ en,‘é’(ai) -
i=1
Pour alléger la démonstration on se restreint au cas ot p=2 et g = g'l11 g;‘z avec n; > 0.
On a , ’
@ = 1g'(g)| et |g'(g7)] = lg Mgy )] lgy2(g))] -
D'apres la propriété 2-1 1)
2527 1g32(e})| = DXep2(e™), g5) 1 DX(g™, &b).

Notons A le diameétre de Y(w) et B = o I(x}f " D(Vm(gf), Vm(gj')),
t,Jjell,...
g,e'e{xl)
(i,£)$(j.€')

ot V(gD =V_() nY(w).

Comme‘ggz(g_) eV_(&7h), g5eV,_(gy) et g€ V. (g5") on obtient

B _ &gl A%
A2 - e’lze(gz) - B2

le méme raisonnement appliqué cette fois a | g;ll(ggz(g‘))l montre que

B el a2

< ———————————— <
A2 = enIE(gl) = B2’
Bz
Posonsd ==3, ona
A e(g)
2 ad 2
d* <3 <d®.o
i=1

3. Démonstrations des propositions A et B

Soient I = < gy,...83>, 'y = <h,,... h;> des groupes de Schottky agissant respectivement
sur des variétés d'Hadamard pincées X, X, et Iy AN I’y lisomorphisme défini par
p(g;) =h;.

On note I' = {(y,, p(7,)) / v, € T'}}, ce groupe est libre et agit proprement discontiniment
sur X =X, x X, . On rappelle que L(T") = X(x) N T0 et que P(I") représente la projection
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de L(T) N Xreg(oo) sur IR':. Dans ce paragraphe nous démontrons en plusieurs étapes les

propositions A et B énoncées dans l'introduction.

3.1. Proposition A 1) 2).
1) L) c X op(c0)

(4
2) P(T’) est un intervalle borné fermé de ]R: qui coincide avec { EL((;%H/ r1€l, }
1

Démonstration. Soit § € L(T'), il existe une suite y, = (v, " 7n2) avec 7, = p(ynl) dans
I' telle que nli)rfw Yo(0) = §. Quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer que
-1 . .
Yn, = @q---p, AVEC nlim =+, ay#ap eta,..a, réduit. On note C,, 1a géodésique de
X, d'extrémités vy, et v, .
1) D'apres le corollaire 2.7, il existe un compact connexe d'intérieur non vide K, de X;

inclus dans un domaine fondamental & (qui contient 0,) de I, fixé au préalable tel que

dK,cdZ et C,c Ur 7, K; pour toute géodésique C,, . Soit z, € C, N dKj, on note
184,
[%j,j41] le segment de C, inclus dans a,...a;,,(K)),on a
e,-1
[zn 3 Yn+1(zn)] = jl:JO [yj lyj+1] .

On obtient ainsi
e,-1 e,~1

Notons (39);¢;<op, les cotés deux a deux disjoints de & et posons A, = diamétre K|,

x€d9; NK, keK
yea?}.ﬁKl
1#J

ona ¢,B,-2C, < d)(0},7,,0,)<2C; +€, xA,.

La méme inégalité (en changeant les constantes) a lieu si on remplace ¥p, Par p( Vny)- On

en déduit 'encadrement suivant
e, B,~2C, < d,(o,,p(y,,l)(o,)) e, A~2C,
¢,A+2C, = d,(0,7, (0)) ¢,B,-2C,

B, A
ce qui montre que P(T") est inclus dans [Z% , B—f] et donc que L(T") nXSing(°°) =¢.

2) Soit p € P(I), il existe (ynl) o1 tel que

d,(0,,p(7,,)(0,))
p= Im i, Tny O
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Notons y,, = p(y, ) et choisissons pour i = 1,2 un point 2, sur l'axe de Tn; appartenant
au compact K; introduit en 1) on a
E(Yni) - 2d(0,, Zni) < di(Oi, 'Yni, 0,) < 2d(01’ Zni) + €(Yn‘)

&«y,,)

puisque d(0;, z, ) est uniformément borné on obtient p= hm ?(—ﬂf et donc

€(p(r,))
P(D) cI= {5 3= /7,eT .

(4
Soitgel,sig= —(e':—yﬁ alors g € P(T) car (y,, p(7,))"(0) converge quand n tend vers
(p(ry))

n—w &(v,)

+o0 vers ('y'i', p(y1)+, q). Si maintenant ¢ = alors q € P(T") car L(T") est

fermé.

En conclusion P(I") =I . Montrons & présent que I est un intervalle, pour cela il suffit de
e(r,) 2(s,)
— _- 2
ey S =)
l'intervalle [r, s] est inclus dans I. On suppose r#s, ceci entraine que pour i=1,2 r; et 5; ne

montrer que si r = avecr;, s, € l"l, et ry = p(ry), so = p(s;) alors

fixent aucun point en commun et donc que pour IV assez grand les groupes < ri-v, sy>
sont des groupes de Schottky. D'aprés le lemme 2.9 on a pour n>0 et m>0
@™, ™, ey, sy™) = nerY), ery)) + mesY), esy)) + U, avec |U

amll

umformément bornée.
Notons U,= (é(rl) €(r2)) Ug= (€(sl) 6(32)) et A une bome uniforme de ||U,,. I, pour
tous n, m € N il existe y,,,,, € T'; tel que le point de coordonnées (€(y,,,.), €(pP(¥1,m))

appartienne au disque de rayon A et de centre nU,+ mU,. Ceci montre que
{ e(p(Y nm)) nm))
E(Ymm

,me ]N} est dense dans [r, s]. (Cet argument est utilisé dans [Be]). o
Soit x € L(T'y), on rappelle qu'il existe une unique suite infinie de mots réduits (a,...a,) n>1
en les générateurs de C, telle que x = nlim a;...a,(0,), on note ¢ l'application de Nielsen
définie par

L(r) -5 Lry,)

x— o(x) = n]i’i‘w pla,)... p(a,)(0y).
Par construction de g ona ¢ o y; = p(y,) o ¢ pour tout y; € I';. De plus ¢ est un

homéomorphisme (propriété 2.8).
On rappelle que Z(I") représente la projection de L(I') N reg(oo) sur X;(e) X X5(0).
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3.2. Proposition A 3) 4)
3) #(I) = {(xy, o(x,)) / x; € L(T'}))
4) L(T') =(I') x P(I").

Démonstration.
3) Soient (x,, x,) € #(I'), il existe (Ypy» p('ynl))n21 dans I tel que '}E)nm 7n, (01 = x; et
,}E& P(Yn,)(oz) = x,. Quitte & extraire une sous-suite on peut supposer Yn, = @y Qg

avec lim ¢ =+4w donc x,=¢(x,).
n-->+o0

4) Soient (x,, ¢((x,), p) e F(I') x P(I"), il existe (ynl)’121 dans I, tel que
2(p(r,,))

n—to  P(7,)
et nl_i’x_r'.xw p('ynl)(02) = ¢(y,), ainsi (¥, ¢(y;), p) € L(T'). L'ensemble L(T",) étant le plus

= p . Quitte & extraire une sous-suite on peut supposer lim 7y, (0,) =y,
n—+eo "1

petit fermé I'-invariant de X, (), il existe (gnl)"21 dans I'; tel que nl_i)mm gnl(yl) = x, donc
im p(g,,)(e(y;)) = ¢(x,). Comme (g,,8,) (%, ¢(x), p) = (&,(%,),8,(9¢(x,), p) on

n—+w

obtient nl_i)mm (8nyr P(8r))) (315 0(91), P) = (x5, @(xy), p) et donc (x), o(x,), p)e L(T). O

3.3. Remarque. #(I) est le plus petit fermé T-invariant de X (c0) x X,(c0).

Cette remarque découle du fait suivant : soient x; € X;(c0) et y;p=a;; ... a; une suitede
mots réduits emboités de I';, quitte & extraire une sous-suite 7,;,(x;) converge vers le point

de L(T;) codé dans l'espace symbolique ¥; par la suite a;, a;5 ... a;, ... .

3.4. Proposition B. Soit G un sous-groupe de I(X,) x I(X,) agissant proprement
discontintiment et librement sur X, x X,. Notons G; sa projection sur I(X;). Si
L(G)n Xsing(°°) = ¢ alors il existe un isomorphisme Gl-—p—> G, préservant le type
des isométries, G;agit proprement discontiniment et librement sur X; et

G= ((gp P(gl)) /g]_ € Gl}'

Démonstration. Supposons que G, n'agisse pas proprement discontiniment sur X, alors il
existe une suite (gnl)"21 de G, telle que nllig1°° gnl(Ol) = 0,. Comme G agit proprement
discontiniment sur X, n,ﬁ—ﬂm dy(0y, £,,(0,)) = +oo et donc (g, (0,), g,,(0,)) converge

vers un point de X;,.(0) N L(I') ce qui est contraire a I'hypothése. Le méme
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raisonnement s'applique & G,. On en déduit que G; agit proprement discontintiment sur X.
Supposons a présent que G contienne un élément g = (Id, g,) avec g, # Id, comme I'action
de G est libre, g, n'est pas elliptique donc nli_)xz’l<=° g"(0) appartient 2 Xsing(°°) N L(T), ce
qui est impossible ainsi la projection G e N G, est un isomorphisme, idem pour p,. On
note G, £, G, l'isomorphisme défini par p(g,) = p2(p'1'1(g1)), cet isomorphisme conserve
le type des isométries (i.e. p (hyperbolique) est hyperbolique, p(parabolique) est

parabolique) car si g, et g, ne sont pas du méme type alors d'aprés la propriété 1.1

dy(05,83(05)
o € {0,+=} et donc L(I') N X,
n—w d,(0,,£7(0,))

G= { (gl, P(gl)) /gleGl }- 8]

ing(“’) # ¢. Par construction de pon a

4. Remarques sur P(I")
On rappelle que X = X x X, est le produit de deux variétés d'Hadamard pincées et que I"

est un groupe d'isométries construit a partir de deux groupes de Schottky I';, I'y, on note

S l'exposant critique de la série de Poincaré z e~54(0,7(0) har un procédé. du type
yell
"Patterson-Sullivan" [A] [Bu][C], on peut construire sur X(w) une famille de mesures

=orh2(2) oy h,(x) désigne la fonction de Busemann normalisée

. dp
(yx)xexvénﬁant E: (2)=e
par h,(0) = 0. Le support de u, est inclus dans L(T'). Si X, et X, sont des espaces
symétriques de rang 1 et si I est Zariski dense, d'aprés [A], [Bu] il existe p.e P(I") tel que
supp u,= F(I') x {pr} pour tout x € X, dans le cas particulier ol le volume de X/I" est

fini, pr =1. Nous construisons ici des exemples de groupes I' pour lesquels P(T") ne

contient pas 1 (ces groupes sont bien sir de covolume infini).

4.1. Remarque. Il existe des groupes I" = {(v;, p(7,)) v, €'} tels que 1 & P(T').

En effet, revenons a la démonstration de la proposition 3.1 partie A 1), dans cette
démonstration apparait l'inclusion suivante : P(I") ¢ [%,if ]. Fixons T} =<g,,8,>,
on peut modifier I'y = <h;,h,> par exemple en prenant V(hfl) et V(h:.fl) de toute petite

taille pour que B, > A, on obtient alors P(I") c]1,+e[ .
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D'autres exemples ayant cette propriété peuvent étre construits en prenant 4, = g’f et

hy = glzv. Soit v, = a;‘l...a;P d'apreés lelemme 2.90on a :

p N
ep(r))) Nigl”ie(“i)ﬂ(p(n))xp

e(ry)

P
2 n;e(a)+c(y,)xp
i=1

ot |e(y,)| et |c(p(y,))| sont uniformément bornées par un réel A > 0.
Notons ¢ = min{€(g,), €(g,) }, il suffit de choisir N tel que (N-1)¢ > 2A.
Signalons également l'existence dans I'espace de Teichmiiller d'un pantalon d'un chemin de
pantalons hyperboliques (P,),. g tels que si ¢ > ¢’ la longueur des géodésiques fermées de

P, soit plus grande que la longueur des géodésiques fermées correspondantes sur P, [S].

Pour i=1,2 on note 51‘,' l'exposant critique de la série de Poincaré associée a T';, cet

exposant coincide avec celui de la série Z St g P(T") = [a, b] alors
viel;

T ) 5 F sallrd o § gt 5§ gmslrb,
ylel'l 726F2 r9€lg ylel'l

On en déduit la

4.2. Remarque. 51-1 / 5r2 e P(I).
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