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SURFACES À COURBURE MOYENNE CONSTANTE

ET INÉGALITÉ DE WENTE

Frédéric HÉLEIN

Dans ce texte, je vais brièvement exposer une approche variationnelle relative-
ment classique pour l'étude des surfaces à courbure moyenne constante et plus parti-
culièrement l'étude de la généralisation du problème de Plateau à ces surfaces. Il s'agit
de chercher une immersion conforme dont l'image est une surface à courbure moyenne
constante s'appuyant sur un contour donné. Un ingrédient essentiel dans les théorèmes
de régularité et d'existence est une inégalité découverte par H. Wente [Wl] et développée
par H. Brezis et J.-M. Coron [BC].

Je voudrais insister sur cette inégalité et sur l'étude des constantes optimales qui
y interviennent, complétée récemment par S. Baraket, P. Topping et Y. Ge. Des phéno-
mènes profondément analogues à ceux intervenant dans l'étude des meilleures cons-
tantes pour l'injection de Sobolev de H1 (IR") dans L ^ {Rn) apparaissent.

1. Surfaces minimales et surfaces à courbure moyenne constante

1.1. Surfaces minimales

Le problème de Plateau consiste, étant donnée une courbe fermée r dans l'es-
pace, à trouver une surface Z d'aire minimale dont le bord est exactement T. Spécialisons-
nous au cas où Test difféomorphe au cercle et Z est simplement connexe. On définit alors

ê = Jz surfaces difféomorphes au disques immergées dans R3; 3Z = rj

et la fonctionnelle e*̂ (Z) = aire de Z sur ê. Les points critiques de ̂  sur ê sont appelés
(à tort, car non forcément minimisantes) surfaces minimales et sont des surfaces dont la
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courbure moyenne s'annule partout.

Sous cette forme, le problème est très mal posé, car il est nécessaire de préciser
la théorie de la mesure et la topologie mise en jeu. Une voie possible est la théorie de la
mesure géométrique. Une autre démarche, plus ancienne, consiste à étudier des para-
métrisations de surfaces de ê et donc à remplacer ê par

3F - | D2 — IR3 / u est une immersion et u envoie 3D2 sur l\

et de chercher les minima (ou les points critiques) de la fonctionnelle

f du du -,
\—x—\dxdy=^(u(D>))
dx dy

sur &. (Ici, D2 est le disque unité du plan R2 et x désigne le produit vectoriel dans R3.}

Cette façon de poser le problème est encore insuffisante pour plusieurs raisons,
dont la principale est qu'un ensemble de la forme

{UG &IA{u) ^ C}

est beaucoup trop gros pour être un compact dans une topologie raisonnable (en effet,
si 4> : D2 — D2 est n'importe quel difféomorphisme, alors A(u(4>)) = A( u); or le semi-
groupe des difféomorphismes est énorme).

D'où l'idée, essentiellement mise en œuvre par J. Douglas, T. Radó, puis par C.B.
Morrey, de remplacer A par l'énergie de Dirichlet

f -E(u) = f -\du\2dxdy,

3 2 , - v 2

= 5 Z 5 Z ( | ^ ) . Une justification naïve, mais sensée, de cette substitution est
i=l a = l V '

que

v 2 dx dy

est une quantité toujours positive ou nulle et qui s'annule si et seulement si u est une
immersion conforme. Or on sait que toute surface admet une paramétrisation conforme,
donc si par exemple il y a une surface Zo qui minimise^, alors il y a une paramétrisation
conforme de So» qui minimise E et A à la fois.

En fait, il y a une autre justification - moins naïve - pour remplacer A par E et
qui est que, dans la mise en œuvre de la méthode variationnelle, les choses marchent de
façon magique. En voici les grandes lignes.

On peut déjà munir 3 d'une topologie et poser

3F - | u € H1 (D2, R3)/U|aD2 est une paramétrisation monotone de r | .
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Ici H1 (D2, E3) est l'espace des applications mesurables de D2 vers R3 qui sont de carré
intégrable et dont les dérivées au sens des distributions sont aussi de carré intégrable.
Examinons à présent l'équation d'Euler-Lagrange.

Soit u € S un point critique de E, en écrivant que

E(u + ev) = E(u) + oie),

pour tout v e H1 (D2, E?) avec v = 0 sur 9D2, on obtient aisément que Au = 0. Cela ne
garantit pas que «(D2) est à courbure moyenne nulle, sauf si on sait que u est conforme,
idest

I W J C I 2 - \Uy\2 = (ux,Uy) = 0 .

Écrivons maintenant que u est point critique de E par rapport à des déformations
deudutypeu —* u o 0 f , o ù 0 , : D2 —> D2 est une famille de difféomorphismes telle que
0o est l'identité et <f>t\^pi est un difféomorphisme de 9D2 dans lui lui-même. On obtient
le système d'équation d'Euler suivant. Si <f>t (JC) = x + tZ(x), où Z = X + iY, alors

E(u o <pt) = E(u) + t f [(\dxu\2 - \dyu\2)(dxX - dyY)

+ 2{dxu, dyU)(dxY + 3yX)]djcrfy + o(f ).

D'où l'on déduit que si Ton note

tu : = \ux\
2 - |wy|2 -2i(ux, uy) G C

la "différentielle de Hopf", alors

—- = 0 sur D2

= 0 sur 3D2, où n = w1 + in2 est le complexe unité normal à 3D2.

La deuxième équation provient du fait que la restriction de <f>t au bord de D2 n'est pas
nécessairement l'identité et que donc on autorise des "glissements" parallèlement au
bord (c'est donc dû à la structure particulière de &).

Ces deux conditions entraînent que œ est une fonction holomorphe telle que œz2

soit réel sur 9D2, donc que eu = 0. Nous en déduisons que u est conforme.

Conclusion. Les points critiques de E sur & sont solutions de

I Au = ° a)
l \Ux\

Z-\Uy\Z-2i{Ux,Uy) = 0.
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Démontrer l'existence de tels points critiques minimisants est possible. Cela nécessitera
de remplacer 3ï par «y = {u e #fu(l) = Mo, u(eT) = M\, uie^) = M2} où M\9 M2

et M3 sont trois points distincts sur E Cet artifice ne change pas l'équation d'Euler du
problème et permet de geler l'action du groupe (à trois paramètres) des transformations
conformes de D2, source d'un défaut de compacité. Ce résultat d'existence a été obtenu
par J. Douglas [D] et T. Radó [R] dans les années 1930.

1.2. Surfaces à courbure moyenne constante

II s'agit des surfaces dont la courbure moyenne est partout égale à une constante
H G fl&. Si H = 0, on retrouve les surfaces minimales, ainsi l'usage est de réserver l'ap-
pellation "surface à courbure moyenne constante" aux surfaces telles que H * 0. Par
changement d'échelle et d'orientation, tous ces problèmes sont équivalents au cas où
H = 1. Notons que pour toute immersion conforme u d'un domaine bidimensionnel, la
courbure moyenne est la fonction scalaire h telle que

-Au = 2hux x uy.

Par conséquent, la recherche des immersions conformes à courbure moyenne constante
conduit à l'étude du système

J -Au = 2Huxx uy

Uy) = 0.

D'une façon tout à fait analogue à ce qui se produisait avec les surfaces minimales, les
solutions de ce système sont obtenues sur D2 comme les points critiques de la fonction-
nelle

E{u)+2HV(u)

où V ( u) est le volume de l'espace contenu entre «(D2 ) et une autre surface de référence
s'appuyant sur T. Par exemple, on peut prendre

1 f
V(u) = - ƒ u.ux x Uydxdy.

L'existence de solutions minimisantes pour le problème de Plateau a été obtenue par
S. Hildebrandt [Hi] (modulo l'hypothèse que H diam(D < 2). Une deuxième solution,
non minimisante, a été construite par H. Brezis et J.-M. Coron [BC]. En général, pour ces
solutions, l'équation -Au = 2Hux x uy n'est satisfaite qu'au sens des distributions car
a priori, u € H1. H. Wente a démontré la régularité (#°°) de toute solution faible à cette
équation [Wl]. La preuve utilise de façon remarquable la structure algébrique du produit
vectoriel ux x uy et plus précisément, que chacune des composantes de ce vecteur a la
structure d'un mineur. C'est l'objet de la section suivante.
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D'une manière générale, il est envisageable d'étendre ces méthodes pour mon-
trer l'existence de surfaces S topologiquement plus complexes. Mais une difficulté appa-
raît : les points critiques de E(u) ou de E(u) + 2HV{u) ne sont pas conformes en géné-
ral. Au mieux, on peut montrer qu'un point critique u satisfait la condition que la forme
quadratique œ = [\ux\

2 - \uy\
2 - 2i(uXfuy)](dz)2 est dans un sous-espace vectoriel de

dimension finie de l'ensemble des formes différentielles quadratiques holomorphes sur
2. Ce sous-espace vectoriel est de dimension 0 si Z est un disque, mais plus générale-
ment, sa dimension est égale à celle de l'espace des modules des structures complexes
suri.

Ces difficultés expliquent en partie que l'on ne sache pas à l'heure actuelle dé-
montrer l'existence d'immersions de surfaces compactes à courbure moyenne constante
de genre supérieur où égal à 1 par des techniques variationnelles. Cependant, on sait
depuis la construction en 1984 par H. Wente d'un tore à courbure moyenne contante
immergé [ W2] que de telles surfaces existent.

2. Inégalité de Wente

H. Brezis et J.-M. Coron [BQ ont dégagé de la preuve de H. Wente [Wl] le résultat
suivant

LEMME 2.1. — Soit a, b G /^(D2 ,^) et considérons la solution 4> de

J -A<t> = {a,b} surD1

I 0 = 0

où{a,b] : = axby - aybx. Alors <f> G Hl(E^fR) n ^(D2 ,!^) et on a les estimations

(4)

(5)

Ce qui est remarquable dans ce résultat est qu'il ne peut pas être obtenu par une
application directe de la théorie de Calderon-Zygmund, à savoir en utilisant le fait que
le second membre de (3), {a, b] est dans l'espace L1. En effet, ici, la théorie classique ne
donne des estimations que dans des espaces légèrement plus grands. Le surcroît donné
par ce lemme provient uniquement de la structure algébrique de {a, b} et en particulier
du fait que des manipulations du style {a, b} = jjj (aby ) - ~ (abx) sont possibles. Ce genre
de miracle est familier des spécialistes de la théorie de la compacité par compensation.

Une application directe de ce lemme permet de déduire immédiatement que
toute solution faible dans H1 de -Au = 2Hux x uy est continue. Il suffit d'écrire ce
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système composante par composante. Une fois que l'on sait que u est continue, la théo-
rie classique des systèmes elliptiques du second ordre [LU] permet de déduire que u est
<ë°°. Ce lemme joue également un gand rôle dans les résultats d'existence obtenus par
H. Brezis et J.-M. Coron.

On peut réinterpréter ce résultat en construisant l'opérateur bilinéaire
(a, b) ~ <£, solution de (3) et en disant que cet opérateur applique continûment

2 x Hl(D*) dans HHD1) et dans

La question qui va nous intéresser dans la suite est la recherche de la norme de cet
opérateur évaluée dans ces deux topologie, ou autrement dit la recherche des meilleures
constantes <&2 et %o dans les inégalités (4) et (5). Nous allons aussi élargir le problème et
remplacer D2 par n'importe quel ouvert Q de R2 ou même une surface riemannienne^
avec ou sans bord.

Une première remarque est que ces constantes sont invariantes par transforma-
tions conformes et donc ne dépendent que de la structure conforme de Q. ou AeJÙ. Ainsi
la question précédente a un sens non seulement sur une surface riemannienne mais
aussi sur une surface de Riemann. Deuxièmement, F. Bethuel et J.-M. Ghidaglia ont dé-
montré en 1992 que ces deux constantes sont majorées par une certaine constante in-
dépendante du domaine [BG]. Mais à la suite, il n'était pas clair si ces constantes dépen-
daient ou non du domaine. On peut aujourd'hui répondre à toutes ces questions.

- en 1993, S. Baraket a montré que pour tout domaine Q ou toute surface de Rie-
mann Jù, V ^

- en 1995, P. Topping a montré que réciproquement pour tout domaine Q ou toute
surface de Riemann^, <e*>(JÙ) < ^f.Donc &<„(•<#) - ^ [T].

- dernièrement, en 1996, Y. Ge a prouvé que, si dJÙ * 0 , «2 MO = yf^ et si ZJt = 0 ,

Pour obtenir une minoration de ces constantes, la méthode consiste à exhiber une suite
maximisante (qui en général ne va pas converger à cause de phénomènes de concen-
tration). Les majorations de ces constantes reposent sur des utilisations judicieuses de
l'inégalité isopérimétrique.

Pour donner une idée des preuves, montrons le résultat suivant:

LEMME 2.2. — ([Ge]) V(a,&) G HHD2), V<t>, solution de (3),

\\d4>\\L2 £ J^-\lda\\L2l\db\\Lz.
V lb7T

Cette constante est atteinte pour (a, b) - ïïp(x>y) et<t> - jj^r- Cela établit que
ÖL

V 16TT*
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Démonstration. — Commençons par considérer ( a, b) e H ' ( D2, R2 ) n # " ( D2, IR2 ),
le cas général s'en déduira par densité. Nous construisons une application u de S2 dans
R3 de la façon suivante. Nous identifions S2 avec C u {00} via la projection stéréogra-
phique et nous posons

/ a{z) \
u(z) = b(z) si \z\ ^ 1,

V -t<t>(z) )
et

a(z\z\-2)
b(z\zr2)

-t<Hz\z\-2)

où t est un paramètre réel et <f> est la solution de (3). Soit V le volume algébrique enfermé
par l'image de u dans 0&3 et A l'aire de l'image de u. D'une part

V = 2 f u3{u\u2}dxdy

= 2t f <t>{ul,i?}dxdy

= -2r ƒ 4>ù*t>dxdy

= 2t f \d<p\2dxdy.

D'autre part,

A = 2 L
L

du dux

dx dy

\du\2dxdy

dxdy

= f (\da\2 + \db\2 + t2\d<p\2)dxdy.

En remplaçant AetV selon les deux formules précédentes dans l'inégalité isopérimé-
trique

36TTV2 ^ \A\3,

on obtient

U4nt2\\d<t>\\4
L2

En choisissant

2 3 (\\d(a,b)\\2
L2\

Z

1 ~ 16TT { 2 ) '

on obtient l'inégalité annoncée dans le lemme, ce qui conduit bien à
CQFD.
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2.3. Un problème variationnel avec défaut de compacité

La recherche de ^2MO pour une surface^ quelconque revient à étudier le pro-
blème variationnel

Sup-
l\\da\\L2\\db\\L2

ou encore

2 lid» II £2
• | | d (a ,W| |2 2

\\dd>\\T2
l<t> solution de (3), a, b e Hl(JÙ) \ {0} L

Sup{ *}t
d4>}*2 f<t> solution de (3), (a, b) e H 1 ^ , ! » 2 ) \ {0}}. (7)

l\d(ab)\r

II est facile de montrer que d'ailleurs ces deux suprema sont égaux. Le résultat précédent
dit que cet extremum est atteint dans le cas o\iJt = D2. Plus généralement,

THÉORÈME 2.3. — ([G]) Le maximum dans (7) est atteint si et seulement siJt, est
simplement connexe (id estJÙ est conformément équivalent à D2 ou S2). SiJf n'est pas
simplement connexe, toute suite minimisante converge faiblement vers 0.

Cela est essentiellement dû à l'invariance du problème par transformations
conformes, source de phénomènes de concentration, comme dans le problème de Ya-
mabe.

2.4. Une relation inattendue avec les if-surfaces

On peut plus généralement s'intéresser aux points critiques de la fonctionnelle
suivante sur HJ (Jù,

)\\2
L2

où 4> est défini à partir de (a, b) comme étant solution de (3). L'équation d'Euler-
Lagrange de cette fonctionnelle prend la forme particulièrement simple suivante.

LEMME2.4. — ([Hé]) Soit(afb) G Hl(JÙ,R2) un point critique de \\d(a,b)\\2
L2,

sous la contrainte ||d<£||L2 = 1. Alors, atbet<p satisfont à l'équation

-Aa = A{a, <t>]
-Ab = A{<*>,a}

-A0 = {a,b}>

y avec les conditions au bord

1da db
— = — = 0 surdJÙ
on on

<f> = 0 surdJÙ,
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où A = || da\\2
L2 = || db\\2

L2. De façon équivalente, si on définit u deJÙ vers R3 par

alors, dans des coordonnées locales conformes,

du du
-Au = 2— x —.

dx dy

De plus, u est de classe

Ainsi l'étude de ce problème variationnel conduit à une approche variationnelle
des surfaces à courbure moyenne constante. Il est à noter cependant que les points cri-
tiques de ce problème variationnel ne conduisent pas nécessairement à des solutions
conformes du système (3). Nous retrouvons ainsi une difficulté de l'approche variation-
nelle classique.

Yuxin Ge a obtenu le résultat d'existence suivant, inspiré d'un résultat analogue
dû à Jean-Michel Coron, qui concernait le problème de Yamabe [C].

THÉORÈME 2.5. — {[Ge])Soit x( des points distincts dansD1, et r, des réels positifs.
On note B(xif r,-) la boule ouverte de centre Xj et de rayon r* on suppose que xt et rt sont

n

tels que ces boules sont disjointes. SoitQ, = Lr \ \J B{xit r, ), alors il existe e > 0 tel que si
(=i

rz < e V i, alors il existe un point critique du problème variationnel (7).

La démonstration repose sur une étude détaillée de la topologie des ensemble
de niveau de la fonctionnelle. On doit aussi vérifier que Ton travaille dans une zone où
la condition de Palais-Smale est vérifiée. En cela, la stratégie est très proche de celle de
J.-M. Coron. La solution obtenue est, bien entendu, non minimisante.
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