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SUR LA PREMIERE VALEUR PROPRE DES TORES

Ahmad EL SOUFI, Said ILIAS & Antonio ROS

1. Introduction

Soit X une surface orientable compacte sans bord, de genre vy. Pour
toute métrique riemannienne g sur X, on désigne par A,(g) la premiére
valeur propre non nulle de l'opérateur laplacien défini sur C*(X) & partir de
8-

Notons C(g) l'ensemble des métriques d'aire 1, conformément
équivalentes a g (la normalisation de l'aire est justifiée par la non
invariance du A, sous l'effet des homothéties). Il est bien connu (cf. [5] et
-[8]) que la fonctionnelle A, est bornée sur C(g) et que l'on a :

o, Me)=0 o a(e)sen 2]
ol [x] désigne la partie entiére de x.

Le probléme qui se pose naturellement est celui de déterminer la
borne supérieure de A, sur C(g), de savoir si cette borne est atteinte et de
trouver, éventuellement les métriques extrémales.

Lorsque X est de genre zéro, i.e. ¥ est homéomorphe & la sphere §?,
toutes les métriques sont conformément équivalentes a la métrique
canonique et la réponse a ce probléme est donnée dans ce cas par un résultat
de Hersch ([4]) :

Sup A(g)=28n,
8eC(go)

Classification math. : 58C40, 53A30, 58G25.
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olu g, est la métrique canonique d'aire 1. De plus, ce supremum est atteint
pour la seule métrique g, (a2 une isométrie pres).

L'objet principal du présent article est d'envisager le cas ol la surface
2 est de genre 1, i.e. X est homéomorphe au tore T. Li et Yau ([5]) ont
obtenu, pour toute surface ¥, une majoration du A, en fonction d'un
invariant conforme dit "aire conforme" (cf [3] pour une version en toute
dimension de ce résultat). Cette majoration leur permet en particulier de
résoudre le probleme ci-dessus pour deux classes conformes de métriques
sur le tore : celle de la métrique plate de Clifford et celle de la métrique plate
équilatérale. Hormis ces deux classes conformes, on ne connait pas de cas ol
cette majoration serait optimale. Dans [6], Montiel et Ros calculent l'aire
conforme pour une famille & un parameétre de classes conformes de
métriques sur T, rendant ainsi explicite la majoration de Li et Yau pour ces
dernijéres (l'aire conforme n'avait en fait été calculé par Li et Yau que pour
les deux classes particuliéres sus-citées).

Dans le présent article, nous allons donner une majoration explicite
du A, sur chacune des classes conformes du tore (Théoréme2.1). Cette
majoration améliore celles obtenues a partir de l'aire conforme pour toute
une famille de classes conformes (remarque 2.1).

Le principal avantage de cette majoration est qu’elle est optimale pour
une famille 4 un parameétre de classes conformes de métriques sur T
(contenant en particulier celles de la métrique plate de Clifford et de la

métrique plate équilatérale) permettant ainsi de résoudre le probléme ci-

-dessus pour cette famille. En effet, nous montrons (Corollaire2.1) que, sur

chacune de classes conformes de cette famille, le supremum du A, est
exactement atteint pour la métrique plate qui représente cette classe.

2. Préliminaires et énoncé des résultats

Soit g une métrique riemannienne sur le tore T. La variété
riemannienne (T,g) est conformément difféomorphe & un tore plat

(R2 /T, g,-), ol T est un réseau de R? et ol g est la métrique plate induite
sur R?/T" par la métrique euclidienne de R?. Or (cf. [2]) tout tore plat est en
fait homothétique & un tore plat T,,= (R2 /T(a,b), g“.,,) ou
['(a,b)=Z(1,0)®Z(a,b) est le réseau engendré par {(1,0)(ab)} et ol
(a,b)e H = {(x,y) eR?/0<x< %,y >0 etx’+y 2 l}. L'ensemble H représente

en fait I'espace des modules des structures conformes sur le tore T. Comme
l'aire de g est égale a b, 'espace que nous noterons My(T), des métriques
plates d'aire 1 sur T est constitué des métriques isométriques aux métriques

1 . P
—g,», OU (a,b)e H. Deux de ces métriques plates sont connues pour leurs
, 8e
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propriétés particulieres : la métrique g, =g,, dite de Clifford et la métrique
2

gg_Jg

8, ;5 dite équilatérale.
27

Le spectre d'un tore plat (R2 /T, gr)'est déterminé par le réseau dual
I'" de I, défini par: I'" = {X eR*tqVYel,<XY>e Z}. En effet, AeR est
valeur propre du laplacien de g si et seulement si il existe un vecteur teI"

tel que |[t? =A/4n’. La multiplicité de A est donnée par le nombre
d'éléments distincts teI”, vérifiant cette derniére égalité. L'espace propre

s

associé 2 A est engendré par les fonctions induites sur R?*/I' par les
fonctions :

fi(X)=cos2mr < X,7> et g (X)=sin2n<X,1>,
ot 1eTl" et [t =A/4n?. Ainsi, pour le tore plat T,,, ot (a,b)e H, le réseau
dual de I'(a,b)engendré par {(1,—a/b),(0,1/b)}. Par suite, le spectre de g, est
constitué des valeurs propres:
At = 4x*(q" +((p - qa)/b)"),
ol (p.q) € Z?, et la famille de fonctions propres ci-dessus est donnée par :

f24(x,y) = cos 2 < (q.(p—qa)/b) , (x.y) >,
et

gl (x,y) =sin 2x < (q,(p—qa)/b) , (x,y) >.
Nous pouvons ainsi observer que la plus petite valeur propre non nulle de

2
T, , est k,(ga.b) = % Par suite on a, pour tout g e My(T),

A(g) < 87”3— = A(2.),

I'égalité n'ayant lieu que si g est isométrique a g,.

Ayant observé ce fait, Berger ([1]) s'était alors posé la question de
savoir si la métrique g, réalisait le maximum du A, sur l'espace de toutes
les métriques d'aire 1 sur T. La réponse, de nature affirmative, a cette
question vient d'étre obtenue par Nadirashvili ([7]).

Le résultat principal du présent article est le :

Théoréme 2.1. Pour tout (a,b)e H et toute métrique g sur T conformément
équivalente a g,,, ona:

A(g) Ag) < -:‘Ezﬂ'jz(a2 +b*+ g)

De plus, I'égalité a lieu si et seulement si a* +b® =1 et si g est homothétique
a 8a.b-
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Remarque 2.1. (i), pour tout (ab)eH tq. a2+(b-8/3s/§)2 <19/27 notre

majorant est strictement inférieur a 8n2/ﬁ (qui est le majorant universel).

(ii) Compte tenu du calcul de l'aire conforme des métriques g,,, pour

b <5/3, fait par Montiel et Ros ([6]) on peut voir que notre résultat
améliore la majoration de Li et Yau par l'aire conforme pour les classes
conformes correspondantes.

Une conséquence immédiate du théoréme précédent est la solution
du probléme posé en introduction pour les classes conformes des métriques
g.p Vérifiant a® +b*=1.

Corollaire 2.1. Si (a,b)e H est tel que a®>+b* =1, alors, pour toute métrique
g sur T conformément équivalente a g,,, ona:

(*)  A(g)Alg) < /1.(gu.b)A(gu.b)=4—:i-

Autrement dit, on a :

Sl{p

Cl -
8¢ (bga.b)

| 4x?
7‘[(8) = )"l(;ga,b) = T

De plus, I'égalité dans (*) a lieu si et seulement si g est homothétique a g,,.

Il serait intéressant de déterminer toutes les métriques plates du tore
qui réalisent le maximum du A, (2 aire fixée) sur leurs classes conformes
respectives.

3. Preuve des résultats

On désigne par S" la sphere unité, munie de sa métrique canonique

notée can, et par G(n) son groupe conforme. Pour toute application
. PP 2 N

¢: (T, g) > S", on notera E(9) son énergie définie par E(¢) =JT|d<p] v, Ol |dg|

est la norme d'Hilbert-Schmidt de d¢ par rapport aux métriques g et can et

ol v, est I'élément de volume riemannien associé & g. Il est important de

noter que E(¢) ne change pas lorsqu’on remplace g par une métrique qui lui
est conforme.

La remarque fondamentale de cette preuve est la proposition suivante
dans laquelle nous allons exhiber des applications dont le rapport d'énergie
est invariant sous l'action du groupe conforme de la sphere.
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n
Proposition 3.1. Soient (A,),__ des réels tels que Y A} =1 et soient (p,g,)

i /1sisn

i=1
des couples d’entiers. Pour tout (a, b)eH on considére I'application
Yoy T, = 8> donnée par y,, = (A o Aget A, ng”) . Alors, pour

P

tout ye G(2n-1), tout (a,b)e Het tout (a’,b')e H, on a
E(’YOWa.b)/E('YOWa’,b') = E(\I’a.b)/E(‘Va',b')'

Autrement dit, l'application v — E(yowa.,,)/E(yowa-,,,.) est constante sur
G(2n-1).
Preuve. Notons d'abord que, V(p,q)e Z?, (f, “”)2 +(g;‘,'q”)2 =1. Par suite, on a
‘Wa.b =
Pour tou; vyeG(2n- 1) ona:

(YO\V,, b ld Yoy, b)‘ IT,,.h llez oY, d\‘l’a,brvg"‘,,'

. 2
Or, les applications vy, , ont une den51te d'énergie |d\|/,,,,,| constante. En effet:

av.of = Szl +lasta )
=S all) ) ) e+ sin et
=S () + (6 )) = S A

ou A est le laplacien de T,,- D'ot:

E(’YO‘VA.I)) |d\ua b| J |dY| OV, Ban’

Y A2 =1 et l'application v, , prend donc bien ses valeurs dans S$*".

I"l

L'application linéaire ¢:R* — R? telle que ¢(x,y)= (x +2 ;a %y)

induit un difféomorphisme ¢ de T,, sur T, ,.. Ce difféomorphisme envoie
les fonctions fu'” et gi.” respectivement sur fa* et g&”. En particulier, nous

avons : y,., 0 ¢ =V, ,. Ainsi, pour tout yeG(2n—1),ona:

E(yov, )= Idl//,,-.;,-lzfn__h, ldy["ow, v, =|dv., 2Lﬂ Idelzov/a-,,-osblfaccblvm

N
=ldw,.| =, 147 0V 43, = E(10W, 1) (W) E(W.s):

Une conséquence immédiate de cette proposition est le :
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Corollaire 3.2. Avec les notations de la proposition précédente, s'il existe
(a,.b,) € H, tel que E(\ya .b,,)_ Sup E(yowu ,,) alors, pour tout (a,b)e H,

yeG(Zn-l)
ona E(y,,)= E(yoy,,) -

yeG(Zn 1)
Preuve du théoréme. Dans [6], Montiel et Ros ont montré que si

1<b<y53, alors lapplication  y,, : T, S, donnée par
1 .
v, =— (bfl gl fot o) vérifie :

(1+b )
E(Yos)= Sup E(10V,,)-

De plus, ils montrent que ce supremum n'est atteint que pour les y qui sont
isométriques.

Pour la suite de la preuve, nous considérons Il'application
. (s, .
V.5: TS donnée pary,, = 2 ;flo'b gno P fthgar | (e W, est

l'application de la proposition avec A, = ;% VA = -2—% » (pg)=(1,0) et

(P2.9,) =(0,1)). Comme
E(Wo.ﬁ/‘ ) Sup E("O'/’o r‘)

reG(3)
on a donc, par le corollaire précedent, pour tout (a,b)e H :

E(Wa,b) = ygg 3) E(YO\I’a.b)'

Soit g une métrique conformément équivalente a g,,. Par un
argument standard (cf[5]), il existe ¥ € G(3) tel que les fonctions composantes
de yoy,, soient d'intégrale nulle sur (T,g). Le principe du Min-Max
appliquée a chacune des composantes de yoy,, donne aprés sommation:

A (g) Alg) < E(yov,,) < E(w,,) = 32722(a’+b’+§)-

D'oui la majoration.

Supposons maintenant qu'on ait I'égalité. Nous en déduisons d'une
part que les composantes de Yoy, , sont des premiéres fonctions propres de
g et, d'autre part, par la proposition précédente, que E('YO\I’o,b)=E(Wo,b) et
donc que Y est une isométrie de S’. Par suite, les composantes de
l'application vy, , elle-méme sont des premiéres fonctions propres de g. Or
ces fonctions sont aussi des premiéres fonctions propres de g, ,. Il en découle
immédiatement que g et g,, sont homothétiques. Mais comme

2
(8.s) Algas) = %, I'égalité ne peut en fait avoir lieu que si a> +b%=1. W
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