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SUR LE PROBLEME DE BENNEQUIN :
UN CONTRE-EXEMPLE (d'aprés Alexander)

Alain DUFRESNOY

Le but de I'exposé est de présenter un exemple dii a H. Alexander répondant par la
négative a une question due a Bennequin:

«Soit X C C? un tore totalement réel ; existe-t-il un disque analytique continu s'ap-
puyant sur X [autrement dit existe-t-il f : D — C? continue,ou D = {z € C,|z| < 1},
holomorphe dans D, non constante et telle que f (8 D) C X]?»

Nous indiquerons, d’autre part, a la fin de 'exposé le résultat obtenu par H. Alexan-
der dans Invent. Math., 125 (1), 1996.

Un autre exemple, plus élaboré (mais que je ne connais pas) a été obtenu par J. Du-
val.

C’est Jean-Pierre Rosay qui m’a parlé de ces questions et seules des contraintes ma-
térielles ont fait que ce n'est pas lui qui a fait cet exposé ici ; cet exposé lui doit beaucoup.

1. Lexemple d’Alexander

On commence par construire dans C? un tore X pour lequel on saura décrire les
disques analytiques continus s’appuyant sur X.

On considére dans Cune courbe fermée C* avec un point double et telleque 0 ¢ y
[Autrement dit, y : [0,1] — C, telle que y(0) = y(1),il existe t;, 1, & {0,1} 1, # t; avec
y(t) = y(12) et qui se prolonge en une fonction C* 1-périodique sur R].

On prend alors r une fonction a valeurs strictement positives sur R, 1-périodique,
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telle que r(1;) # r(t,) et soit

X = {(z.w) | z=y(t);|lw| = r(r)}.

On vérifie facilement que X est totalement réel (c’est-a-dire que le plan tangent a X n'est
pas un sous espace affine C-linéaire de C?).

Parmi les disques analytiques continus s’appuyant sur X, il y a évidemment les ap-
plications f : D — C? oi1la premiére coordonnée est constante.

Remarquons que ces «disques» rencontrent {w = 0} sans rencontrer {z = 0} (on
utilise ici que 0 & y).

En fait ce sont les seuls disques analytiques continus s’appuyant sur X: si f =
(f1, f2) était un disque analytique continu tel que f; n'est pas constante, on montrerait
facilement que f; (D) serait une des deux composantes bornées de C \ y (notons la A) et
fi(eD) = 2A.

Si on remarque que l'image réciproque de 0A par m; : (z,w) — z admet une
fibre de 77;;x comme rétract par déformation, f; (0 D) serait un arc homotope a un point
dans 9 A, ce qui serait en contradiction avec le fait que f,(D) = A, d’aprés le principe de
I'argument.

Remarque. — Sion permet a f d’étre discontinue, ne serait-ce qu'en un point, on

peut construire un disque qui ne rencontre pas {w = 0}.
P 5 - , . ¢

On définit alors X I'image réciproque de X par I'application (z,, z;) — (2, X 23, 23).

Puisque X ne rencontre pas {z = 0}, I'application est localement inversible et X
est un tore totalement réel. De plus il n'y a pas de disque analytique (continu) qui s’appuie
sur X : si f était un tel disque ® o f serait un disque analytique (continu) qui s’appuierait
sur X et qui rencontrerait {w = 0} sans rencontrer {z = 0}.

2. Les réponses positives partielles au probléeme de Bennequin

Tout d'abord M. Gromov a montré dans (2] que si L était une variété lagrangienne
(pour une forme kahlerienne sur C") compacte de C" il existe un disque analytique
(continu) qui s’appuie sur L.

Dans [1], en reprenant des idées analogues, H. Alexander montre :

THEOREME. — Soit X C C" une variété totalement réelle de dimension n ; alors il
existe un disque analytique presque continu qui s’appuie sur X [oi1 f : D — C" est une
application holomorphe bornée est un disque presque continu qui s’appuie sur X si f se
prolonge continimentaD \ {z} etsi f(dD\ {z}) C X.
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En fait, la démonstration de H. Alexander utilise de fagon essentielle le résultat sui-
vant da a Smale:

THEOREME (Smale). — Soit A : H — G une application C*® entre variétés bana-
chiques ; on suppose que A est une application Fredholm [c’est-a-dire qu’en tout point de
H, dgA est un opérateur de Fredholm]. On suppose de plus que A~1(0) = {&,} et dg,(A)
est un isomorphisme. Alors si A est propre, A est surjective.

Enfin H. Alexander remarque que le résultat de Gromov s’obtient a partir de son
résultat en utilisant que le disque, presque continu construit dans son théoréme, se trouve

étre d'aire finie lorsque la variété est lagrangienne et cette derniére condition entraine la
continuité du disque.
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