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LA TRACE DU NOYAU DE LA CHALEUR DES VARIETES
HYPERBOLIQUES DE DIMENSION 3

Jézef DODZIUK

Résume . — D’aprés un théoréme de W. Thurston, toute variété Mg hyperbolique,
compléte, non compacte, de volume fini et de dimension 3 est limite d’'une suite des variétés
M. du méme type avec moins de cusps. On va discuter le comportement de la trace de I'opé-
rateur de la chaleur pendant la convergence My — Mg.

Dans cet article on présente une partie d’'un travail commun avec Jay Jorgenson
[DJ). Notre technique est une adaptation a la dimension 3 des méthodes développées par
Jorgenson et Lundelius dans le cas des familles de surfaces de Riemann qui dégénérent
(JL1], [JL2}, [JL3].

Nous considérons des variétés hyperbolique M de dimension 3, complétes et de
volume fini. On écrit M; pour la partie de M formée des points dont le rayon d’injectivité
appartient a I'intervalle I. Soit p la constante de Kazhdan-Margulis [G]; toute variété M se
décompose en deux parties, M = Mg} U M, ), la partie mince et la partie épaisse. La
partie épaisse est non vide et connexe, et la partie mince est une réunion finie de tubes
et de cusps. Un cusp est le produit [@,00) x T, ot T est un tore, muni de la métrique
ds? = dr’ + e~¥ds}, ds? étant une métrique plate sur T. Un tube est un voisinage tubu-
laire d’'une géodésique fermée. Selon Thurston [G] on peut, en utilisant des chirurgies de
Dehn, fermer certains cusps, de telle fagon que M = M, devienne la limite d’une suite de
variétés hyperboliques avec moins de cusps. Il faut remarquer que les variétés M; ont des
types d’homotopie distincts deux a deux, a cause du théoréme de rigidité de Mostow. Le
processus de fermeture des cusps les remplace par des tubes dans M; entourant des géo-
désiques dont la longueur approche zéro. On les appelle les petites géodésiques. Pendant la
convergence (qu’'on appelle aussi la dégénérescence) les compléments des unions des pe-
tites géodésiques sont tous difféomorphes et la métrique riemannienne des M; converge
sur les parties épaisses vers la métrique de M, dans un sens trés fort (la topologie C™).

Toute variété M, k = 0,1,2,..., est un quotient de I'espace hyperbolique H?
par une action d’un sous-groupe discret I', de PSL(2, C); M; = H?/T;. Les groupes
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't convergent vers Iy dans la topologie de Chabauty; cela veut dire qu’il y a des homo-
morphismes surjectifs @, : To — T tels que limy 00 Yx(y) = ypoury € Ipet
UNTy = UNT,pour tout ensemble U C HP ouvert relativement compact.

Nous étudions la convergence des noyaux de la chaleur Ky, (¢, x, y) et des inva-
riants spectraux associés aux variétés de la suite M;. Plus précisément, les invariants
comme le déterminant du Laplacien, la fonction zéta de Selberg, la fonction de comptage
spectrale N), (T) = {A € Spec(Am,) | A < T}, etc. peuvent étre exprimés par des
formules integrales comportant la trace de I'opérateur de la chaleur

Tr KMk(t) = / KMk(t: x,x) dV.
My
Par exemple, la fonction zéta d'une variété compacte M est donnée par
1 [ dt
= — K - —_—
tn) = 15 [ (Kl - #5

et le déterminant du Laplacien par det Ay; = exp(—23sCm(0)). La difficulté ici est que la
trace Tr Kp, () est infinie aussitot que M a des cusps. Nous montrons comment on peut
régulariser la trace de la chaleur, puis nous utilisons les mémes formules qu’on utilise dans
le cas des variétés compactes pour définir des analogues régularisés des invariants spec-
traux et pour relier les invariants régularisés des variétés M; aux invariants de la variété
limite My. En particulier, sila suite { My } §2, ne contient que des variétés compactes, nous
identifions comment les invariants spectraux divergent lorsque k — oc. Nous montrons
aussi que, quand on soustrait le terme principal de “blow-up”, la différence converge vers
Yinvariant régularisé de la variété limite.

Considérons une variété M comme M = HP/T oui T est un sous-groupe discret de
PSL(2, C) agissant par isométries sur I'espace hypberbolique HP. Soit H(T') un ensemble
de représentants de toutes des classes de conjugaison des éléments hyperboliques (c’est-
a-dire des éléments y pour lesquels | Tr(y)| > 2) primitifs (qui ne sont pas des puissances
non triviales des autres éléments) de I'. Les éléments de H(I') sont en correspondance bi-
jective avec les géodésiques simples, fermées et orientées de M. Soit P(') un ensemble des
représentants des classes de conjugaison des sous-groupes maximaux 1 C I' qui sont iso-
morphes 3 Z @ Z et ne contiennent que des €léments paraboliques. Si M est compacte,
P(T) est vide et, en general, les éléments de P(T') correspondent a des cusps de M. Pour
y € T notons T, le centralisateur de y et, pour I1 € P(T), I'n le centralisateur (égal dans
notre situation au normalisateur) de I1 dans I'. Comme conséquence de I'unicité du noyau
de la chaleur

Ku(txy) =3 _ K (1.4 ), (1)
y€r

ol on écrit £ pour n'importe quelle pré-image de x dans H°. Le noyau de la chaleur de
Yespace hyperbolique est donné par

e~% d(u’l, u’z) e—d(wlvl‘&)z/4z
(472)3/2 sinh d(wy, w,)
ou d(w), w) est la distance de w; 2 w;,. La forme explicite de Kg, (2, w), w,) permet de

conclure que la série dans (1) converge uniformément, ainsi que ses derivées de tous
ordres, sur les parties compactes de HP .

Kg, (2 wy, wp) = Kg, (2 d(w, uz)) =



La trace du noyau de la chaleur des variétés hyperboliques de dimension 3 55

On va sommer (1) en regroupant les termes selon leurs classes de conjugaison. Ainsi

Ku(txy)=Ke(LED)+ Y D Y Kg(t%x'yky)

NeP(r) yeN\{e} xer/rn
o0
+ D D D Km(nik'y"w).
YEH(T) n=1 k€I/T,
Comme la proprieté d'étre hyperbolique est préservée par conjugaison, la fonction

HKum(2, x) = E i E Ka, (1, % k" 1y"kz) (2)

yEH(I) n=1 x€I/Ty

est bien définie pour ¢ > 0 et x € M. De plus, la fonction HTr Ky (¢) de ¢ € R* définie par
HIKig(r) = [ HRu(1,2) 2V (3)
M

est finie. On appelle HTr Kjs(t) la trace hyperbolique de M et on définit la trace régularisée
STr Kp (1) par
STr Ky () = HTr Ky (2) + vol(M) K, (1, 0).

En fait, si M est compacte la trace régularisée est égale a la trace de I'opérateur de la cha-
leur. Soit y € H(T) conjugué a I'élément diagonal

et/zeialz 0
0 e—e/ze- ia/2 |

Alors £ = £(y) est égal a la longueur de la géodésique fermée g dans M correspondant a
Y et o est 'angle de I'holonomie autour de g. Lintegrale dans (3) peut étre calculée expli-
citement comme

£ e—(n€)2/4t- (4)

(64'rrt)‘/2 e;(r)nz | sinh(n€/2 + ina/2)|?

HTr Ky (1) =

Cette formule relie la trace hyperbolique a la géométrie des tubes de M. De plus, il découle
de (2) que

HTr K (1) =/ (Kc,(t,x, x) — Kgs (t,O)) av.
G

Cela nous permet d'étudier de la trace hyperbolique de M en utilisant des techniques clas-
siques comme le principe du maximum, etc.

Soit { M} 72, une suite de variétés hyperboliques de volume fini obtenues par ap-
plication de chirurgies de Dehn et approchant une variété M. Si Iy € P(Iy) correspond
2 un des cusps fermé par chirurgie de Dehn, ona ¢~(Mp) = (yi) o1 £(yi) — 0. Alors la
géodésique associée a y; est une petite géodésique. On note D(I'y) C H(I';) I'ensemble
des telles y;. Maintenant on peut définir la trace dégénerame comme

~(ne)?/a1
DTr Ky, (¢) = (64,")1/2 YEDZ" )”2_: | mh(ne/z Fina/2)2° '
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c'est-a-dire comme la partie de la somme dans (4) correspondant aux petites géodésiques.
Les deux théorémes suivants décrivent le comportement des traces hyperboliques pen-
dant la dégénérescence.

TuEorEME 1. — Soit {M;}§2, une suite de variétés hyperboliques de dimension 3
complétes, de volume fini qui convergent vers une variété de méme type M.

a)
lim [HTIKMk(I) - DT[KMt(t)] = HTr Kpm, (1)
k=00

pourtoutt > 0.

b) Pour chaque é > 0, il existe ¢ > 0 tel que pourt < 6
HTr Ky, (1) — DTr Ky, (£) = O(e™/")
uniformément en k.

Notre second théoréme établit I'uniformité de la convergence de la différence des
traces hyperboliques et les traces dégénérantes lorsque ¢ prend des valeurs complexes.

THEOREME 2. — Soitz € C avecRe(z) > 0.
a)Pourz = t + is fixé avect > 0

klim [HTr Kp, (¢t + is) — DTr Kp, (¢ + is)] = HTr Kpg, (2 + is).
— 00

b) Pour t > 0 fixé, il existe une constante L > 0 telle que
|HTr Ky, (2 + is) — DTr Ky, (2 + is)| < L(1 + |s]¥/?)

pourtouts € Retk=1,23,...

Il est utile de considérer le valeurs complexes de temps t parce que pour M com-
pacte, si

Nuu(T) =) (T —A)*

A<T

ou A dénotent les valeurs propres du Laplacien,

1 [ r(w+1) dz
Nuw(T) = N, ) T) = — ———— STrK; T—
balT) = Nins(@)e)(1) = 5 [ 2o sk (e TS
si Re(w) est assez grand. On peut étudier aussi Ny (T) = Np,o(T) = #{A € Specy, () |
A < T} au moyen de la trace de la chaleur pour ¢ complexe. Si M n’est pas compacte on
remplace la trace ci-dessus par la trace régularisée.

Pour estimer la différence HTr K, (t) — DTr Ky, () on I'écrit comme une somme
d'integrales de trace de divers noyaux de la chaleur sur des domaines qui sont soit sous-
ensembles de parties épaisses de M;, soit d’autres variétés de type standard (des cusps ou
des cylindres hyperboliques). Si € > 0 est assez petit, My (o) st une réunion finie disjointe
de Gy, (0 €t G, 08 Gy, = H®/(yx) pour yr € D(Ty) et Cn, = HP/N; pour I, €
P(I%). Alors les composantes de My (g peuvent étre identifiées avec des parties de G,
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(ou Cn,) et on peut comparer les noyaux de la chaleur de M;. avec ceux des C,, (ou Cpy,)
sur le domaine commun C,, (¢, (0u Cp, (o,¢])- Cela étant, on montre que

HTr Kp, (t) — DTr K, (1) =/ [Km, (2. x, x) — Kgp (2,0)] AV
My

(e.00)

+ Z / [Km, (2. x. x) — Kg,, (8 x, x)] dV

Cyk k(0.€]
Y €D(T)
+ Z [Km, (2. %, x) — Kcnk(t,x.x)] dv
neep(ry)  npod

-3 / [K, (5, %, %) — K (1,0)] 4V
Cry Giteoo)
Y €D(T;)

_ / [Keo, (% ) — Kgs (1,0)] aV.
Me€P(ry) ” Mpteco)

Le premier terme ci-dessus peut étre controlé parce que les métriques des M; convergent
vers la métrique de M, sur les parties épaisses. On traite les autres termes en utilisant: (i) la
description explicite de la géométrie des domaines; (ii) les méthodes classiques d’analyse
comme le principe du maximum, la formule de Poisson etc.
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