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Séminaire de théorie spectrale et géométrie
GRENOBLE
1995-1996(39-51)

SUPPORT DES MESURES DE PATTERSON-SULLIVAN
EN RANG SUPÉRIEUR

Paul ALBUQUERQUE

0. Introduction

Les mesures de Patterson-Sullivan associées à un sous-groupe discret F d'isomé-
tries, ont été étudiées de manière extensive dans le cas des espaces hyperboliques réels H"
([Su], [Ni]). Elles reflètent la densité, à grande échelle, des F-orbites. On en tire des infor-
mations de nature géométrique et ergodique. Ces mesures permettent, en effet, d'établir
un lien entre la croissance des F-orbites et des propriétés géométriques de l'ensemble li-
mite de F, telle que sa dimension de Hausdorff. On peut, par ailleurs, également construire
à l'aide des mesures de Patterson-Sullivan, des mesures invariantes pour le flot géodésique
sur la surface quotient H"/F. Ces mesures invariantes sont d'entropie maximale, cette en-
tropie étant aussi liée à la croissance des F-orbites.

Certaines notions ont par la suite été généralisées aux espaces hyperboliques au
sens de Gromov ((Cl, voir aussi [Bou] pour les espaces CAT(-l) ). Les mesures de Patterson-
Sullivan permettent donc d'investiguer la distribution des F-orbites en courbure négative.
Apparemment, le cas d'espaces avec de la courbure nulle, a été peu traité. Les espaces
riemanniens symétriques de type non-compact de rang supérieur constituent une bonne
classe d'espaces à étudier. Ils contiennent en effet énormément de sous-espaces euclidiens
non-triviaux. Néanmoins, leur géométrie comporte d'importants aspects hyperboliques.

Dans les espaces hyperboliques, le support des mesures de Patterson-Sullivan asso-
ciées à des sous-groupes discrets cocompacts s'identifie au bord géométrique de l'espace.

Classification math. : 58F11,53C35.22D40.
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Dans ce papier, nous montrons que pour les espaces riemanniens symétriques de type
non-compact de rang supérieur, ce support s'identifie naturellement à son bord de Furs-
tenberg, lequel est distinct de son bord géométrique (tandis qu'ils coïncident en rang un).
Pour être plus précis, ces mesures sont concentrées sur l'orbite, sous le groupe des isomé-
tries de l'espace, du "barycentre" d'une chambre de Weyl à l'infini. Cette orbite coupe les
chambres de Weyl à l'infini transversalement. En fait, ces mesures se concentrent sur le
lieu du bord géométrique qui correspond aux directions où la divergence des géodésiques
est la plus forte, ou de manière équivalente, aux directions où la dilatation du volume rie-
mannien est maximale.

1. Mesures de Patterson-Sullivan

Citons [Ni] comme référence pour ce paragraphe.

Soit (X, d) un espace métrique CAT(O) localement compact. Le bord géométrique
X(oo) de X est l'ensemble des classes d'équivalence de rayons géodésiques asymptotes.
On note X := X U X(oo) la compactification associée.

Soit T < Isom(X) un sous-groupe discret du groupe des isométries de (X, d). On
définit la série de Poincaré associée à T :

et l'exposant critique 5 de T : 6 = 6{T) := inf{s € K |gs (x, XQ) < oo}.

Considérons à présent la famille {fJSlx}s>ô de mesures orbitales sur X :

où Dyxo est une masse de Dirac i

Supposons que la série de Poincaré diverge en s = S (Le. gs(x, XQ) = oo) et notons
M+(X)) le cône des mesures boréliennes positives finies sur X. La famille d'applications
T-équivariantes

, ö < s < 6 + 1,

est équicontinue et uniformément bornée sur les compacts ([Bu]). Cette famille est donc
relativement compact dans l'espace des applications continues C°(X, M+ (X)) muni de la
topologie de la convergence uniforme sur les compacts. Soit i H / / x u n point d'accumu-
lation de cette famille lorsque 5 \ 5. La mesure vx a les propriétés suivantes :

. \xx est supporté dans l'ensemble limite de T (i.e. supp^*) C FJtb n X(oo)).
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. Soit x, x! € X et Ç G X(oo) représenté par le rayon géodésique r(r) avec r(0) = XQ.
Alors:

oùBç(jcf y ) = l im^oo^x, r fr ) ) -^* ' , r(f))] est la distance horosphérique entre
x et x! par rapport à Ç.

. y>x = j i y * Vy € r.

Supposons maintenant que la série de Poincaré converge en s = 5 (i.e. gs(x,xo)<
oc). Une construction de Patterson ([Pa]), consistant à ajouter une pondération faiblement
croissante aux mesures orbitales /iS|X» permet alors d'obtenir, après passage à la limite, une
famille de mesures également notée {vx}xex Jouissant des mêmes propriétés.

On appelle densité de Patterson-Sullivan (associée au groupe F) une famille \i =
{Vx}x£X construite ainsi, et mesure de Patterson-Sullivan un élément fJx de cette famille.

Dans la suite, nous nous restreindrons au cas où X est un espace riemannien symé-
trique de type non-compact de rang > 2 et T un réseau irréductible. Nous caractériserons
dans ce cas, le support des mesures de Patterson-Sullivan.

2. Les espaces riemanniens symétriques

2.1. Généralités.

Un espace riemannien symétrique X est une variété riemanienne, complète, avec
la propriété que la symétrie riemannienne sx en x, est une isométrie globale de X, quel-
quesoit x € X.

Appelons G la composante connexe de l'identité du groupe des isométries rieman-
niennes de X. Elle admet une structure de groupe de Lie.

Soit XQ un point-base fixé et K C G le sous-groupe d'isotropie de JCÖ. Alors K est un
sous-groupe compact et l'application :

G/K-+X

est un difféomorphisme analytique ([Hell], p.208).

Définissons a € Aut(G) par a(g) = s^gs^. Dénotons par 0 (resp. î) l'algèbre de
lie de G (resp. K) et <r. € Aut(fl) la dérivée en e € G de a. Alors t = {g € fl|cr. (g) = Ç}.

Si on pose p = {Ç € g|<r*(£) = - g } , on a la décomposition en somme directe
g = t © p. La projection naturelle n : G -* X induit un isomorphisme den\p : p -¥ T^X
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(on a den(t) = {0}). On peut alors identifier, via les translations à gauche, les espaces
tangents à X avec p ((Hell), p.208).

Notons Q : g x g -> R la forme de Killing de g et Qp (resp. Qt) la restriction de
Q à p x p (resp. t x t).La forme Qt est définie négative, car le groupe K est compact. Les
relations de crochet entre î et p implique que Q(t, p) = 0.

On dit que X est de type non-compact (resp. compact, euclidien) si Qp est définie
positive (resp. définie négative, identiquement nulle).

On a le théorème de décomposition suivant :

THÉORÈME 1 ([Hell], p. 244). — Soir X un espace riemannien symétrique simple-
ment connexe. Alors X est isométrique à un produit riemannien X-XX+xXoOÙX- est un
espace symétrique de type non-compact, X+ est un espace symétrique de type compact et
XQ est un espace euclidien.

Ces différents types se caractérisent en termes de courbure sectionnelle. Par
exemple, X est de type non-compact, si et seulement si, X est sans facteur euclidien
de courbure sectionnelle < 0.

Dorénavant X sera supposé de type non-compact. En particulier g est semi-simple
et la décomposition g = l © p est une décomposition de Cartan de g. Relevons encore
que le centre Z(G) de G est trivial et que la finitude de Z(G) entraîne que K est un sous-
groupe compact maximal de G. A une décomposition de Cartan, on peut associer un auto-
morphisme

v : g -» g tel que v|e = id, v|t = — id,

appelé involution de Cartan. On peut alors définir à l'aide de la forme de Killing un produit
scalaire Ad(À>invariant sur g :

On obtient ainsi une métrique riemannienne G-invariante sur X.

2.2. Espaces riemanniens symétriques de type non-compact.

Ce rappel théorique se base essentiellement sur [BGS] (appendix 5).

STRUCTURE DES PLATS ET DÉCOMPOSITION EN SOUS-ESPACES DE RACINES.

Un plat dans X est une sous-variété euclidienne totalement géodésique de dimen-
sion maximale. On appelle cette dimension le rang de X; on le notera rg(X).

Soit F un plat contenant XQ. On dit que c : R -4 F avec c(0) = JCÖ, est une géodé-
sique régulière, si F est l'unique plat qui la contient, et une géodésique singulière, si elle
est contenue dans plusieurs plats.
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L'espace tangent à F en XQ correspond à un sous-espace abélien maximal a de p. On
a alors F = AXQ OÙ A = exp a < G. Réciproquement, tout sous-espace abélien maximal de
p correspond à un plat par XQ. Les sous-espaces abéliens maximaux de p sont conjugués
par l'action de Ad(Af).

En diagonalisant simultanément les opérateurs autoadjoints {ad// : g -> g, H G
a}, on obtient la décomposition en sous-espaces de racines :

où, pour a G a* un élément du dual de a, on a posé

0« = {Y € fl|adtf(y) = <x(H)Y, VH G a} (sous-espace de racines), ma = dimga,

A = {a G a*\{O}|ga ^ {0}} (ensemble des racines).

Le vecteur HE a est tangent en JKÔ à une géodésique singulière, si et seulement
si, il existe a G A tel que a(H) = 0. L'ensemble des éléments singuliers aSjng = {H G
a| 3a G A avec <x(H) = 0} est donc une réunion finie d'hyperplans {H G a\a(H) = 0},
où a G A. Son complémentaire areg = û\asing est l'ensemble des éléments réguliers de a.

On appelle chambre de Weyl de a une composante connexe de areg. Une chambre
de Weyl de F de sommet XQ est l'image, via l'exponentielle riemannienne en .xb, d'une
chambre de Weyl de a.

Fixons une chambre de Weyl o+ dans o et posons A+ = exp o+ . Ce choix détermine
un sous-ensemble de racines positives A+ = {a G A|a(H) > 0, VH G a + } .

On peut lui associer un sous-groupe unipotent

N = exp n où n = hft ga est une sous-algèbre nilpotente de g.

On a alors la décomposition d'Iwasawa ([Hell], chap.9, § 1) : G = KAN.

BORD DE FURSTENBERG.

Soit M le centralisateur et M'le normalisateur de A dans K. M est le sous-groupe
de G qui fixe le plat F point par point, tandis que M'est le sous-grouep de G qui fixe XQ et
laisse F globalement invariant. Le groupe de Weyl de W = M'/M est un groupe fini qui
agit simplement transitivement sur les chambres de Weyl de (F, XQ).

Considérons à présent l'espace CX de toutes les chambres de Weyl de X. L'action
de G sur CX est transitive et M est le groupe d'isotropie de la chambre de Weyl A^XQ de F.
On peut donc identifier CX avec l'espace homogène G/M.

On dira que deux chambres de Weyl sont asymptotes si elles sont à distance de
Hausdorff bornée. On définit alors le bord de Furstenberg de X comme l'ensemble des
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classes d'équivalence de chambres de Weyl asymptotes ([Mos], [Fu]). Il existe une unique
chambre de Weyl de sommet XQ dans chaque classe d'équivalence.

Le groupe G agit transitivement sur le bord de Furstenberg de X et P = MAN est le
groupe dfisotropie de la classe de A+ XQ (i.e. P = {g € G | gA+xo asymptote à A+XQ}). En
fait, P est aussi le groupe d'isotropie de n'importe quel point Ç de A+ Xo (oo) C X(oo). Ainsi
on peut identifier le bord de Furstenberg de X à G/P = K/M, mais également à l'orbite
Gg = *TÇ de Ç dans X(oo).

3. Support des mesures de Patterson-Sullivan

Rappelons que X = G/K est un espace symétrique de type non-compact de rang
> 2 et XQ € X un point-base fixé. On considère la densité de Patterson-Sullivan ji

associée à un réseau irréductible Y de G.

Notations.

On écrira £(n, s) x £'(n, s), s'il existe des constantes Q, C2 telles que C\E(n, 5) <

E'(n>s) < C2E(n, s). Ces constantes seront toujours indépendantes de n et s. Lorsqu'il n'y

aura pas lieu d'expliciter une constante, elle sera simplement notée const.

L'énoncé du théorème suivant dont nous donnons une démonstration, nous a été

proposé par Marc Burger.

THÉORÈME 2. — Soif \x la densité de Patterson-Sullivan associée à un réseau irré-
ductible T de G. Alors

supp(^) = Gc(oo) = ATc(oo), Vx G X,

oùc(t) = exp r(/7/||fcj|)xo etb € a+ est le vecteur dual à la forme linéaire £«€A+ m « a

(b est appelé barycentre de la chambre de Weyl a+J.

Preuve. — Les mesures de Patterson-Sullivan IJX étant absolument continues les
unes par rapport aux autres, on peut supposer x = XQ.

On définit le cône d'axe u € a+ (|| u|| = 1) et d'ouverture <// (<f/ petit) :

C = l J C ii/(n) C <A+
 V

n>\

OÙ

\u) > \\H\\ cos t//f n - 1 < ||H|| <n, H€ o+} f
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et la couronne obtenue en enlevant à la boule de rayon n centrée en XQ celle de rayon n - 1 :

Cour(n) = B(xo, n)\B(xo, n - 1) C X.

On commence par montrer que

^{(KC^XQ^OO)) = 0, si expb $ C^,

ijt) C Gc(oc).

Dorénavant, on écrira simplement C (resp. C{n)) à la place de C^ (resp. Cu.v(n)).

Comme ̂  est une limite faible de {vs,xo}s>6 dans X, on a ([Bil]) :

)) = Uml

On est donc ramené à estimer la série de Poincaré gs(xo, XQ) et la série

Effectuons une première estimation :

£ n Cour(n)|.
R>0

x ^ «r"|r*, n
«>o

Un théorème de A.Eskin et C.Mac-Mullen ([Esk]), permet d'effectuer une deuxième es-
timation en approximant le nombre de points de l'orbite de TXQ dans Cour(n) (resp.

(n)xo) parle volume de Cour(n) (resp. KC(n)xo).

PROPOSITION 3. — Soit vmax le vecteur unité de exp-1(C) qui maximise (b\. >.
Alors :

Vol(KC(n)) < const ^xU'^Vma^n, Vn > 0.

Plus précisément :

Vol(KC(n)) x n^e-"*11", si expb G C, Vn > 0.

En particulier :

Vol(Cour(n)) x n^^e-^», Vn > 0.

Preuve. — en annexe.

PROPOSITION 4.

n Cour(n)| x Vol(Cour(n))
, Vn > 0.

n KC{n)xo\ x V l ( * : C ( ) )
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Preuve. — en annexe.

On a comme conséquence que

n>0

On en déduit que
gs(xQfXo) = oo pours<| |b | | ,

gs(xo*xo)<oo pour 5 > \\b\\ .

Donc S = \\b\\ et T est de type divergent (i.e gs(x, XQ) = oo).

On peut maintenant achever la preuve du théorème.

Si exp b g C (i.e. (b\ vmax) < \\b\\), alors en utilisant les propositions 3) et 4), on a :

= lim

n>0
< const • lim

\ n>0

Dans le passage à la limite s \ S = ||fc||, le numérateur reste fini tandis que le dénomi-
nateur diverge, car (b\ vmax) < ||ö||.Donc,^((*rC;ifo)(oo)) = 0. Nous avons ainsi montré
que le support de p ^ est contenu dans Kc(oo) où c(t) = exp r(b/||&||)j[o. Ce support est
un fermé T-invariant dans Kc(oo). Or T agit minimalement sur tfc(oo) ([Mos]). Par consé-
quent, supp^xj = Kc(oc) = Gc(oo) (noter que ANc(oo) = c(oo)). •

COROLLAIRE 5. — Une densité de Patterson-Sullivan y associée à un réseau TdeG
appartient à la classe de la mesure de probabilité K-invariante sur Gc(oo). En fait, /i^ est
égal à cette mesure de probabilité K-invariante.

4. Unicité des densités de Patterson-Sullivan

Une densité conforme p T-invariante de dimension $ sur X(oo) (en abrégé, une
l-densité) est une application continue T-équivariante

fj :X~* M+(X(OO))
telle que - p % - = « - W « ). Vx € X, g G X(oo).

où Bç (x, J ) est la distance horosphérique entre x et tf par rapport à g et M+ (X(oo) ) est le
cône des mesures boréliennes positives finies sur X(oo).
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La construction de Patterson, donnée au §1, fournit des exemples de densités
conformes T-invariantes de dimension S à support dans l'ensemble limite de F.

Rappelons que c est un rayon géodésique avec c(0) =

THÉORÈME 6 ((Al]). — Soit T un réseau irréductible de G. Alors 6 = \\b\\, etlorbite
Gc(oo) C X{oo) est le support de touteö-densité.

Il est important de mentionner que toute densité est forcément de dimension >
$• Supposons que v est une 5-densité. Alors l'action de T sur Gc(oo) est ergodique par
rapport à /J ([MOO]). Il en découle qu'il existe une unique densité conforme F-invariante
de dimension 5 (à multiplication par une constante près). Celle-ci peut donc eue obtenue
par la construction de Patterson, ou directement à partir de la mesure de probabilité K-
invariante sur Gc(oo). Si /* est une 0-densité avec /? > ô, alors IJ est singulière par rapport
à la mesure de probabilité AT-invariante sur Gc(oo). Pour plus de détails voir (Al].

5. Annexes

5.1.Formule d'intégration.

Soit X = G/K un espace symétrique de type non-compact de rang rg(X). Le groupe
semi-simple G admet la décomposition suivante ([Hell], chap.9, § 1):

G = KAK (décomposition polaire).

Posons G' = KA'K où A1 = exp(arPg). Le sous-espace X' = G'XQ est un ouvert dense de
X et l'application :

K/M x i4+ -> X'

(JtM, d) *-> kaxo

est un difféomorphisme.

Il en découle la formule d'intégration :

THÉORÈME 7 ([Hel2], chap.l, § 5).

^ ) , V/ 6 CC(X)f f(x)dx =
Jx

[ {[
K/M JA+

où dkM est la mesure K-invariante sur K/M,

dx est Vêlement de volume riemannien surXp

da est la mesure invariante à gauche sur A.
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Nous obtiendrons, grâce à cette formule, des estimations asymptotiques de vo-
lume. Pour tout H € û+ tel que a(H) > const > 0, Va € A+, on a

JJ [sinha(H)]m« x JJ em°«W = exp[ ]T

Soit Ah = exp ab un sous-ensemble de mesure finie positive de ;4+ satisfaisant a(ûb) >
const, Va € A+. Posons a = exp H, da = exp.(dH). Alors

Donc,

= / xKWdkM f xA>x (axo) T[ [«inhaCexp-1 («))]"«• Ai
JK/M JA+ AX° a*J+

= const • A TT [sinh a (H)]"1" da.

Vol(KA>Xo) s; const • ƒ eWH)dH.

5.2. Preuve des propositions 3) et 4).

L E M M E T E C H N I Q U E . — Soit d<ïetl> - l u n entier. Alors :

pour r > 0 assez grand.

Preuve. — II suffit d'utiliser une méthode de pente raide. •

PROPOSITION 3. — Soir vmax le vecteur unité de exp-1(C) qui maximise {b\. ).
Alors :

Vol(KC(n)) < const •n
T^x^e'Wvmax)n, Vn > 0.

Plus précisément, si beC, alors :

Vol(ATC(n)) x nm^zle'^n
9 Vn > 0.

En particulier:

Vol(Cour(n)) x n * ^ * - » * » " , Vn > 0.

Preuve. — Posons exp(C(n)) = C(n) et exp C = C

D'après ce qui a été dit au § 5.1, il suffit d'estimer fc{n)
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Utilisons des coordonnées sphériques :

fj, r= 11*11.

On a: ƒ e^^dH = f f
JC(n) Jn-l JC

^ d r <

(rappelons que rg(X) est le rang de X).

Supposons que b € C (i.e. (b\vmax) = \\b\\), et effectuons le changement de va-
riables :

s = <bi|//i>. H[ = Hx-sbx

Pour s = (b\\H\) s» 1, ns := {H\ € C\s = (&i|tfi)} est une sphère de dimension
rg(X) - 2 et de rayon y/l — s2, contenue dans l'orthogonal de fc.

dH[) -jÊL^ x
/ V1 - 52

ceci pour r assez grand, et d'après le lemme technique on a :

Ainsi,
, s ib€ C.

PROPOSITION 4.

|r*b H Cour(n)| x Vol(Cour(n))
, V n > 0 .

KC(n)xo\ V l ( / T C ( ) )

La preuve de cette proposition nécessite quelques résultats préliminaires.

DÉFINITION. — Une suite de sous-ensembles {C(n)}„>0 de X est dite bien arron-
die si : Vf > 0, 3 U un voisinage de l'identité e dans G tel que :

où dC(n) désigne le bord de C(n) dans X. Il est important de signaler que U ne dépend
pas de n.

On veut utiliser un cas particulier d'un théorème de comptage de A.Eskin et C.Mc-
Mullen ([Esk]).

PROPOSITION i ). — Soit X = G/K un espace riemannien symétrique de type non-
compact et Y un réseau irréductible dans G.
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Si {C(n)}„>o est une suite bien arrondie de sous-ensembles avec Vol(C(n)) -> oo
quand n -> oo, alors

( n ) ) x \TxonC(n)\.

Dans la suite, nous appliquerons ce résultat aux suites {KC(n)xo}n>o et
{Cour( *)}„><,.

Notons d€{KC(n)xo) un f-voisinage du bord de KC(n)xo définit de la manière sui-
vante:

d£(KC(n)xo) = KTIXQ U KT2a<> U *T3J<O ,

où r, = exp%, (i = 1,2,3) avec

î i = {H € a+ | <#|u> > ||tf|| cos (p - f/2, n - f/2 < ||H|| < n + £/2}f

Ï2 = { H G o + | (H\u) > \\H\\ cos (// - £/2, n - 1 - a/2 < \\H\\ < n - 1 + f/2},

| cos <//| < £/2, n - 1 - f/2 < ||H|| < n + f/2}.

LEMME ii ). — Vf > 0, 3 U un voisinage de e dans G tel que :

Ud{KC(n)xo) C d£(KC(n)xo).

Preuve du lemme ii). — Soitexp(rtfi)jtb € 3C(n).

Comme 0 est Ad{K)-invariant, on a k exp(rHx )XQ € 3 (KC(n)xo), Vit € K.

Soit g £ G qu'on écrit g = kam dans la décomposition G = KAN.

Le lemme découle alors du fait suivant ([BGS], appendix 5) :
xo) > d(kexp(rHi)xo, kamexp(rH\)xo) = d(exp(rHi)xo, amexp(rHi)xo)

—> d(xo, axo) quand r -> 00.
•

LEMME iii).

Vol(tf r,JCb) x f Vol(*C(n)j(b), (î = 1,2)

Vol(KT3xo) < con$xeVol(KC(n)xo).

Preuve du lemme iii). — On obtient ces estimations de volumes en effectuant des
calculs similaires à ceux donnés dans la preuve de la proposition 3. •

Preuve de la proposition 4). — Par les lemmes ii) et iii), on a :

Vf > 0, 3 U un voisinage de e dans G tel que :
Vo\(Ud(KC(n)xo)) Vol(a*(*C(n)3o)

Vl(KC()) - Vl(KC()) -Vol(KC(n)xo) - nVol(KC(n)xo)
Ainsi, les suites {KC(n)xo}n>0 et {Cour(n)}n>0 sont bien arrondies. On peut donc leur
appliquer la proposition i). •
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