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OÙ

et

Soit X une surface munie d'une métrique à courbure constante négative

X = H2/r

H2 = espace hyperbolique simplement connexe (demi-plan ou disque de Poincaré)

F = sous-groupe discret cocompact du groupe d'isométrie de H2.

1. Paramétrisation du fibre unitaire

Paramétrons le fibre unitaire. Nous décrirons trois possibilités. On choisit une
orientation du plan, donnant une orientation du cercle à l'infini.

u étant un vecteur unitaire de H2 = D = disque unité de C

a) u~(z,B) z G D, 9 € S1 = dD.

b) u ~ ( 0 _ , 0 T , 0 + ) c ' e s t *a paramétrisation de Cheeger-Gromov du fibre unitaire.
Les trois points 0 _ , 0 T , 0 + sont sur le cercle dD et déterminés en prenant v tel
que le repère (rz, v) soit direct.

Ces deux paramétrisations sont invariantes par l'action du groupe d'isométrie.
c'est-à-dire , par exemple,

ou 7 agit dans C (dans D et dans S1) par transformation homographie. Toutefois,
E. Hopf utilise la suivante
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c) u ~ (0_,0+ ,s) où 5 = cf(£,zö) comptée positivement si z est après zo et
négativement sinon; la géodésique (#-,#+) est orientée par u.

z0 est le milieu euclidien de la géodésique (0 - , 0+).

Remarque. — Dans ce dernier cas, il n'y a pas invariance. En effet, le milieu
euclidien d'une géodésique hyperbolique n'est pas préservé par le groupe d'isométrie
hyperbolique.

2. La mesure de Liouville

La mesure de Liouville m est absolument continue par rapport à la mesure de
Lebesgue d6+d6-ds, elle s'écrit donc

m = f(6+, 6-,s)d6+d6-ds.

PROPOSITION. — /(0+,0_,«) = -rz—C-r-r;.

Remarque. — II y a un petit abus de langage volontaire qui permet de simplifier
les notations; en effet, 6 représente tour à tour un point sur le cercle, considéré comme
un nombre complexe (dans la formule |0+—0_ |, il s'agit donc du module de la différence
de deux nombres complexes) et un angle lorsque l'on utilise l'expression d6. En résumé
dB est la mesure canonique de S1.

Preuve. — C'est l'invariance par l'action du groupe Isom(H2) qui donne le
résultat Si A G Isom(H2), c'est une homographie de C et en écrivant la conservation
du birapport on montre aisément la formule :

\A(z) - A(w)\2 = \A'(z)\ \A'(w)\ \z - w\2.

Rappelons que le lirapport de quatre points de C, z\, z2,23,24 est l'expression

U\ , 2y Z3y A]

z\ - zi 23 - 24

i) 0+ et 0- étant fixé on peut trouver une isométrie At,t € R tel que son actionsoit

et ceci pour tout t. De l'invariance de m par A+ on déduit l'égalité

/(ö+Je_,5 + 0M;(M I 4 ( M
la formule ci-dessus montre que

\A't(6+)\ 1^(0-)l =
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et par conséquent, ƒ doit être invariante par les translations de la variable s; elle n'en
dépend donc pas.

«V De même si A est une isométrie envoyant (0+, 9J) sur (1, — 1) on a

f(A(0+lA(6-))\A'(d+)\ \A'{0-)\ = ƒ(*+,*-)
en posant c = ƒ(— 1,1) et en utilisant la formule ci-dessus, on obtient le résultat. Pour
la suite nous prendrons c = 1.

Dans ce qui vient nous n'utiliserons pratiquement que l'inégalité suivante
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3. Les théorèmes

On se propose maintenant de prouver le théorème de E. Hopf dans sa version
originelle.

THÉORÈME (E. H O P F ) . — Soit X une surface riemannienne de volume fini
à courbure constante négative, alors son flot géodésique est ergodique.

Sa preuve repose sur une utilisation astucieuse du théorème de Birkhoff, dont
nous rappelons l'énoncé.

Rappel. — Soit (fi, /i, <pt) un espace probabilisé, muni d'une mesure de proba-
bilité fi et d'un flot <pt préservant la mesure. Soit

ƒ €Ll(Q,fi)

THÉORÈME (BIRKHOFF). — Sous ces hypothèses, on a
rT

) fl p . p'ri
1 Jo

0 T-+oo

r1 /;? ƒ ƒ (<P-s(x))ds > /L(aO \i pp
1 JQ T—>+0O

déplus ƒ+ = ƒ_ /x-pp

er e//« 5onr invariantes par <pt.

Rappelons la définition

DÉFINITION. — Le flot est ergodique <=> ( ) f € Ü ' / + = f' = c o n s t a n t e

l (A4 presque partout ).

Remarque. — Dans le cas où l'espace Q est muni d'une topologie, il suffit de
se limiter à des fonctions ƒ continue à support compact.
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Preuve du théorème de E. Hopf. — Soit UX le fibre unitaire de X

UX = UH2/T

et soit ƒ continue à support compact sur UX. On considère ƒ+ et ƒ . définies partout
où les limites apparaissant dans le théorème de Birkhoff existent. Soit

û t K, Lo,+ = \U fc c/A \ J+yU) ̂  Cij

et de même Ca,-.

H suffit de montrer que pour tout a € R

On va en fait travailler avec les relevés de Cû|+ et Ca%- dans UH2; soit Ca,+ et Ca,- ces
ensembles.

But. — On se propose de montrer que

m(Ca,+) = 0 ou m(Cli+) = 0.

Avec le paramétrage choisi,

Cat± C S1 x S1 x R.

* Les fonctions ƒ+ et ƒ_ étant invariantes par le flot géodésique, qui dans le
système de coordonnées choisi s'écrit

on a
(0+)0_,s) C Cat± => (Ô+)Ô_,<) C Ca>±

pour tout < e R, Ce qui se traduit par

Ca,± = B ± x R o ù B ± c 5 1 x S1.

* Maintenant on a réduit le problème à :

But. — Montrer que m;(B+) = 0 ou mf(BD = 0; où m' est la mesure sur
ci v ci dB+d6-

Remarque. — L'espace des couples de points (0+J 0J) deux à deux distincts est
l'espace des géodésiques de H2.

LEMME. — On a J5+ = S1 x A> er £ _ = A. x S1 avec A,, c S1 et A- C S1.

Preuve du lemme. — Soit ƒ le relèvement de ƒ à UH, elle est, comme ƒ,
uniformément continue (on rappelle que ƒ est choisie continue à support compact).
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e

Soit alors (0_, 0+) C S* x S1 déterminant une géodésique et soit 0L € S1 .

Soit u • (resp. v) un vecteur unitaire sur la géodésique (0-,0+) (resp.(0L,0+)).

Supposons que u e t i/ soient sur le même horocycle, alors avec la distance
canonique d sur UM2 on a

( ) •<>
t—H-00

donc si < est assez grand (t

pour 5 > 0, petit. D'où

\f(<Pt(u))-f(<pt(v))\^e

7 [ f(<Pt(.u))dt-± f f{<pt(v))dt

ceci étant vrai pour tout e > 0, on en déduit

A(ti) = ƒ+(«)

et donc
A(u) = A(ö_, 6+, s) = A(öl,

pour tout s, s' € R. D'où

Ce qui prouve le lemme pour B+ et on fait de même pour B-.

Fin de la preuve du théorème. — De l'égalité ƒ+ = ƒ_ presque partout, on tire

m(Ca>+ACa,_) = 0

or
£ _) x R
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d'où
m'(£ + AS_) = 0

posons A = d6+d0-

^ 4 + " ^ + " ^
donc

mais
B+AB- = (Ai x A+) U (A_ x Al)

on a donc
ƒ \(Ae_ *A+) = 0
\ et A(A_ x A%) - 0

d'où l'alternative
J = A(A.) = 0

ou bien
X(Ae

+) = X(Ae_) = 0

(ici A dénote la mesure de Lebesgue de dimension 1 ou 2).

Soit Bn = {(Ô_, 6+) \ |ö+ - 6-1 > n} , on a donc

m{(A+ x 51) n B n } ^ \\{{A+ x 51) H Bn} < ^

soit
m{04+ x S1) n B n } = 0 si A(^l+) = 0

et par limite croissante,

m(S+) = rn(A+ x S1) = 0 si A(>1+) = 0

de même
m(B') = 0 si AU^) = 0.

D'où le résultat.
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