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Séminaire de théorie spectrale et géométrie
CHAMBERY-GRENOBLE
1991-1992 (39-57)

THEOREME DE GAUS-BONNET
ET

GEOMETRIE NON COMMUTATIVE
par Laurent GUILLOPE

Le théoreme de GauB-Bonnet énonce pour une surface riemannienne compacte
(M, g) orientable de genre v I’égalité de I’intégrale de la 2-forme de courbure K, avec
47(1 — 7). Cet énoncé contient deux propriétés remarquables : 1'invariance de [, K,
vis-2-vis des déformations dans I’espace (connexe) des métriques riemanniennes sur M
et 'intégralité de [,, K, /4.

La 2-forme de courbure est une parmi les formes différentielles associées par
la théorie de Chern-Weil a la donnée d’une variété C* riemannienne, formes dont les
classes de cohomologie sont des invariants topologiques ([11]). Un exemple €élémentaire
de cette topologie différentielle est I’indice d’un point extérieur a2 une courbe C
rectifiable dans le plan complexe invariant par homotopie (de la courbe ou du point)
et a valeurs enti¢res : I'indice Ind(C, a) de a par rapport & une courbe continue C est
défini comme celui de a par rapport 2 une courbe rectifiable C homotope & C dans
C\{a}:

1 dz

Ind(C, a) = Ind(C, a) = il Bl

Afin d’étendre cet esprit de topologie différentielle & des espaces non commutatifs,
il faut traduire les énoncés précédents dans un contexte d’algébres d’opérateurs, un
espace (topologique) étant vu globalement a travers la (C*-)algébre des fonctions
(continues) qui y sont définies.

Deux résultats concernant les algébres répondent aux invariance homotopique et
intégralité précédentes : I’invariance par conjugaison des cocycles cycliques d’une part,
I’intégralité de I’évaluation sur des projecteurs de caractéres de modules de Fredholm
de sommabilité finie. La premitre sera invoquée a travers un cocycle induit par un
plongement isométrique de la surface dans un espace euclidien et son application de
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GauB, la seconde via ’opérateur de Dirac et le cocycle associé qui, via le calcul
getzlerien, redonne asymptotiquement le cocycle précédent. Enfin, le prolongement d’un
invariant différentiel a la catégorie continue émerge dans la vision opérationnelle comme
I’égalité des Kyp-théorie d’une algébre de Banach A et de chacune de ses sous-algebres
denses et stables par calcul fonctionnel holomorphe.

L’articulation présente s’appuie sur un plongement isométrique de la surface dans
une espace euclidien (de dimension quelconque) pour établir 1’invariance homotopique
de f M Kg sur ’espace (connnexe par arcs) des métriques sur M, cela permet dans
un second temps de ne considérer que des plongements dans R*® pour traiter de
sa 4r-intégralité; pourtant, le seul cas susceptible d’un traitement simple (et exposé
infra) s’avére étre le tore plat, non plongeable isométriquement dans R3! Est-ce
seulement la trace d’un passage en force, sans rapport avec ce qui importe, de la
géométrie non commutative pour aborder un théme o GAUss n’attendit ni ABEL ni ses
contracdicteurs, est-ce le symptome d’une vision balbutiante (p. ex., dans quelle mesure
un plongement est-il obligé pour voir en I'intégrale [, K, 1'évaluation d’un cocycle sur
un projecteur, autrement dit quels algébre, cocycle et projecteur intrinséques?), qu’un
effort de traduction géométrie/algébre améliorera. Au lecteur d’apprécier.

La suite développe (sans parvenir & €tre complet) les éléments qui aménent
- CONNES, dans sa conférence du colloque “ Mathématiques a venir ” ([7], p. 165 & sq.),
a présenter le théoreme de GauB-Bonnet & travers le filtre des algébres d’opérateurs,
avant de traiter dans un cadre similaire de ’effet Hall quantique. L’indice d’une courbe
dans le plan est le prétexte d’un premier appendice, un second évoque K-théorie et
stabilité par calcul fonctionnel holomorphe.

1. Courbure des surfaces plongées

Soit (M, g) une surface compacte (de classe C*, k > 2) riemannienne, orientée,
plongée isométriquement dans R® euclidien. L’application de GauB n, (élément de
C¥-1(M, S?)) applique tout point m de M sur le vecteur unitaire normal extérieur 2 M
en m. Si w est la forme volume sur la sphére unité S? (pour la métrique induite par son
plongement dans 1’espace euclidien de R3), la 2-forme de courbure K 4 €st son image
inverse nyw par ng.

La forme volume w sur S? est, en coordonnées x = (z;,z2,73), donnée par
xJd (dz) A dzy A dz3) = zydzy A dz3 + z2dz3 A dzy + z3dzy A dzp égale, & une
différentielle exacte prés, & la forme 3z;dz; A dz;, ainsi fsz zy1dzy; A dzz = 4n/3
et fM I\’g = 3fM n,ldngzdngg,.

Pour une application f entre deux variétés compactes orientables de méme
dimension, le degré est ’entier de multiplication induite par f en homologie de
dimension maximale. Ainsi f,, K, est 4 fois le degré de I'application de GauB (a
savoir 1 — ). La proposition suivante, résultat de la théorie du degré, sera prouvée au
paragraphe 3 en termes d’algeébres d’opérateurs; elle implique I'invariance homotopique
de f,, K, pour des surfaces de R?.
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PROPOSITION 1.1. — Soit M une surface et n = (n1, n2, n3) une application
de M dans S? de classe C'. La quantité fM n1dnadnj est invariante par homotopie
différentiable.

Remarque 1.2.a. — Cette proposition n’établit I'invariance de [, K, que pour
des déformations du plongement de M dans R? dont la métrique induit celle de M,
celle relativement a des variations de métrique sur la surface (abstraite) M est désirée
(méme si a posteriori la métrique, cela permet d’user d’un plongement isométrique
dans R3 pour filer A la 4x-intégralité, cf. corollaire 5.5). Toute surface compacte
riemannienne est plongeable isométriquement (une immersion isométrique suffit en
fait pour ce qui suit) dans R’ euclidien ([10], p. 298), toute surface compacte M
avec variation de métrique (g:) 2 un paramétre est plongeable isométriquement (comme
la variété riemannienne tridimensionnelle (M x S', g; x dt?)) dans 1’espace euclidien
R'3. Si UNM désigne le fibré unitaire normal de la surface M orientable plongée iso-
métriquement dans R, I’application de GauB n, est naturellement définie de UNM
dans S9! et, si wga-1 est la forme volume sur la sphére S4-! de courbure constante
1, le théor¢eme de GauB-Bonnet ([1], p.287) énonce I’égalité de fUNM Njwse-1 avec
vol(S4-1)(1-9) = vol(§4¢-?) [,, K, /4. Ainsi, pour une surface riemannienne (M, g),
I’invariance homotopique de ﬁ; K, résulte de la proposition 1.1 (avec sa preuve
opérationnelle) €tendue a la dimension d (a suivre) :

PRoPOSITION 1.18. — Soit X une variété de dimensiond et n = (ny,na,...,
ng.1) une application de X dans S¢ (plongée dans Rd“) de classe C'. La quantité
fx N*wga est invariante par homotopie différentiable.

Remarque 1.3. — La proposition précédente vaut aussi pour une application de
X dans Y avec volume wy. Une preuve type algébre d’opérateurs...?

2. Cocycles cycliques

Pour un espace V, Cg(V) note I'espace des d-formes multilinéaires sur V, sur
lequel opere le groupe des permutations G4 : 7(v1,...,v3) = @(Vo(1);s-- ., Va(d))-
Implicitement, o4 désignera la permutation cyclique 1 -2 -3 — ... —-d— 1.

DEFINITION 2.1. — Soit A une algébre. L’espace des n-cocycles cycliques
Z3(A) est le sous-espace de Cyn41(A) des formes ¢ telles que

(a) 97~ = sign(ona)ep,
(b) ‘P(aoﬂl,GZ, seey an+1) = lejgn(-l)j+l¢(aoa c0e3BjBi414. .., a'H'l)
+(—1)nsa(an+l ap,q1,..., an)-

Remarque 2.2. — La condition (b) est une condition de cocycle pour la
dérivation de Hochschild ég (avec, sur A*, la structure de .A-bimodule induite par
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la multiplication de .4), définie prosaiquement par

8 (a0,61,...,8n41) = D (=1¥1(a0,...,8;8541,...,Gns1)
0<jgn

+(=1)""(anna0,a1,...,85).

Si la n-forme ¢ est cyclique au sens de (a), il en est de méme de 65 ; la cohomologie
cyclique H3(A) est I'homologie du complexe (C5(A),0n) avec terme de degré n
I’espace CYT(A) des (n + 1)-formes cycliques.

(a)

(€))

™

(4)

(e)

)]

Exemples 2.3.

Un O-cocycle est communément appelé trace : seule la condition (b) (qui s’écrit
p(ab) = p(ba)) est a vérifier.

Si A est une algébre commutative, la trace usuelle Tr sur I’algébre (non
commutative dés que n 2 2) M,,(A) est un 0-cocycle.

Si I" est un groupe localement compact unimodulaire (p. ex. discret, de Lie
nilpotent ou semisimple), I’évaluation par 1I’élément neutre définit une trace
sur ’espace des fonctions continues & support compact (avec le produit de
convolution).

Sur C, la 3-forme o définie par ¢(ap,a;,az2) = apajaz définit un 2-cocycle
cyclique, fondamental pour I’opérateur S de périodisation des cocycles cycliques
([51, p. 322), qui associe au cocycle cyclique ¢ d’ordre n le (n +2)-cocyle S,
cup-produit o # ¢ (cf. lemme 2.5 et la remarque 2.8) de o par ¢, dont la valeur

o #p(ap,...,an+2) est donnée explicitement par :
n+l
p(apaiaz,as,...,ans2) + E [‘P(ao, ay,...,0{-1G{Q441,...,Cn42)
=2
2.4) '

i—1

k
+ E(—l) P(@0, 81,0, Qi k=185 k- e 0 Q5 Gia] 5. ,an+2)] .
k=1

Si M est une variété compacte et A son algébre de fonctions de classe C* (k > 1),
tout courant fermé C de degré n définit un n-cocycle ¢¢ (noté éventuellement
aussi C) via

wclao, ai,...,a,) = (C,aoda; ...day,) .
La condition de fermeture du courant n’intervient que dans la condition (a)

de cocycle cyclique, en précisant l'invariance de ¢ sous 1’action du groupe
symétrique G4 1 9 = sign(o)pc, o € Gna.

Sur C(X), soit é la dérivation a valeurs dans C(X x X) définie par 6 f(z,y) =
f@) — f(y), f € C(X). Sur S! et 'algébre de fonctions a-hdldériennes avec
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a > 1/(n — 1), n impair au moins égal a 1, la (n + 1)-forme définie suivant

day(z1, zo) bazx(z2, 1)
‘P(GOaah---,an)=/ aO(zO) - > ce
(SHr b Wl 41} Iy — I

n-1
0a,_1(Tn-1,ZTn-2) 6an(zo,Tn-1) II dz;

Tpn-1 — Tp-2 ZTo — Tp-1 k=0

est un n-cocycle cyclique, dont la restriction 2 C!(S!) est cohomologue au
périodis€ S™-D/2[S] ([7], p. 37).

Le cup-produit #, envoyant C,,(A) ® C,n(B) dans Crem-1(A ® B), respecte les
cocycles cycliques ([S], p. 321); la suite n’introduira que des cup-produits de traces par
des n-cocycles cycliques :

LEMME 2.5. — Soient A, B des algébres, a un n-cocycle cyclique sur A et
B une trace sur B. La forme multilinéaire a # 8 définie sur A ® B suivant

(2.6) a#f(ao®by,...,an @ by) = a(ag,...,a,)B(bo...by,)

est un n-cocycle cyclique sur A ® B.

Preuve. — La cyclicité provient de celles de o et de 5. Quant a la propriété de
Hochschild, elle résulte de propriétés algébriques aussi simples. o

Remarque 2.7. — Au contraire de la cyclicité, une invariance de a relativement
a P’action du groupe symétrique, telle celle de ¢ dans I’exemple 2.3.¢ ci-dessus, ne
vaut pas, en général, pour le produit a # 5.

Remarque 2.8. — Ce lemme est utilis€ de maniére importante pour étendre
un n-cocycle cyclique défini sur A aux algebres de matrices a coefficients dans A :
A ® Mi(C) ~ M;(A). La trace Tr sur M(C) = lim M;(C) est la trace habituelle
en restriction & M(C) (i.e. Tr(1;x) = k), compatible avec 1’homomorphisme injectif
ix de C dans M,(C) défini par ix()) = (3, ) et & I'ceuvre dans la définition de
M (C). D’une part, cette extension commute avec le bord 8y : g(Tr# @) = Tr# b e;
d’autre part, elle est compatible avec I’homomorphisme injectif i3 (4) = 14 ® 71 de A
dans M;(A) : pour ¢ dans C}(A), ¢ = (Tr# ) o ix(A) et pour ¥ dans C}(M;(A)),
dgpoir(A) = (Tr# by (oir(A)))oir(A). 1 est parfois opportun (comme au corollaire
3.3) de se déplacer de A dans Mi(A), plus spacieux que .A pour certains calculs
algébriques. Ce lemme sera aussi utilis€ d’une maniére implicite pour 1’algébre de
Clifford de la remarque 1.2.3 et sa version générale ([S], p. 320) pour définir I’opérateur
de périodicité de I’exemple 2.3.6.

3. Invariance homotopique du degré
Apres identification de S? avec le projectif P'(C) par projection stéréographique,

tout point de S? devient une droite D de C?, i laquelle est associée la projection
Pp orthogonale sur D pour la structure hilbertienne canonique sur C2. Ainsi, 2 toute
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application n de C!(M,S?) est associée une application de M dans l’espace des
projecteurs de M3(C), i.e. un €élément P(n) de M2(C'(M)) ~ M, (C) ® C}(M).

LEMME 3.1. — Soit n dans C'(M, S2). Si Tr, note la trace sur My(C) et [M]
le courant d’intégration fondamental de M, alors

T, #{MJ(P(n), P(n), P(n)) = :—32—1/ nydnadns .
M

Preuve. — Via la projection a partir du pdle nord (0,0,1) de la sphére sur le
plan complexe {n3 = 0}, le point n = (n;,n3,n3) de S? correspond au complexe
(n1 +in3)/(1 — n3) et détermine la projection orthogonale P(n) sur la droite portant le
vecteur (n; +inz,1 — n3) de représentation matricielle dans la base canonique

1 1+n3 ny +1iny
P(n)zi(nl-—inz l—n3>'
Un simple calcul suivant la définition du lemme 2.5 permet de conclure. O

Remarque 1.2.8. — Soit C¢, ’algébre de Clifford associée a 1’espace euclidien
R4, muni de la base orthonormée (ei)i=1,..,a, dans laquelle e? = 1 et ol wyq note le
volume e; ...eq, de carré (—1)%@-1/2_Sj d est pair (resp. impair), (¥g ®C? ~ Cé; est
isomorphe (en tant qu’algebre) a Endc(Sg) (resp. a la somme Endc(S;) @ End(S; ) ou
Wajsz = +1([13])) avec S, Sf espace de spineurs complexes. La sphére S¢ se plonge
dans les idempotents (resp. les unitaires) de Cl4,1 en envoyant X = (Z;)i=1,.. d+1 SUr
Q1 +}::i:, z;e;)/2 (resp. Ef;ll z;e;, d’inverse lui-méme), induisant, pour n application
de C'(X,S%) un idempotent P(n) (resp. un unitaire u(n)) de C€z,; ®C!(X). Si d est
pair, Try,, désignant la trace induite par 1’isomorphisme de CZ4,1 et Endc(S3,,) muni
de sa trace habituelle, I’évaluation du cup-produit Tr;,; #{.X] sur P(n) donne :

TI‘.;H#[X](P(“), ooy P(n)) = 2—(‘“1) E Tl';,ﬂ [6,,(1) cee 80(44.1)]/ n,(l)dn,(z) cee dn,,(d+1)
X
o€ 6401

= 2—(d+1)(d + 1! djm(,S';H)/ n1dny...dngyq
X

= 2-@*N3g1 dim(S},)) / n*wga..
b'e
Au facteur : pres, la formule du lemme 3.1 resurgit (C#3 ~ Endc(S3), S5 ~ C21).

Quant au cas d impair, la supertrace strg;1(c) = trg,,, [was1¢], ¢ € Clgy est une
trace graduéef sur I’algebre graduée C¥4,1 (dont la partie bosonique est engendrée en

t La définition d'un n-cocycle gradué sur une algébre graduée A = A4 @ A_ (cf. définition
4.1) compléte celle donnée précédemment (qui vaut pour une algébre graduée avec composante
fermionique A_ nulle)

d°® n d%a;
(a)sr T(al’_‘_’an,ao) = (—])n+ “OZJ-=’ aJT(ao,aly--- ’ﬂ-n)v
()" T o(~1)7(a0,- - 1858541, Bnt1)

nt1+d®ann ) 7 d°a;
n+ 2;:0 J"r(an-{.lﬂ-Oval""’an) =0.

+(-1)
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tant qu’algébre par les produits cliffordiens de deux vecteurs ef). L’évaluation sur le
d-cocycle gradué strg. #{X] de ’unitaire u(n) donne :

strae1 #{ X 1(um)™?, u(n), ..., um) !, u(n)) = (d + 1)! dim Sa. / n"wga .
X

L’invariance homotopique de la proposition 1.12 iPar résulte alors de la seconde
affirmation du lemme suivant (alors que celle pour d pair provient du lemme A.1¥) :

LEMME 3.2. — Soit ¢ un 2n-cocycle cyclique sur ’algébre A.
(i) Sin =1, p un projecteur et u un inversible de A, alors
p(upu™", upu™', upu™') = (P, p, p) -

(ii) L’évaluation ¢(p;,...,p:) est constante le long d’une déformation diffé-
rentiable de projecteurs.

Preuve. — La preuve de (i) consiste en quelques applications de la propriété
(b) des cocycles cycliques :

D upu™)

— p(up, u~! , upu"lupu_l) + go(upu"lup, u-
= p([ulp, pu~", upu™')
= p(u,pu™!, upu™?)
= ¢(u, p,pu~") + p(ulpl,p, ")
= p(u,pu~", upu?)
— ¢(u, p,pu~") + ¢(u, pp, pu~")
— ¢(u, p,ppu~") + p(pu~'u, p, p)
= p(u, pu~", upu™!) — (u, p, pu”")
+9(@, P, p),
la somme des deux premiers termes étant nulles vu
p(u, Pu—l, U[PU—I]) = 2<p(p,pu_1, u) — ‘P(Pu—1 ) "Pu—l yU) .
Le cas des cocycles d’ordre pair au moins €gal a 4 n’est pas susceptible d’un traitement
aussi élémentaire semble-t-il, il résulte du corollaire suivant.

e(uplu™1], upu™!, upu~') = p(up,u~'p, v upu~

' upu™)

Quant au (ii), les p; sont localement conjugués : u; = ppe + (1 — pe,)(1 — pe) =
14[2ps,p: — p1o, — p1), inversible au voisinage de o, conjugue p;, €n p; : pr = ug b ProlUt-
SiX;=u, Ydu, /dt, p, a pour dérivée le crochet [p,, X,]; ainsi la dérivée

d
a‘P(Pt,--- ,Dt) = 2n + ([ X:,pt), pes. .., p1)

= (2n + Dle(X¢[pe), Pty -y Pt) — P@e Xty Pty - - -, Po)]
= (2Tl+ 1)[‘P(an$,--- ;Pt) - ‘P(thh-“ )p1)+°°'+‘P(th!,ph°'° 1pt)
— (Pt Xt, Pty-- -, P1)]
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est nulle. 0

COROLLAIRE 3.3. — Soit ¢ un 2n-cocycle cyclique sur I’algébre A.

(i) Si p est un projecteur et u un inversible de A, alors

1

e(upu™',...,upu™") = @(p,...,p) .

(i1) Soient, dans M;(A), p,q projecteurs et v,w tels que p = vw,q = wv.
Alors Tr# o(p) = Tr# ¢(q).

Preuve. — Le remplacement de p,q,u,¢ par (gg),(gg),U = :u?.l) et

Tr# ¢ permet de supposer u dans la composante connexe (par arcs) de I'identité de
GI(A) (groupe des inversibles de A) : U = U;U; avec Uy = (3?)(? '01)(";‘ ?) et
U = (13') o Ui = exp(n/2U;),i = 1,2. L'invocation du (ii) de la proposition
précédente conclut.

Pour I'(ii), k est réduit 2 1 en remplagant A par Mi(A). Substituer (59),
(gg), (58). (29) a p,q,v,w ramene a la situation du (i) avec p,q projecteurs et

u=('2F 12, ) inversible (d’inverse (w(lz;’_’ by :;"’ ) O
Remarque 3.4. — Le corollaire précédent, alli€ avec 1’(ii) du lemme 5.2, induit

un accouplement entre la Ko-théorie de A (cf. appendice A.) et la cohomologie paire
cyclique H2*(A) de A.

4. Module de Fredholm, module p-sommable

DEFINITION 4.1. — Un espace vectoriel Z;-gradué V (certains diront super-
espace) est un espace muni d’une involution ey, induisant la signature de gradua-
tion, dite degré, d°, application de V dans Z,. La partie paire H.,, dite boso-
nique, (impaire H_, dite fermionique resp.) est le noyau Ker(ey — 1) (Ker(ey + 1)
resp.), dont les éléments dont dits homogénes. Si V est gradué, son espace d’endo-
morphismes L(V) l'est naturellement via l'involution ec(v) définie par ecv)(f) =
ev o foey, f € L(V), le morphisme d° est un morphisme d’algébres, faisant de
L(H) un exemple d’algébre Z; graduée.

Si p(A) = (1;(A))j>0 désigne, pour I’opérateur A de I’Hilbert H; dans I’Hilbert
Ha, la suite des valeurs propres de VAA*, A est de classe Z,(H1,H2) (p € [1,00])
si la suite pu(A) est de p-norme finie ([15]). L'espace I,(H) = Z,(H,H) est un idéal
de L(H), de Banach pour la norme induite par la p-norme de u(A), avec la propriété
de Holder pour un triplet d’exposants conjugués. Sur I’idéal Z;(H) des opérateurs dits
tragables, la trace tr est définie comme forme linéaire continue, prolongeant la trace
standard sur les opérateurs de rang fini.

DEFINITION 4.2. — Un module de Fredholm (p-sommable resp.) sur I’algé-
bre A consiste en la donnée d’un espace de Hilbert H, d’un projecteur autoadjoint
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F, d’une représentation (non nécessairement unifére) de A dans L(H) telle que
le commutateur [F,a] soit compact (de classe I, resp.) pour tout a de A. Le
module est dit pair si H est Z,-gradué, les éléments de A représentés par des
endomorphismes pairs de H et F impair.

(@)

)

™)

(6)

Exemples 4.3.

L’espace gradué C @ C sur lequel opére le complexe a via (88 et muni du
Fc = (33), est un module de Fredholm pair sur 1’algébre C.

Soit G groupe de Lie connexe semisimple ou nilpotent, (X, 7) une représentation
irréductible de G et A = C.(G) I’algébre des fonctions continues 2 support
compact. La donnée de H = Hr ® Hr avec la graduation naturelle, F = ((1,? et
A représent€ sur le premier facteur fournit un module de Fredholm pair (7(C.(G))
est inclus dans Z.,(H.) [8], 13.11.12). La restriction du module précédent a
’algeébre des fonctions lisses est un module 1-sommable ([8], 17.4.6 et [8], 17.4.7).

Soit I" groupe discret avec S famille finie de générateurs, stable par inversion et £5
la fonction longueur sur I' associée. Soit Dg ’opérateur (autoadjoint, non born€)
sur £2(I'), diagonal sur la base (€)yer défini par Dse, = (1+€s(7))e. Si Uy
désigne ’opérateur sur £2(I") induit par la translation a gauche de v, I’opérateur
D3'U, Ds est représenté dans la base canonique par une matrice ol les seuls coef-
ficients non nuls sont sur la diagonale ¢’ = vg, de 1a forme (1+£5(g))/(1+£s(v9)),
tendant vers 1 avec g vers linfini, il difféere donc de 1’opérateur U, par
un opérateur compact. Ainsi, I’action de CI' sur H = ¢X(I') @ £4(I') par
a(hs,h_) = (ahs, D5'aDsh_) livre un module de Fredholm (avec F = (31)).
L opérateur (D5'U,Ds — U,)(D5'U,Ds — U,)* est diagonal, en résulte la p-
tragabilité de D;l U,Ds—U., (de valeurs singuliéres |(£s(g)—£s(v9))/(1+£s(v9))|
si I' est & croissance polynomiale de degré n (i.e. si #{y € I',£s(y) < £} =
O™)) avec n < p.

Soient E,F deux fibrés hermitiens de base compacte M, D un opérateur
différentiel d’ordre d de C*°(E) dans C°(F), inversible d’inverse D! opérateur
pseudodifférentiel. De maniére analogue a I’exemple précédent, 'espace H =
L?*(E) ® L*(E) est un module de Fredholm (de par la compacité de 1’opérateur
pseudodifférentiel D-'aD — a d’ordre —1) pour I’algebre C*(M),k > d, (avec
action tordue sur le facteur H_ = L?(E) par D). Si la variété M est de dimension
n, le module est p-sommable dés que p > n : I’opérateur pseudodifférentiel
D-1aD — a d’ordre —1 applique continiiment L?(F) dans I’espace de Sobolev
H'(F) et l'injection de H'(M) dans L*(M) est n*-tragable. D’une part, le
module de Fredholm construit sur £2(Z™) avec 1’opérateur Dg dans 4.3.y est, par
transformation de Fourier, du type présent. D’autre part, si D = ( 1(7)1 B2) est un
opérateur différentiel inversible sur I’espace des sections d’un fibré £ = E1 @ E3,
le module de Fredholm, d’Hilbert sous-jacent L2(E,) @ L3(E;) et induit par D,
n’est pas sans relation avec celui d’Hilbert sous-jacent L?(E;) & L%(E») (cf. [S],
p- 282).



48 L. GUILLOPE

Soit H gradué et d I’opérateur sur £(7) défini via le commutateur gradué suivant
dT' = i[F,T]g, ot [A,Blg = AB — Be(A). Le lemme suivant résulte de calculs
élémentaires :

LEMME 4.4. — d est une dérivation graduée, i.e. d? = 0 et d(ST) =
dST + (S)dT.

La supertrace définie, pour T le permettant, par Try(T) = 1/2 Tr(e F[F, Tg), qui
coincide avec Tr(eT') si T est & trace, induit des cocycles cycliques pour chaque module
de Fredholm p-sommable :

PROPOSITION 4.5. — Soit (H, A, F, €) un module p-sommable pair. Si n est
pair au moins égal a p— 1, la forme linéaire p,, définie par

©n(ao,...,an) = Trs(aoda; ...day)

est un n-cocycle cyclique, appelé caractére du module de Fredholm.

Remarque 4.6. — Ce caractére est parfois qualifi€é de de Chern : A un fibré
E de base M est associée une forme (son caractére de Chern) ch(F), dont le dual
de Poincaré (cycle, donc cocycle cyclique) est €gal ([5], p. 330), dans la cohomologie
cyclique périodique de M (cf. remarque 4.7) au caractére d’un certain cycle différentiel
(1a notion de cycle différentiel introduite dans [5], p. 313 a pour archétypes les modules
de Fredholm finiment sommable et le complexe des formes différentielles de de Rham).
I a paru souhaitable ici d’abandonner des puissances de 7 qu’insére CONNES en prenant
comme caractére de Chern le cocycle (2im)*%(n/2)! ¢, ([5], p. 275).

Preuve. — D’aprés la propriété de Holder pour la classe Z,, et la p-sommabilité,
le produit daoda, ... da, est de classe Z,/(n41); ainsi
Trs apday ... day = (2))" TreFdap...da,
est bien défini. La cyclicité résulte du fait que d est une dérivation graduée
0 = d®ag = i[F, dag)y = i(Fdag + Fday),
ainsi
TreFdagda; ...da, = —TredagFda; ...da, = TrdageFda;...da,
= TreFda,...da,dag.

Quant a la propriété de cocycle de Hochschild, elle résulte du caractére leibnizien de d
(avec invocation a la cyclicité de la trace). ]

Remarque 4.7. — Le module de la proposition précédente est aussi (n + 2)-
sommable, d’olt un cocycle @nsz : (22)!pns2 — SI(3)en] = (252)1651n Ol Py, estle

cyclicisé ¥, = ;‘__f’o sign(o? ,,)v, :"2/(n +2) de la forme multilinéaire o définie par
Yo(ao, ..., 8n41) = t Tr(e Fagda; ...dan,). L'(il) du lemme 5.2 est compatible avec le
calcul direct de [(1'-;—2)<p,,+2 — Spnl(e,...,e) (via la formule 2.4) pour e projecteur

de A. Si la cohomologie cyclique périodique HC(A) de A est définie comme le
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produit tensoriel Hj(A) ®2ixsc C, ol 2i7S opeére par le cup-produit du cocycle 2imo
de C§(C) (de 'exemple 2.36) sur H;(A) et trivialement sur le facteur de droite C,
le cocycle (2i7)*/%(n/2)!¢p, induit un élément indépendant de n dans HC(A). Enfin,
cette cohomologie cyclique périodique est aussi celle du complexe (C5 (A), d¢) pour une
certaine différentielle ([5], p. 335), qui, complété convenablement, livre la cohomologie
cyclique entiére ([6]) évoquée 2 la fin de la partie 5.

Exemple 4.8. — Le module de Fredholm décrit dans 1’exemple 4.3.a a comme
2-cocycle associé le 2-cocycle o de I'exemple 2.3.6.

THEOREME 4.9. — Soit (H,A,F,e) un module de Fredholm pair et e
projecteur de A. L’opérateur eFe de eH, dans eH_ est a indice. Si le module
est p-sommable, son indice vaut p,(e,...,e) ol ¢, est le n-cocycle (n pair avec
n > p~ 1) attaché au module de Fredholm par la proposition 4.5.

Preuve. — L’opérateur [F,e] est compact, ainsi, si F = (p$) ete= (5 2),
Qe- —e,Q et Pe, — e_P le sont. La compacité de

e+Qe_(Pe, — e_Pe, = (e,Qe_)(e_Pe,) — e,
e_Pe,(Qe_ —e.Q)e_ = (e— Pey)(esQe_) —e_

entraine que e Pe, (opérateur de e, ., dans e_7{_) est inversible modulo les compacts,
1.e. est a indice.

Vu que d est une dérivation graduée et e une projection paire,
(4.10) de = d(e?) = dee + ede

d’ou, par multiplication a gauche par e, edee = 0 et, par dérivation, 0 = dedee — edede,
soit

4.11) (de)*e = e(de)?.
Ainsi

enle) = %Tr eF[F,e(de)"] = %Tr eFd(e(de)?) = -2%'1‘1' eF(de)™*!

= %[TreFdee(de)" +Tr eFe(de)“”] vu (4.9),

= %[TreFdee(de)" — Tree(de)"™' F] vueF = —Fe,

= %[Tr eFdee(de)” + Tree F(de)™']  vu 0=d(de)™*! =i[ F(de)™*!+(de)™*' F,
= %[TreFdee(de)" + Tree F(de)™! e] vu ge = ge? = ece,

= %Tr eFdee(e(de)®e)™? vu (4.10),

=Tre(e — eFeFe)" = Tr(e — eFeFe)"/**! 3, — Tr(e — eFeFe)"/z*‘llu_
= Tr(es — C4-QC-PC¢)“/2+1 {n, — Tr(e— — e-Pe+Qe_)"/2+1 [H
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ou la définition de d a été développée pour assurer
e(de)’e = (e — eFeFe), eFdee =i(e—eFeFe).

Par hypothése de sommabilité, I’opérateur pair [F, a]?, ainsi que ses €léments
diagonaux e, — e;Qe_Pe,,e_ —e_Pe,Qe_ sont de classe Z,/;, la démonstration du
théoréme s’achéve alors en invoquant le lemme suivant (avec f(z) = (1 — z)*/?*!). O

LEMME 4.12. — Soit A dans L(H1,H3) et B dans L(H3,H,) inverses 'un
de l'autre modulo les compacts. Soit f fonction numérique continue valant 1 en 0
telle que f(AB) et f(BA) sont a trace. L’indice de A vaut tr f(BA) — tr f(AB).

Preuve. — Les opérateurs X = 1-ABet L = 1—BA sont compacts. La théorie
spectrale des opérateurs compacts énonce une décomposition unique de H; pour tout A
complexe non nul de la forme H; = Ker(K, M) @ S(K, A) avec Ker(X, A) de dimension
finie, égal au noyau Ker(K — X)**%) pour un n,(X) fini convenable et S(X,)) =
> pespec(k)\ {2} K€T(K, p2) stable par K. De plus, B applique Ker(X, 1) dans Ker(L, 1)
et est un isomorphisme de S(KX, 1) sur S(L,1). Ainsi I'indice de B est égal a celui de
B restreint a Ker(X, 1) a valeurs dans Ker(L, 1) et donc, ces espaces étant de dimension
finie, a la différence de leurs dimensions : Ind(B) = dim Ker(X, 1) — dim Ker(L, 1).

D’autre part, f(AB) et f(BA) sont a trace. f(AB) laisse stable Ker(KX,1) et
S(X, 1), avec restriction a Ker(X, 1) unipotente (vu f(0) = 1), ainsi

tr f(AB) = dimKer(X, 1)+ tr f(AB)s(x,1) -

Les restrictions de f(AB) sur S(K,1) et f(BA) sur S(L, 1), entrelacées par I’isomor-
phisme B, ont méme trace. Il en résulte

tr f(AB) — r f(BA) = dimKer(X, 1) - dimKer(L, 1),
ce qui est I’indice de B. 0O

Le théoréme précédent vaut aussi pour les projecteurs de M (A) = A ® M;(C)
(ou plus généralement A®B, B de dimension finie avec une trace trg), quitte 2 remplacer
le module de Fredholm H par H @ C*, F par F@ 1; et € par e @ 1; : si p est le
cocycle associé au module (H, A, F,¢€), Tr# ¢ I’est 2 (H ® C*, Mi(A),...).

COROLLAIRE 4.13. — Si ¢ est un n-cocycle associé & un module de Fred-
holm pair sur A, ’évaluation Tri # p(e,...,e) sur tout projecteur e de My(A) est
entiére.

Non-exemples 4.14. — Soit K un compact de [0, 1] totalement discontinu de
mesure de Lebesgue non nulle (tel un Cantor convenablement construit); la trace sur
C(K) induite par la mesure de Lebesgue ne saurait €tre le caractére d’un module de
Fredholm. Non commutative, la C*-algébre A(6), (6 € 7Q) engendrée par les unitaires
U et V avec la relation UV = €**VU, a comme trace 7 1’évaluation du zéro-iéme
coefficient de Fourier : 7(3_,, .ycz @m,nU™ V™) = a0 qui, appliquant surjectivement
les projecteurs de A(f) sur (Z + 6Z) N [0, 1] ([14]), n’est pas un caractére; I’effet Hall
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quantique (et les stabilités enti¢res de certains observables) est modélis€ par un 2-cocycle
sur une algebre dérivée de A(#) ([7], p. 179).

5. Le caractére de Dirac d’une surface

Avant d’esquisser le cas général, il n’est pas inutile de s’arréter un moment
autour des tores plats, ol 1’analyse de Fourier permet d’établir des formules exactes
(au contraire des formules asymptotiques des surfaces non plates).

Soit I'" un réseau de C, I'* son réseau dual (i.e. {I',I'*) C 27Z), (e,)per- une
base s’exponentielles normalisées de L*(C/T) (ep(z + iy) = e"(’“‘”*’s"‘"!x/\/vol(l‘))
et, pour 7 hors de iI'*, @, = O, +id, + . L'opérateur @, sur L3(C/T) est inversible
et induit un module de Fredholm, 3-sommable, comme défini dans 1’exemple 4.3.6.

ProPoOSITION 5.1. — Soit -r,f le 2-cocycle associé au module de Fredholm

3-sommable sur C'(C/T) déterminé par @,. Le cocycle 2ixt, coincide avec celui
induit par le cycle d’intégration [C/I].

Preuve. — Par densité C! des polyndmes trigonométriques, il suffit de vérifier
I’égalité
1
7y (0,1, 02) = 5—([C/T, apday da;)
pour un triplet d’exponentielles (ay,, ay,,ay,) (analytiquement, ay égale ey, mais,

algébriquement, ay, est une fonction de 1’algébre C'(C/I") alors que ey est €lément
d’une base de 1’espace hilbertien L?(C/I')) L’évaluation du cocycle passe par le calcul

des crochets [F,ay] :
[F,ay] (C‘P ) = (w'_;ﬁ%'-?e“"*"") i
€' e L

Ainsi la trace de e F[F, ay,Ji[ F, ay, Ji[ F, ay,] est nulle si 1o+ 1) + 1, est non nul, sinon
égale a la série

2 z o U2 (2]

LR pthatditdo—inp+ati —inp+ip —in’

indépendante de v et valant 4im(nym; — nymy) ({51, p. 275) si ¢¥; = n; + m;v dans
une base du réseau (u,v), positive comme base de C. La calcul de [ /T Gyoday, day,
permet de conclure. O

En fait, le module de Fredholm précédent sur C'(C/TI") est associé a 1’opérateur de
Dirac par la construction générale évoquée a la fin de I’exemple 4.3.6. Soit (M, g) une
variété riemannienne, compacte, spinorielle et une structure spinorielle choisie) et de
dimension n paire f (p. ex. une surface riemannienne), Sas son fibré des spineurs et D s
’opérateur de Dirac (autoadjoint) sur L2(Sas). L’opérateur de chiralité ("2 ...e,

1 Si M est de dimension impaire, le module de Fredholm n’a pas de propriété de parité, le
caractére associé est dans 1'’homologie cyclique périodique impaire.
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si (ei)1igign st une base orthonormée de T'M) détermine des spineurs positifs et
négatifs (S}, et Sy, resp.) et anticommute avec 1’opérateur de Dirac Py = ( ;l‘ 7 g")

sur L3(Sy) = LZ(S;,) (%%) LZ(S;,). Pour les n qui conviennent, I'inversibilit¢ de
Pumy = Pum+(1]) induit, comme précédemment, un n-cocycle 75 qu’il n’est
guére possible d’expliciter pour une variété quelconque, mis 2 part le tore trait€ supra.

LEMME 5.2.

(i) Les n-cocycles 1';]91“ et 1',;";” different d’un cobord de Hochschild ég.

(ii) Soient A une algébre, p un de ses projecteurs et ¥ un (2k — 1)-cocycle
sur A. Alors 6gvy(p,...,p) est nul.

Preuve. — L’(i) résulte de V’invariance homotopique du caractére d’un module
de Fredholm ([5], Lemma 1, p. 279) et 1’(ii) de la définition du bord éx citée dans la
remarque 2.2. 0

S

Ainsi, pour le projecteur p, 7. (p,...,p) ne dépend pas de 7 (hors du spectre
de Pu), de méme que 7% (p,. .., p), ol 7.¥ est le caractére du module de Fredholm
associ€ a la donnée de 1’opérateur Das g m = P @1 +mlBFc sur le produit gradué
L*(S)&Hc avec Hc le module de I’exemple 4.3.0.

LEMME 5.3. — L’opérateur D, ., est inversible pour tous 1 et m réels, de
carré (ﬂﬁ,,,} +m?)R1.

Preuve. — Si A et B sont deux algébres graduées, leur produit tensoriel gradué
A®B ([3], p. 137) est I’algébre graduée avec espace sous-jacent le produit tensoriel
A ® B et produit (a®b)(a'®@b’) = (—1)%°%°%" 40/’ (pour a,a’,b, b’ homogénes).
L’algtbre L(A)®L(B) optre sur AQB, comme algébre graduée (avec involution
(@®B)* = (=1)¥"29Fa*®B"), suivant a®B(a®b) = (~1)?"P¥"%a(a)®A(b). Selon
cette algebre, le carré (gradu€) de I’opérateur autoadjoint Dy, ,,, est aisément calculable,
il est inversible et donc, en méme temps, Dy . O

En utilisant le calcul symbolique getzlerien, CONNES ([S], theorem 5, p. 285)
annonce I’existence de la limite de r(f,";{ pour m infini, avec une formule pour cette
limite qui, pour une surface M, se réduit a

THEOREME 5.4. — Soit (M, g) surface riemannienne compacte orientable.
Pour ag, a1, a3 de classe C*,
. s _ 1
lim 7500 (a0,a1,02) = Z.;([M 1, aodayday) .

COROLLAIRE 5.5. — Soit (M, g) surface riemannienne compacte orientable.
La caractéristique [,, K /4 est entiére.

Preuve. — D’aprés I'invariance homotopique de f,, K vis 2 vis des déforma-
tions de métriques, il suffit de considérer une métrique go induite par un plongement
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(qui existe) de M dans ’espace euclidien R3. La combinaison des lemmes 3.1 et 5.2 et
du théoréme 5.4 laisse écrire

/ Ky, =/ n;°w=3/ ng1dngadng,s
M M M

2
= 7 T #M1(P(ng,), P(ng,), P(Ny,)) = 47 Tra # o4 (P(ng,), P(ng,), P(ny,)),
pour conclure avec le corollaire 4.13 du théoréme d’indice 4.9. D

Le calcul symbolique getzlerien a été développé dans le cadre de I’opérateur de la

chaleur (avec évaluation de lim;_ o Tr; e—t¥ 2M), point de vue apparemment plus fécond
que celui de la résolvante (ou puissance de résolvante) pour les théorémes d’indice.
CONNES introduit dans [6] la notion de module de Fredholm pair (H, D, €) 8-sommable
sur une algebre A, ol la condition de sommabilité finie est remplacée par la tragabilité
de e='D* (si D est I’opérateur autoadjoint impair induisant le module de Fredholm,
cf. exemple 4.3.6). A tout module #-sommable est associé un caractére de Chern ([9])

ch(H, D,e) = (Tn)ne2N, avec la valeur 7,(ao,...,a,) de la composante en degré n
donnée par

/ Tr [eaoe""Dzale—('z_")D2 cee ane—(l_t")Dz] di,...dt,,
{0€1:€..€t, <1}

€lément du complété de @,eanCy(A) pour une certaine topologie LF ([6], p. 540
décrit comment, formellement, les composantes 7,, sont transformées de Laplace des
caractéres du module supposé€ de n-sommabilité finie); la cohomologie de ce complété
pour la différentielle d¢ de la remarque 4.7 contient strictement la cohomologie cyclique
périodique de A et, si le module de Fredholm est finiment sommable, le caractére de
Chern précédent a méme classe que celle induite par le caractére (2i7r)"/ 2(n /2)pn. La
définition de ch(H, D,¢) n’impose ni la sommabilité finie, ni ’inversibilité de D, ce
qui évite le recours précédent au module tordu H&® H¢. Le cocycle ch(H,1D,€) a une
limite lorsque ¢ tend vers 0, dont I’expression est analogue a celle donnée par CONNES
dans le théoréme 5 de [5], p. 285; cet énoncé est prouvé par BLocK & Fox dans [4]
et BiIsMUT dans [2], alors que CONNES renvoie au chapitre 3 (2 paraitre...) suivant
les deux premiers ([5]) de son non-commutative geometry.

A. Indice d’une courbe dans le plan

La traduction des invariance homotopique et intégralit¢ de I’indice Ind(C,a)
se réalise a travers le 1-cocycle sur C!(S') associé a la classe fondamentale [S'] :
[SN(ao, a)) = f 51 aoday. Les énoncés précédents aboutissent A ’accouplement de la
Ky-théorie d’une algebre avec sa cohomologie cyclique paire d’une part, a I’intégralité
des caractéres des modules de Fredholm pairs d’autre part; il est ainsi opportun de
reprendre les énoncés correspondants tant pour la K -théorie et son accouplement avec
la cohomologie cyclique impaire que pour les caractéres des modules de Fredholm
gradués, énoncés avec preuves a lire dans le non-commutative geometry ([5]). Ces
dernieres lignes se contenteront de reproduire les assertions opérationnelles qui éclairent
I’indice Ind(C, a).
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Soit C : S' = C une courbe de classe C! ne rencontrant pas 1’origine.
L’invariance homotopique de I’indice Ind(C,0) = 5}= [s: v~ 'du = Qim)~[S'}(v™!, )
est livrée par la proposition suivante :

ProPOSITION A.1 ([5], p. 325). — Soit ¢ un (2n + 1)-cocycle cyclique sur
Palgébre unitaire A et x I’application induite sur GL(A), groupe des inversibles de
Uip1Mi(A), définie par x(u) = Tr# o™, u,...,u"t, u).

(i) L’évaluation x(a:) est constante le long d’une déformation d’inver-
sibles (a,) .

(ii) Si a et u sont inversibles, x(uau~!) = x(a) .

(iii) Si u et v sont inversibles, x(uv) = x(u) + x(v) .
avec version graduée, dont la preuve est donnée ici afin de compléter la remarque 1.2.5:

LEMME A.1¥. — Soit ¢ un (2n+1)-cocycle gradué sur I’algébre graduée A et
(u¢)ee(0,1) une courbe différentiable d’unitaires de degré 1. Alors (uy !, uy, ..., u; },

u,) est constant.

Preuve. — Par cyclicité graduée,

1

Eso(ut-liuh"'1u;-l1ut) = (n+ 1)[_‘p(ut-lu;ut-lvuh“'7ut- :ul)

(A.2)
+o(uy !t ul, .t w))

Via la relation de cocycle (b)¥, I’opposé du premier terme devient

-1 -1 ~1_7 -1 -1
wluy g1, up  uy) = wuy up,uy L1, up L u)+..

- - 4n+2 -1 -1
+ (D" 200u M u e ue, D)+ (D200, u L, ul ).

Dans cette somme, le dernier terme est égal au second de (A.2), alors que les
autres sont tous nuls : une récurrence (descendante de p = 2n + 1 a 1 assure que
w(1,1,...,1,ap,ap41,...,82n41) €5t NUL O

L’intégralité de I’indice nait d’un module de Fredholm convenable. Soit C¢; ~
C o C I'algébre de Clifford associée a2 C, opérant sur 1’espace Z,-gradué H; = Ce C
via la matrice (2 %) pour (X, p) dans C#; .

THEOREME A.3 [5], p. 285-291. — Soit A une algébre opérant sur I'espace
de Hilbert H muni d’un involution I de sorte que [A, I C I,(H). Soit n impair au
moins égal 4 p — 1.

(i) Soit H ® H1 qui est naturellement un A @ C{;-module et F = i(_olg .
H QM1 est un module p-sommable sur ’algébre Z,-graduée AQCY, . Son caractére
est de la forme 7,, ® v, ol v est la trace graduée sur C{; définie par y(A,p) = p et
Tn est le n-cocycle cyclique sur A défini par

Tn(@o, ..., an) = (=1 "V2TH(I(I, ao)lI, a1)...[1,a,)) .
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(ii) Soit P la projection orthogonale sur H, = Ker(I — 1) et T, = PaP pour
a € A. Sieg; note Ty,a,, — To;Ts,,,, alors

Tn(@0, ..., 8,) = =22 Tr(g0€2. .. En—1) — Tr(E1€3 . . . En) .

1(1'1'1') Si u est dans GL(A), I'opérateur T, est & indice, d’indice T,(u, d“l, cees
u,u” ).

Pour A = C!(S"), les classiques opérateurs T, sont les opérateurs de Toplitz sur
H = L*(S!) de sous-espace bosonique H. 1’espace de fonctions sur le cercle 2 spectre
de Fourier positif : H+ = 35, Ce,. Copiant la proposition 5.1 (avec sa preuve), le
lemme suivant permet de conclure en I'intégralité de 1’indice Ind(C,0) :

LEMME A.4. — Soit 7; le 1-cocycle associé aux opérateurs de Toplitz du
théoréme A.3, défini par m(ap, ay) = Tr(I[I,ap)[I,a1]). Le cocycle 2imny coincide
avec celui induit par le cycle d’intégration [S!].

B. K-théorie et calcul holomorphe'f

Si A est une algébre unitaire, la K-théorie Ko(.A) est le groupe de Grothendieck
associé au monoide construit a partir de I’ensemble des idempotents de My (A) =
lim M (A) quotienté par la relation d’équivalence p ~ ¢ si p = uv,q = vu pour des
éléments u, v convenables (ce qui, quitte & plonger p et ¢ dans une algebre M;(A) de
rang supérieur, est équivalent 2 ’existence d’un u inversible tel que p = uqu~! d’aprés
la preuve du corollaire 3.3), avec la somme de e dans M (A) et f dans M;(A) définie
comme la classe de (§ ) dans Mi.i(A).

Dans une algébre unitaire A, le spectre Spec 4(a) d’un élément a est I’ensemble
des complexes A tels que a — A est non inversible. Ainsi, p. ex., un idempotent e
a son spectre inclus dans {0, 1}, puisque pour tout autre complexe X, (e — A)~! =
1=X"e+rYe-1).

Si A est banachique, tout spectre Spec 4(a) est compact et un calcul fonctionnel
holomorphe opére sur A : si v, est un lacet entourant le spectre de a (de telle
maniére que tout point de ce spectre soit d’indice 1 relativement & 7,) et f une
fonction déﬁnie sur un voisinage connexe de Spec4(a) U 7., f(a) est défini par
I’intégrale 5+ T f f(z)dz/(z — a). Ce calcul holomorphe jouit des propriétés attendues :
f(@g(a) = (f9)(a), g o f(a) = g(f(a))..

DEFINITION B.1. — La sous-algébre B de I’algébre banachique A est dite
stable par calcul holomorphe si pour tout entier k, tout b de M;(B), toute fonction
holomorphe sur un voisinage de Spec s, (4)(b), I’élément f(b) est dans My(B). .

L’intérét de cette notion, illustrée par le cas A = C(X) et B = C*(X)
(k=1,...,w) p. ex., réside dans le théoréme suivant :

t Rédigé d’aprés un exposé de P. Joussanvt au séminaire Borel & Berne le 24 juin 1992.
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THEOREME B.2. — Soit A une algébre unitaire banachique et B une sous-
algébre de A, dense et stable par calcul fonctionnel holomorphe. Alors I'inclusion
de B dans A induit un isomorphisme en Ky-théorie.

Preuve. — Quitte 3 remplacer A,B par M;(A), M;(B), il est loisible de
travailler dans A et B.

Montrer I’injectivité, c’est prendre deux idempotents p, ¢ dans B conjugués dans
A (i.e. p = uqu~!, u € GI(A)) et affirmer leur équivalence dans B. Par densité de B, il
existe v/, suffisamment proche de u, inversible (dans A, d’inverse) dans B (par stabilité
holomorphe de B) tel que ||u'qu’~! — ugu~!|| soit au plus égal au e(uqu=") mis 2 jour
dans le lemme suivant, qui entraine ainsi 1’équivalence des idempotents p et ¢ dans B.

Un idempotent p de A est approché par une suite 7,, d’éléments de B. Soit Up, U1
des voisinages fermés disjoints de 0 et 1 (resp.), f une fonction holomorphe définie au
voisinage de Uy U U et de restriction constante égale & 7 sur U; (¢ = 0, 1). Alors, pour
n suffisamment grand, p, = f(=,), élément de B par calcul fonctionnel holomorphe,
est un idempotent, convergent vers p dans .A. Ainsi, suite a2 une nouvelle invocation du
lemme suivant, p, et p sont des idempotents équivalents (dans .A) pour n proche de
P’infini, ce qui assure la surjectivité. O

LEMME B.3. — Soient A et B comme dans le théoréme précédent et p un
idempotent de B. Il existe £(p) > 0 tel que tout idempotent dans la boule centrée
en p et de rayon £(p) soit équivalent a p dans B.

Preuve. — Soit ¢ tel que € < (2||p||+¢)~!. Pour ¢ projecteur avec ||g—pl|| < ¢,
I’élément u = 1—(p+¢—2pg), inversible, a son inverse dans B par stabilité holomorphe
d’icelle. L’égalité pu = uq = pq entraine.1’équivalence de p et ¢ dans B. O

Le théoréme B.2 a son pendant en K;-théorie ([5], p. 308) (mais sans équivalent
en cohomologie cyclique : pour X variété différentiable, la cohomologie cyclique
périodique de C(X) est nulle, alors que celle de C*°(X) est isomorphe & 1’homologie
de X), ce qui permet de conclure : les invariants différentiels définis en terme de K-
théorie (d’une algébre de fonctions lisses) induisent des invariants continus (i.e. de
la C~-algebre des fonctions continues) : indice d’une courbe par rapport a un point,
caractéristique d’Euler-Poincaré. . .
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