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Séminaire de théorie spectrale et géométrie
CHAMBÉRY-GRENOBLE
1985-1986 (17-23)

PERTURBATION DU SPECTRE X\TUB*Y

(Conditions de Neumann)

par Colette ANNE

(AT, g) est une variété riemannienne compacte.

Y une sous-variété de X de codimension d > 2.

NY le fibre normal de Y .

TUB'Y = (expyt;/(y,t;) G NY et ||v|| < e}.

Il existe e0 tel que exp : Ne°Y -> TUBe°Y soit un difféomorphisme, on
définit alors :

Xe = X \ TUB'Y variété à bord .

Dans L2[X) on définit la forme quadratique q{f) = ƒ | v f\2dvg elle est
compacte pour les domaines denses H^ (Xe) dans L2{Xe) , Hl(Xe) dans L2(Xe) et
H1 (X) dans L2(X) (c'est-à-dire que l'opérateur obtenu par l'extension de Friedrich
est à résolvante compacte). Donc on peut lui associer un spectre discret, positif ne
s'accumulant qu'en +oo.

NOTATIONS :

pour H*(Xe) : </?(*) < ^(e) < ts$(

pour Hlp(€) : Ui{e) < v2{e) < ...

pour Hl{X) : i/i < i/2 <
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Résultat :

VnG N \ { 0 } l îmi/n(e)=lîmi/ï(c) =

On note :

A le laplacien sur X

Ac le laplacien avec conditions de Neumann sur X€.

Ce résultat est déjà connu. Dans le livre de Chavel "Eigenvaluts in Rieman-
nian Geometry" on en trouve une démonstration par la convergence des noyaux
de la chaleur.

Les travaux de Gilles Courtois le donnent aussi avec des estimées du noyau
de Green. J'en donne ici une démonstration simple avec le

LEMME 1. — Cg°(X\y) est dense dans Hl{X).

Démonstration. — Soit V>(r) une fonction de classe C°° sur X ne dépendant
que de la distance r à Y et vérifiant :

*(r) = 1 si r < 2

V>(r) = 0 si r > o.

On pose ) ( )

/

C {y/d{y,Y) <%}=> lim (La)^* = 0

et on a supposé d > 2, donc V'fclfcçN e s t u n e suite bornée dans H1 (X). Elle converge
donc faiblement vers 0 dans H^X). Soit alors

<p € C ( ) , (M, ( **)¥) = 0

donc
,.—• 0 (convergence faible)

donc
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• fn(?) est une fonction décroissante de e et i/n < ^n(e) (d'après le mini-
max), donc un < lime-»o^n(e)'

• A cause du lemme un = infü;€$rn(c-(x\y))Stip /€F\{0> jf^.

sup ll/l <
r

et donc

"nfc) < sup
feE\{o)

donc

D*où on conlut.

2. lime^o^n(e) =i^„

a) Ce résultat a déjà été démontré si Y est un point. Ozawa le fait pour
des domaines de R2 et des valeurs propres simples avec des estimées du noyau de
Green, Rauch et Taylor aussi pour des domaines de Rrf , d > 2 , utilisent le

LEMME 2. — 3c > 0 tel que si

Pe :Hl{Rd\Be) - > i î 1 (R d )

est l'opérateur défini par :

Pef\nm\Be = /

Pef\Be solution de \ J Z fl

alors \\Pt\\ < C. (Be est la boule centrée en 0 de rayon e , Se est son bord).

Démonstration. — On suit

Hl{Rd\Be) ^

î ^ H1{Rd)

dj(x) = f (ex).
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* On vérifie que Pj est continue par le théorème du graphe fermé.

* ƒ I*./12 = ^r ƒ | ƒ I2 et ƒ \dl/eg? = e' ƒ |,|».

* ƒ I V ae ƒ |2 = ^ r ƒ | V / |2 et ƒ | y d1/eg|> = .--» ƒ |,|».

* si u = Pi/,Bl , ƒ | y u|2 < C J|B|S11 V f? (par l'absurde).

Montrons qu'alors : fn(e) —> vn.

* HZ{Xe) C *»(* , ) =* un{e) < v°{e) ^ limsup«/n(e) < v~

* an = liminfe_o t̂ n(e) a» = limp—oo Vn{ep).

On peut supposer Uj (ep) —» ay pour 1 < j < n, quitte à extraire des sous-
suites.

Soit <Pj{e)\i<j<n u n e famille orthonormée de fonctions propres relatives à

Les suites Pep{<Pj{ep)) sont bornées dans H1(X). On peut supposer, quitte
à extraire des sous-suites, qu'elles convergent en norme dans Lr2{X) et faiblement
dans H1(X). Soit <pj (1 < j < n) les limites. Comme lime—o 11-PcV? -~ V̂ ll = 0,
{<Pj)i<j<n est orthonormée.

Par ailleurs, V/ G C§°(X \ y )

car pour ep petit, ƒ G

Donc

donc
et (comme ai < <*2 . •. < o:n)

b) Donc il faut arriver à plonger les fonctions propres de Ae dans Hl(X) en
une suite bornée. On définit pour (X,g>Y) la

PROPRIÉTÉ ( E ) . — X est isométrique au voisinage de y £ Y à un
voisinage de (y,0) de Y x Rrf muni de /a me'Érique produit.
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LEMME 3. — Si (X,g,Y) vérifie (E) il existe C > 0 (ne dépendant que
de h géométrie de X) telle que si <p € £(Ae) , Bip € Hl{X) tel que :

0)
+ fXt

On pose V> = Pe<P-

Avec ce lemme, en suivant la même démonstration que précédemment on
montre :

THÉORÈME (E) . — Si {X,g,Y) vérifie {E),

Vn€N\{0} H

Preuves du lemme. — On localise le problème en prenant une partition de
l'unité (xt ? Ui) pour se ramener à des ouverts isométriques à (Y" x Rd , dv\ © dx2).
D'après [RT], il existe des opérateurs

Pe >.Hl{Rd\Be\ H1 {Y)) = Hl{B.*\Bt)®Hl{Y))

|p,®id

Hl[Rd) QH^Y) 'nJ Can' . H1{Rd x Y)

uniformément bornés.

Il reste donc pour prouver le lemme à montrer qu'on peut majorer la norme
dans $e = Hl{Rd\Be ; Hl{Y)) de <p € t>{Ae) par (ƒ |v?|2-
Soity>€ P(Ae)n5«
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mais Vy et §̂7 commutent donc (si A y = VyVv) (on utilise le théorème de
Fubini)

JY Jx.d\B, ^ dxi dx{

= ƒ ( ƒ Ayy>.ARci<p+ / AY<P-£
JY\JII*\B, J$€ du

grâce au théorème de Stokes si v est la normale à Se. Mais tp € £(Ae) =
(conditon de Neumann), II reste donc JJ Ay(p.AjLd<p < 5^f(Ay^ +
Donc

IMIl<IM&.(x.) + 5
On revient à X en utilisant Yt

donc
jjjf i)( ƒ |A^|2 + ƒ M2 + ƒ

= 0

c) Dans la situation générale, on approche X par quasi-isométrie avec (X,g,,)
où (X,y,0„) vérifie (£).

Soit (V'ajt/a) une partition de l'unité finie sur V qui trivialise JVe°Y.

Dans la carte définie par l'exponentielle

Ne°YWa x {x € Rd \ ||x|| < eo}.

On définit
9o{y,x) = go{y,O)\TVY + dx\ + •• • + dx\.

On choisit des fonctions £„ : Rd -* [0,1] de classe C°° , v?u :

* , ( * ) *
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et soient $„ = £ a iM&i(z)9o + (1 - M*))?) sur TUBVY et $„ est prolongée par
g à l'extérieur (pour tous les objets construits à partir de gn on met 17 en indice).

Vrç (X, F,0„) vérifie {E) donc Iim,_0 ^ (*) = ^ •

S i y € Y , gr,{y)

Donc les fibres normaux à Y pour 9 et gv sont les mêmes TUB*Y —
{yexp||(u)/t> € iVyy et ||v|| < e} . Donc Xe est difféomorphe à X* -
X\TUB*(Y) grâce à dn : ôn(expy(v)) = expj(t;), pour e assez petit.

• g et gv diffèrent pour ||x|| < ri où g - gv = £ 0 ^o(y - 9o) et g - g0[Y = 0.

La differentiabilité de g assure donc : 3M tel que (1 — riM)gr, < g <
)

• De plus,

et par continuité, on peut supposer Co indépendant de ij et de y.

Donc, quitte à modifier M , on peut supposer :

(1 - nM)gn < d~ug < (1 + Mti)9f) sur X«

donc, par quasi-isométrie, on a : 3m > 0 tel que Vrç , Ve , Vn

)l <un < (1
Donc

k»(e) - i/nl < î ^ " » + (1 + ™»)WW - "221
On conclut lim^
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