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MULTIPLICITE DE PETITES VALEURS
PROPRES DU LAPLACIEN

par Marc BURGER

Soit S une surface de Riemann compacte de genre g>2, 0=
)‘o < )‘1 < )\2 < ... les valeurs propres du Laplacien de S comptées

avec multiplicités. On sait qu'il existe ¢ constante positive ne

dépendant que du genre g de S tel que §2g-2 > cg (Schoen) et que
pour tout ¢ > 0 il existe S de genre g telle que ng_3 < €, exem-
ple do 4 Buser ([2]). Buser montre également que )‘4g-2 >1/4 , ([2]),
enfin on a le résultat d0 & Besson ([11) : la multiplicité de )\1 est

au plus 4g+3 .

Le théoreéme énoncé ci-dessous montre essentiellement que pour
chaque a entier non nul, il existe des surfacesde genre g arbitrai-
rement grand dont les a premiéres valeurs propres distinctes ont

+
multiplicité au moins gl/a 1 .

Plus précisément : ([4])

THEOREME. (Burger-Colbois) Soit IFq le corps & q = pn

éléments, r un entier divisant n

am b *
Gq,m = 3(0 1)|aeIFq,b EIqu
n_, n
ol m = pr , e S une surface de genre g = ;+1 . Il existe
p -1
alors un reveétement galoisien S' de S de groupe G et

qQm
un ouvert V de l'espace de Teichmiiller Tg des métriques

de courbure constante -1 sur S tel que si M est une mé-

trique de V et M' la métrique déduite sur S' les n/r

premieéres valeurs propres du Laplacien de M' sont de multipli-

cité au moins p¥-1 .,




I1X.2

En dimension n = 3 la situation est quelque peu différente :
soit M une variété compacte de dimension n > 3 et de courbure -1 .
Alors )‘I(M) zc  pour tout M tel que vol(M) <v (Schoen) et si
n=4, Buser ([2)) a montré 1'inégalité avec c, = cnv_z(n+8) ,
contraste avec la dimension 2 ol il est possible de rendre xl(M)
arbitrairement petit, vol(M) étant fixé, En ce qui concerne les bornes
de multiplicités de petites valeurs propres on a les résultats suivants :

(AM(X) : nombre de valeurs propres < X)

- en dimension 3 : M(1) < ¢ vol(M) (Buser)
- en général : A (( ) ) < c(rM) vol (M)

ol ry = ravon d'injectivité de M et c(r) ~ r—3 si r+o

c(r) ~T

0 s r—0.

Pour n =4 on peut combiner cette inégalité avec :

(n) n+l

r. =c() volm) ° od om) = [—57] /['r%g] (Buser [2]), et on

M
obtient :

-1.2 n+3
AM((£‘2—) ) € c(@) vol(M) , h=>24.

Enfin, si on considére le cas particulier d'une famille de rev@tements
n-1 2
M(N) —- M , alors M(N) > r et M(N)(( 3)) s c (M) vol(M(N)) .

Cette dernigre inégalité est la meilleure possible, en effet :

PROPOSITION. Supposons B, = dim HY(M,R) > 1 . Alors il

existe des revetements M(N) — M tels que pour tout ¢ > 0

il existe N(e) et c(e) avec

M(N)(e) > c(e) vol(M(N)) des que N = N(e) .

En ce qui concerne la multiplicité ([31) :

THEOREME. Soit M , localement symétrique de rang 1
31(81-1)
tel que — > 32 , (Bi = dim Hi(M, IR)) . 1l existe alors

3
MN — M , revetements galoisiens de degré N tels que :




IX.3

1) Les N3 premiéres valeurs propres de MN sont inférieures
2

a -(9--;—1)2 , respectivement n

suivant que le rev&tement

universel de M est l'espace hyperbolique réel ou complexe.

2) N-1 deces valeurs propres sont de multiplicité au moins N .

3) Si u est la plus petite valeur propre de multiplicité N ,
ona : pus—3

N

Remarque. Le premier nombre de Betti des variétés M de
volume fini dont le revetement universel est un espace hyperbolique
quaternionien ou le plan des octaves de Cayley, est nul, de plus ces

variétés n'ont pas de petites valeurs propres, plus précisément :

- Si M = espace hyperbolique sur H , de dimension n ,
on a : )\1(M) > 4(n-1) .
- Si M = espace hyperbolique sur 6, ona:

)‘I(M) = 16 .
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