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Séminaire de Théorie Spectrale et Géométrie IX. 1 
C HAMBER Y- GRE NOBLE 

1983-1.984 

CALCUL DU TENSEUR DE RICCI D'UNE K3 
PARTICULIERE PLONGEE DANS (DP POUR LA METRIQUE 
INDUITE PAR LA METRIQUE CANONIQUE. 

par Liane VALERE 

O Introduction et résumé 

On sait que la classe de Chern d'une K3 est nulle ([A-B] 

p. 157) et le théorème de Calabi atteste qu'il existe sur toute 

K3 une métrique de tenseur de Ricci nul, dans chaque classe de 

Kâhler ([AST]). 

Dans le but de calculer le tenseur de Ricci de la K3 défi

nie par l'annulation du polynôme homogène 

4 4 4 4 F(z) = z + z. + z^ + z~ o 1 2 3 

3 
dans l'espace projectif complexe CP muni de la métrique de 

Fubini-Study, j'ai d'abord calculé le tenseur de Ricci rieman-

nien réel r de la sous variété réelle M (sous jacente à la sous-

variété complexe kahlérienne &) de la variété réelle M' (sous 

jacente à la variété complexe kahlérienne &'). 

Ce calcul fournit la différence entre les tenseurs de 

Ricci r et r' respectivement de M et M' (p. 13 (7-1) et (7-2)) 

r(X,X) = r'(X,X) - <5(X,X) pour un vecteur X de (T M)**^. L'expres-

sion de 6(X,X) dans(T 'M) muni du produit hermitien canonique 

adapté à la structure complexe ( [LIC] chap. V et (7-3)) est 

2 , , , . , 2 

« , » . » , - 8 ( ' " * " " - l U i i « n 2 l i ) 
d f l l 2 l l d f l l 4 
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où ç =. i (X - ijx) 

est le vecteur complexe associé au vecteur réel X . 

Ce dernier résultat adapté au cas où M' est (JP1""*"1 et M est res

pectivement <EP , et la surface K3 précédente avec m = 2, permet 

de retrouver que ÇP m muni de la métrique induite par la métrique 

de Fubini-Study est bien d'Einstein (à classe de Chern positive) 

et que la K3 précédente admet comme tenseur de Ricci d'après 

(9-7) : 

1 2 ( u û ) 2 1 2 | u û | 4 _ 
r ( x f x> - s e V c c è - E " e >«ttB - (^ ^ - ) ^ . 3 

où X est un vecteur tangent à (T M)« et 

1 c 
ç = -^-(X-iJX) dans (T M) !z . Il est alors évident que r n'est pas 

2 p 2m 

nul. 
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Première partie 

CALCUL EXPLICITE DU TENSEUR DE RICCI D'UNE HYPERSURFACE 

COMPLEXE DEFINIE PAR UNE FONCTION. 

I Préliminaires algébriques/ coordonnées locales et notations 

1°) Structure complexe 

Œ 
Soit E un espace vectoriel complexe de dimension m, et le 
même ensemble sous-jacent E, considéré comme un espace vectoriel 

JR 
réel E,rv muni d'une antiinvolution J telle que, pour tout 
élément X de l'ensemble E on ait la bijection : 

(a+ib)X <—> aX+bJX (a,b)dR2 

<C 2R 
dans E dans E. m 2m 

C Soit (e,,en,...,e ) une base de E . on considère cet ensemble 1 2 m m 
de vecteurs dans E, ils sont,bien sûr, linéairement indépendants, 

IR 
en tant que vecteurs de E2 , on démontre que la famille 
{e.,e9,...,e ,Jelf...,Je } constitue une base de E9 , on 
i z ni -, i m ,̂ zm 

complexifie E^ muni de cette base et E s'identifie alors 

avec le sous-espace propre associé à la valeur propre i de J 

prolongé naturellement à E- . 

t :•) 
m 

Il vient alors, comme base de vecteurs propres pour J dans E 

e = -̂ -(e - iJe ) e = e + e 1 < a < m 
a 2 a a a a a 
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Soit maintenant ç un vecteur de E on aura 
m 

m ç - V E« 
a = l 

posons ça = xa + iya (xa,yae |R) 
m 

Si on écrit Z = E (xae 4-ya(Je )) e E 0
R 

a=l a a 2 m 

on voit immédiatement que 

1 (C 
Ç = 2(Z-iJZ) dans E 2 m , ç est vecteur propre de J 

pour la valeur propre i, il s'identifie avec un vecteur de 

E' 
Œ 
"m et est dit vecteur de type (1,0), de façon similaire, 

— 1 (E — 
Ç = -^(Z+iJZ) dans E 2 m , ç est vecteur propre de J pour 

la valeur propre -i, il est dit vecteur de type (0,1). 

Théorème Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un 

vecteur ç de E 2 m soit de type (1,0) (resp. de type (0,1)) 

est qu'il existe un vecteur réel Z de E^ t e l que 

ç = i(Z-iJZ) (resp ç = -|(Z+iJZ)) 

1R 
La base {e^^ ,e 2 , . . . , e m , Je 1 , ' J e

m^
 d e E2m e s t d i t e 

base adaptée à la structure complexe J. 

2°) Structure métrique 

C Soit h une forme hermitienne dans E , on peut la prolonger 

en une forme bilinéaire symétrique sur E~ telle que 

h(Jc1/Jc2) =h(ç 1,ç 2) d'où : 

h(ç,"ç) > 0 si ç est de type (1,0) 

h(ç,ç) = 0 si ç est de type (1,0) ou (0,1) 

h(ç,n") = h(n,Ôsi ç et n sont de type (1,0) 

JR La restriction de h à E« est alors un produit scalaire 

invariant par J. Il existe des bases orthonormées adaptées 

à la structure complexe J, 
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JR 
Il correspond à h une 2-forme sur E 2 , invariante par J 

a)(X,Y) = h(X,JY) 

qui peut être prolongée à A l f l ( E 9 ) * . 

(En effet J opère aussi sur (E2m) et induit deux sous-espaces 

propres pour les valeurs propres i et -i, dites des formes de 

type (1,0) et (0,1) respectivement). 

3°) Le cas des variétés 

Soit M une variété complexe de dimension m, (TM)<C, le fibre 
(C 

tangent, (T M ) m la fibre au-dessus du point p de M, espace 

vectoriel complexe de dimension m. 

On considère un système de coordonnées locales {z 1
r,..,z

m} 

et la base de (TpM)£ , {-£- ^ } ; soit z° = x a + iy a, 

par analogie avec ce qui précède* il vient dans (T M) S** 

3 3 
{ — — / — — ; a = l,...,m} est une base, 
3x 3v 

avec •* 

3/3ya = J 3/3xa 3/3xa = -J3/3ya 

on complexifie (T M) ̂  comme précédemment, il vient 

( T p M ) 2 m = ( Tp M )(l,0) ° <TpM)<0,l) 

4°) Une structure métrique ici est donnée par une forme 

bilinéaire symétrique B sur (T M ) 2 m , invariante par J = ( ^ 1 _? ) 

et telle que_ 

" *«*= g ( ^ ' ^ 9 « > ° 
ggB

 = gsê = ° 
gaê = g6â 
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Soit B = (° Jp , G = fcG 

ceci définit une forme hermitienne sur (T M) = (T M) . 
p 'm p '(1,0) 

g3a ~ g3Ô = ga"ë = gaB 

on note G = (g -) 1 < a < m 
Ot p 

1 < B < m 
Ceci définit une forme euclidienne sur (T M) J1*, invariante par J 

p 2m r 

de matrice 
f^(G+G) -i(G-G)^ 

(1«1) A =/ Z 2 

-§(G-G) ^(G+G)j 

ici J = (+I " Q ) , dans la base {3/3xa , 3/3ya ; 1 <a < m} 

JR 
Œ p" #2m 

5°) En coordonnées locales, on identifie (T M) 0 avec un 

sous-ensemble de (T M ) 2 , repéré par 

r 9 3 
i — â f 1 < ot < m} 

8*" 3ya 

ce qui donne les relations : d z a = dx a + idy" 
3 = i(_J ± _3_) _J_ = !/_!_ + • 3 ) 

3za 2 3xa 3ya 3z a 2 3xa * 3ya 

3 _ 3 + 3 3 _ . 

3x a 3z a 3ÏÏa 3ya \ 3z a 3z a 

— - est bien de type ^(X-iJX), donc (1,0) avec X = -^-
Z 3x 

m 
Si ç = Z ça est un vecteur quelconque de (T M) 

a=l 3z a P m 

on peut poser ç a = X a+iY a il vient alors. 

ç - 4 E.{(Xa -J- + Ya -i-)-i J(Xa -i- + Ya -i-)} 
2 a = 1 3x a 3ya 3xa 3ya 

ce qui donne l'expression de la matrice A. 
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Si ç = Z ç , on lui fait correspondre ses normes 
o = l 3 z a 

IMIm= (gBl ca c V / 2 - ^ « i 1 ' 2 

s H U l L = l | X a _L- + Ya - ½ | | « [(X Y) A ( * ) ] 1 / 2 (*) 
z m 3 x a 3 y a * 

I I Vecteurs normaux à une hypersurface complexe 

nJ rsj 

Si M' est une variété complexe et M une hypersurface 

complexe de M'définie par f(z.,...,z ) = 0. 

La variété sous-jacente M réelle est de codimension 2 dans M', 

définie par Re f( zi'•••' z
m) = 0 et Im f(z.,...,z ) = 0 

ji(f(Zl,...,zm)+1(^,...,¾ )=0= F1(x1...xta,y1...ym) 

X"e" k{tlzl^-^zm)Ji{Jï V ) = 0 = = F2(xl - - - ^ ^ 1 - - - ^ 

Ces deux équations réelles définissent deux vecteurs réels 

normaux à M en p linéairement indépendants N, et N 2 dont 

les formes associées s'écrivent 

1 L 9 x
a 2 3z a 3z a 3ya 2 3z a ? 3zaJ 

Mb f 3F2 i, 3f 3fx 8F2 _ 1, 3f . 3 f A 

1 C 
à N, correspond le vecteur \>1 dans ( T

D
M) 2 i n

 t e l q u e 

v i = ï ( N r 1 J N i ) 

(*) A partir de maintenant, on utilise la convention de sommation 

d'Einstein, 
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Il vient N, = ^ ( — — + 1 2 „_ct 
3z 3z 

a 

3_f. d z a + d z a i#_§f 
-a' 2 + 2 \ a 

3f, dz -dz 

3z 3za 2i 

Soit N^ = (Re3„f)dx"lm(3„f)dyl 
a 

Donc : 

df=3 fdzv a et N^ = -|(df+df) 

Or c'est le champ de vecteurs normaux que nous voulons 

'l S o i t en c o o r d o n n é e s l o c a l e s pour N1 = Xa + Y —— 

I (gaï+gBâ )xB " l ( g a r g 6â ) Y 8 = Re 9af 

l ( g a r g 6â ) X e + I(gaë+gBâ)YB = " V « f 

3x 3y 

( V o i r ( l - l ) ) 

3f On n o t e m a i n t e n a n t 3 f = a *_a 
3zv 

S o i t f R e g o ï XP + im g a I YP= R e O a f ) 

L-Im g a ï X3+ Re g ^ Y3= - I m ( 3 a f ) X-
Si on multiplie la deuxième équation par (-i), il vient 

soit g 7 < = 3 f dans (T M ' ) ^ ^aB 1 a p în 

oi 8 
Pour N 2 = JN, on obtient v2 = iv̂ ^ = i g 3-r f 3a 

i 
N ; = -i<3 f-3-.f)

dZ + d Z + (3f + 3-f) d Z " d Z 

2 2 a a 2 2 a a 2i 

i 3 f dza+ ^ 3-f dz a = 2 a 2 a 
(df-df) = Im df, 

ç = -f (df-df) 
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en t a n t que v e c t e u r s complexes de t y p e ( 1 , 0 ) , on a v 2 = J v = i v . , 

on a a u s s i 

•in; 
( 2 - 1 ) 

N 

N 

l M 2 m 

II111 
2 1 '2m 

I \<L 
, l l l 2 m 

on notera dans la suite F =| |N | |2 =| |N 9| |
2 = ga63 f37f = a p 

En conclusion 

(2-2) 

v l = ^(Ni-iJNx) N1 = ±(df+df)
# 

v2 = I ( N2" i J N2 ) N2 = " f( d f _ df)^= JNX 
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III Forme de Ricci d'une variété complexe kahlérienne M 

plongée dans une autre M1, 
* * m+p 

La référence pour les techniques utilisées ici est [KN]. 

Soit M« la variété réelle sous-jacente à ft et Ml, , x 2m J m 2(m+p) 
la variété réelle sous-jacente à M , . 

J m+p 

Notons g,g',R,R',r,r' respectivement les tenseurs riemanniens 

métriques, de courbure^de Ricci, respectivement de M« et Ml/ + x. g étant la métrique induite par g'« 

Soit {V-,V0,...,V , ,JV-,...,JV_, } une base orthonormale de 1 2 m+p l m+p 
T Ml r , , telle que {V,,V9,.••,V , JVn,...,JV } soit une base 

JJ ^ l l l l ~ r p ^ -L & III J. Hl 

orthonormale de T M 
p 2m. 

1R 
I l v i e n t a l o r s , p o u r u n c h a m p X d e (TM) 2 

m+p m 
( 3 - 1 ) r ( X , X ) = I (R ' (V , X , V ,X)+R" ( J V . , X , J V . , X ) - 2 I g ' ( a ( V . , X ) , a ( V . , X ) 

1 = 1 1 1 x x i=l * 

(CKN] p 177) 

a est la deuxième forme fondamentale du plongement, soit 
m+p m+p 

a(X,Y)= Z. g'(VxY,V±)Vi + E g'(VXY,JV±)JV± 

i=m+l i=m+l 

La simplification introduite dans (3-1) est due à la propriété 

kahlérienne : 

a(JX,Y) = a(X,JY)(=Ja(X,Y)) 

d'où 

a(JX,JY) = - a(X,Y) 

ainsi les termes g' (a (V±,Vi) , ot (X,X) ) et g ' (a ( JV±, JV±) , a (X,X)) 

se détruisent. 
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Dans le cas d'une variété ambiante M1 à courbure sectionnelle 

holomorphe constante c (le cas de C P m + p que l'on va examiner 

par la suite), on a en coordonnées locales : 

Donc si N e (T M) et X e T M, il vient 
P P 

R'(N,X,N,X) = R'(JN,X,JN,X) = |||X|| 2||N|| 2 

Dans ce cas r' = |(m+p+l)cg' ([KN] p. 167 et 168) 

n p m 
(3-2) r(X,X) = r' (X,X) - Ef g' (X,X) - 2 j g' (a(V.,X) , a(V.,X)) 

i=l x 1 

(3-3) soit r(X,X) = ^(m+1)cg(X,X) - 6(X,X) 

Il reste donc à calculer le terme correctif 6 qui mesure le 

défaut de M à être une variété d'Einstein à courbure holomorphe 

sectionnelle constante c . 

IV Introduction d'une 2ème forme généralisée 6 

1°) Définition de p 

Soit X e (T M ) ^ plongée 

Y e ( T
P
M , )2(m+p) ambiante 

on a V^ X = (V^ X ) T + (V^ X ) N en p . 

(décomposition en partie tangente à M et partie normale à M ) . 

Prolongeons localement tout champ V de NM, le fibre normal de M, 

par un champ V de TM' tangent au flot normal dans un voisinage 

tubulaire de M et prolongeons un champ X tangent à M par un 

champ X orthogonal au flot normal (le prolongement est radial 

autour de p ) . 
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On pose S(X,Y) = (V'^3) N , g eT M* S T M'*S N M* 
X D D p p P P 

La restriction de g à TM* 8 TM* est bien a. 

Il vient 
m+p+1 n+p+1 

B(X,Y) = E g'(V X,V.)V. + E g' ( V'X, JV. ) JV. 
i=m+l x i i i = m + 1 Y i i 

où les V i /JV ± constituent une base orthonormale de la fibre 

de NM en padaptée à la structure complexe. 

Comme on a supposé g'(x\v±) = 0 et g'($,JV.) = 0 

S(X,Y) = - Zg'(X,V^V±)VL - Eg'(XfVyJVi)JVi 

Donc le résultat ne dépend que des valeurs de X et Y 

en p . 

2°) Cas d'une hypersurface complexe 

( 4 - 1 ) 

( 4 - 2 ) 

dans l e c a s d 'une h y p e r s u r f a c e s i on pose 

F - l l N j l 2 = M J N j l 2 ( v o i r ( 2 - 1 ) ) 

F 3(X,Y) = g ' ( V ^ X,N1)N]_ + g' (V^X,JN1)JN1 

Etudions la représentation de 8 dans (TM')S/ », soit A 

z (m+p) 

FA = -|F (8(X,Y)-iJB(X,Y) } = |g' (V^X^+iJl^) (Nj-iJN^ 

= |g'(V^X-iJVyX/N1+iJN1) |(N1-iJN1) 

= 2 g'(V'ç,v)v 
*" Y 1 <T 
où l'on a posé : ç = ± (X-iJX) e (T M) ZT 

<s p 2m v = \ (N1-iJN1) e (T'M1)j (m+p) 

et où g' est le produit bilinéaire symétrique dans (T M1)?, 
p 2 (m+p) 

La formule finale, devient donc, en tenant compte que dans 

(T M' )(C 

^ P M '2 (m+p) Y = n+ n et v' ç = v' ç 
Y n 

|e(x,Y)||2 =||A||2 = ||g'(v;ç,v)|2 
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V Calcul d'une trace sur TM' 

Les formules (3-2) et (3-3) nous montrent que le terme 

6(X,X) du tenseur de Ricci pour la métrique induite 

et un champ X;est égal à la trace de la forme quadratique 

Ma(.,X)|| 2 

sur (Tp(M))"5n 

Pour calculer cette trace nous allons utiliser la 2° forme 

fondamentale généralisée B et écrire que 

(5-1) Tr| |a(.,X) | | 2 = Tr tôt | |g(X,.)| | 2 " Trn. | |B(X,.) | | 2 

2 
où Trtot désigne la trace de ||p(X,.)|| sur 

(T M') 0 1 et Trn ||e(X,.)||2 désigne la trace de 
p 2(m+p) 

2 
||6(X,.)|| restreinte au fibre normal au-dessus du point p . 

J'écris la trace totale 

m+p ~ 0 
Trtot = I (| |e(x,v.)| r + | |e(x,jv.) | n 

i=l x 

(5-2) Trtot = | g ' ^ ç " ^ (V'3 f) (V-3-rf) 

Remarque : On a utilisé les relations suivantes ; 

m+p m+p I ^ 
l Ça3 f - 0 - ï ç 3?f 

a=l a 3=1 p 

(car X est tangent à M) 

v" • ° - vJ 
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V I Trace restreinte au fibre normal (en codimension 1 complexe) 

Pour la deuxième forme généralisée on a donc en notant 

Trn la trace restreinte au fibre normal 

Trn = | | 3(X,N1) | |
2 + | I B I X , ^ ) | |2 

. * Nl ' Nl ou N, = - JNl = J 7 ~ 

ctB = llN^r ( = gati Oaf)(^f)) 

4i _. - - i2 . 4, .„. . - ,2 Trn = -̂  I < V ' 
F N 

1/F 
Ç,v> + - < V 

JNj/F 
Ç,v>| 

d'après les formules (4-1) et (4-2) p. 10, le produit <,> étant 

le produit bilinéaire symétrique invariant par J dans 

( Tp M )2m 

or N, = v+ v 

JN1 = i(v- v) 

e t s a c h a n t que V J = O =V ' "ç, i l v i e n t 
v 

Trn = - , k v ' Ç , ; > | 2 + ±-\<v'ev>\2 

F V 

.= „ ^ M ~ë\ en c o o r d o n n é e s l o c a l e s <V' Ç , v* = g p ( 3 f) ( v ' § a ) 3 f 
v g \ a 

g A p ( 3 f ) ( V ' 3 f ) ç a 

g" A a 

(6 -1 ) D'où Trn = - f ç f ç * g X o ( 3 - f ) ( g ^ S p f ) (v (3 f ) (v-^S-f) 
X o r&j 
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VII Forme de Ricci de la variété plongée 

D'après les formules (3-2) et (3-3) p. 9 et (5-1) p. 11 

le terme correctif, pour une variété kahlérienne plongée dans 

une variété kahlérienne est donc, en coordonnées locales 

(7-1) Tr||a(X,.)| 

-§ ÇaÇ3(vj3„ f) (VJL 3-f) CFg'Ay-(g,Xa3-f) (g,yp3^f)] 
X a V 0 

soit en fonction de la Hessienne de f : 

(7-2) Tr||a(X,.)||2 = •^YY^H |v| |2| |Hessf(X,.) | |2-| |Hess.f(X,v) | | 2 

où v = ga 3-f localement ou encore 
3 3za 

(7-3) 
M v _ d f 

3~(X,X) = 8( *- ellafl 
2, ,2 

Idf df 
) 
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Deuxième partie 

CALCUL DE LA FORME DE RICCI DES HYPERSURFACES COMPLEXES DE ŒP 

DEFINIES PAR L'ANNULATION D'UN POLYNOME HOMOGENE 

(cas particulier d'une K3) 

m 

VIII Rappels sur Cp 

3 
CP munie de la métrique de FUBINI-STUDY est une variété 

Kahlérienne de courbure sectionnelle holomorphe constante c 

(Kahlérienne <=> complexe et dw= O) . 

3 
1°) Ouvert de coordonnées sur <EP 

4 
Soit dans C = , {(z ,z.,z-,z3)} un ouvert de coordonnées défini 

autour de la classe {(z ,0,0,0) ; z € C} de C qui définit 

3 
un point de CP centre d'un ouvert de coordonnées locales 

{(l,ulfu2,u3) ; (u l fu 2 ru 3) e C j tel que, u^ = z
a /

z
0 « H Y a 

(8-1) 

ainsi 4 ouverts de coordonnées locales. 

La métrique de Fubini-Study dans un tel 

par 

ouvert est donnée 

g's = 4 

CD2 

( 8 - 2 ) g ' a F = o2<3aT+uaïrt 

a , 6 = 1 , 2 , 3 

3 
D = 1 + l uau 

a = l 
a—a 

On peut déduire de la métrique les coefficients de connexion 

kahlérienne. 
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• «P = lO 
= o » r'§ = o = r' * = r'-a-

ap go 

V a ,g ,p ,a = 1/2,3 

iPO 
r\p. = g,M a* g^= X a X 'ao = g , p o 8 g"-

(8-3) 
D pa X pX ût 

ŒP est une variété à courbure sectionnelle constante, donc, 

on sait (K.N. p, 168) 

(8-4) r« = ± (m+2)cg' = 2cg' 

On a aussi u' = (m+1)(m+2)c et r1 = 

bure scalaire. 

Soit ici u' = 12c et r' = (u'/6)g' 

u' 
2m+2 

g', où u' est la cour-

m IX Calcul des traces cherchées sur CP (resp, sur M = K3) comme 
m+1 hypersurfaces complexes de CP (resp» (tPJ) 

m 1°) Cas de M = ŒP on prend c = 1 
ja 

.m+1 
CP peut être considéré comme une variété plongée dans 

ŒP définie comme noyau du polynôme homogène 

(9-1) F(z) = zm+1 = O 

ou en coordonnées locales non homogènes par 

(9-2) f(u) = u m + 1 - 0 

Il vient alors pour la deuxième forme fondamentale 

ct(X,Y) - 2<Vn& v>v = -2 < Ç, V^ v > v 

où v = g a 6 3 - f — = §(6ae+ ua û8) 6 
B > m + 1 32° 

-5(-^-+ "S"., u°X) 
4 \„m+l m+1 

d Z 
3zv 
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mais sur <ZP , u . . = 0 = u . . donc 
m+1 m+1 

D 8 
4 3* m + 

Y D = 1 + £u ù" ,X = l,...,m+l 

X 3 
Calculons v'v sur M , n =n -v 

n 9zX 

.,. - 1 X- 3 v^v = - n u >i 'i -, -ii- + ? nX(-~) (6, û d1+ô ^. Û, ) 4 ' X „_m+l 4 ' D Xa m+1 m+1,a X 
3z 3z^ 

'i A 1 x- . j> 
4 n UX ; „ m+1 x"m+l 

3Z 

(u ,, = 0 sur M) 

= O 

Donc la deuxième forme fondamentale est nulle et 

(9-3) 

Donc 

u = m 
m+2 

u' 

Vérifions que notre formule générale donne bien le même résultat, 

Car ici 
,m+l,m+l D F = g' = 4 sur M 

i- J- , « i ot 8 « «* i n \ + 1 , m+1 D , , , —• e n e f f e t F = g ' p 6 mJ_, 6Q . . = g ' ' = 7 1+u . , u . . , a , m+1 3 f ni+1 4 m+1 m+1 

e t V' 3 f 
X a 3 a f - r ' ° 3 f 

X a Xa a 

= D/4 s u r M 

V\ 3 f 
X a 

+ i ( 3 , f u + 3 f u . ) D X a a X 

D U X , m + l U a + 6a,m+l, V 

V ï ï 36 f = D ( 6 y , m + l U 6 + ôB,m+l V 
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t ^ i ~ r- J _ J _ J _ ~ « » _ m + l _ — m + 1 

D'où comme Ç e s t t a n g e n t a M, Ç = O = Ç 

< 5 ( X , X ) = IF eaçB^g(g ln+1'n+1 ûau&) -: (g'm+1'm+1)2uau?]=o 

Ce qui signifie que la trace totale de | |6(X.) | | est égale à 

sa trace normale 

32 ra~g -
^2 £ * UaU6 

(9-3) 

2°) Cas de M = une K3 dans CP 

On a choisi ici comme K3 celle définie par le noyau d'un poly

nôme homogène de degré 4. 

4 4 4 4 F(z) = z + z + z2 + z3 = O 

ou en coordonnées locales 

4 4 4 f(u1,u2,u3) = u1 + u 2 + u 3 + 1 = 0 

et ceci dans chacun des 4 ouverts de coordonnées. 

Il vient alors ici 

3 f = 4u a a 
3, 3 f = £, 12u . X a Xa «l 

y ça
9 f = o = 4 Yu

3 ça 

* ^ a <* a 

F = g,X5(3.f)(3-f) = 5(fXw+uXûy)4u3 .Û3 

F = 4 D (Vu3 ûl + 1) = 4DE 
X A 3 3 ^ 3 

en posant E = 1 + Y u u 
X=l A À 

3 
D = 1 + l u u 

X = l 
X X 

y T 
' 3 f =*3,3 f J. K T 3 f X a X a Xa T* 

= 12S", u2 - (-£) (5Tû.+^û ) 4u3 

X a a D a A * a T 

,oT 2 4,- 3 ^ - 3, 
= 124- U + K ^ U + U~u-J wXa a D X a a X ' 
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Fg'X { I = 4 D E . f ( $ X y + u x ù y ) 

i ^ J w n ' ^ H l = - ^ - î ( 6 ^ + u , ù ) 4 ù 3 . D ( ô y ° . û u ) u 3 

-6 X p p y a a 
( g l A H ^ f ) ( g , M M a ^ ) = ^ 

PJO 

= D 2 ( û 3 - u x ) ( u 3 - u y ) 
"3 *J 

Dans V'3 f l e terme en u donne O (Y ç u = O) 
X a a a6* 3 

I l r e s t e donc pour l a t r a c e t o t a l e sur ÇP 

T r t o t = D 2 E(6 X y +u x û v ) d 2 ô X a u 2
< + 4 u a u 3 ) 

(126 û 2 + £u û 3 ) 8 ^ 2 
fp e u P y 16D E 

T r t o t = T r | | 8 ( X , . ) | | clans TM' 

(9-4) 
D2E 

, 2 -
T r t o t = - ^ V {9D 2 ô a { 3 u 2 u2E + 3DE<|u a ÛJ + | u # û j ) ^ + E û ^ } 

Trace normale (p. 10) 

Trn = - § ç a ? eg'x~°(vx3af)(3-f)J [(vJ. 3jf ) g"yp O p f fl 

8x16 .arffcm.2 ,-:3 - 2 3 
T r n . = 8 * I | _ Ç ^ D u ' u^ +EÙJ pDÛ ' u j +EuJ 

2 2 
16D^EZ 

(9-5) Trn = 4 - 2 - Ç a Ç B f 9 D 2 ^ a | 4 | u 3 | 4 + 3DE( | U Q | 4 + | u p | 4 + E 2 l ï ï a U g 
D2E2 

Trace cherchée = Trtot - Trn 

(9-6) 

a(Xfx) = ^ [ 9 D
2 ( u a û : B )

2 C ^ 6 E - ( ^ u ^
2 | ] 

D E 

S(X,X) = 72 Çaçe(u„ù0)
2 ~ 

E - (ûau ) 

a B' 

D'OÙ 

r(X,X) = ̂ (m+l)cg'(X,X) - 6(X,X) 
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(9-7) r(X,X) = 6Ç a| 6 [(i -
1 2 ( u a ^ ) 2 

- (-
12'VB 

E 2 

) 6 
aB 

-) u0u ] 
B a 

où D = 1 + ï u u 
X=l 

3 

XX 

E = 1 + l (U U ) J 

X = l A X 

or sur une K3 si la métrique était d'Einstein dans la classe 

de Kahler de la métrique induite on aurait r - = O, car la 

classe de Chern d'une K3 est nulle. 

Ce n'est clairement pas le cas ici. 
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