
Séminaire de Théorie
spectrale et géométrie

SYLVESTRE GALLOT
Bornes universelles pour des invariants géométriques
Séminaire de Théorie spectrale et géométrie, tome 1 (1982-1983), exp. no 2, p. 1-20
<http://www.numdam.org/item?id=TSG_1982-1983__1__A2_0>

© Séminaire de Théorie spectrale et géométrie (Chambéry-Grenoble), 1982-1983, tous droits
réservés.

L’accès aux archives de la revue « Séminaire de Théorie spectrale et géométrie » implique
l’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute
utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale.
Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=TSG_1982-1983__1__A2_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


Séminaire de Théorie spectrale et Géométrie
CHAMBERY-GBENOBLE

1982-1983

II.l

BORNES UNIVERSELLES
POUR DES INVARIANTS GEOMETRIQUES

par Sylvestre GALLOT

!• Préliminaires

Qu'est ce que la courbure de Rioci et comment intervient-elle?

Q Définition géométrique t Soit (lf,g) une variété riemannienne (v,r.) sup-

posée compacte dans toute la suite*

La oourbure de Ricci est un 2-tenseur symétrique r (i«e« une section r du

fibre T*lf fi) T*M vérifiant r(x,y) - r(y,x) ) défini de la manière suivante.

Soit v un veoteur de T M tel que Ivll • 1,
m

L'application exponentielle est l'application exp définie par exp_(t«v)i
m *"

o(t) où o est la géodesique (unique) telle que o'(o)» v«
Considérons la carte

r ̂ n-1
x

p
m

L'espace de départ est muni de la mesure produit dÔ*dt,l'espace d'arrivée

est muni de la mesure canonique dv assc

II existe une fonction J(vft) telle que

est muni de la mesure canonique dv associée à la métrique riemannienne g.

Bxemplet 1 - Si H est l'espace euclidien R ,Y donne simplement le passage

OfYV

en coordonnées polaires et dv est la mesure de Lebesgue dv
S

par conséquent J(v,t) • t
2 - Si li m 3 n

La mesure (n-l) - dimensionnelle de la

sphère géodésique S • \ x \ d(m.x) • tj

est donnée, d'après la définition de J9

par f J(v,t)n^d©

Comme la mesure dv egt invariante par
B

les isométries qui laissent m fixe,

.n-l• dfr.dt,
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J(v,t) «at égal* à une fonction J(t) indépendant* de T . On a dono

• o l n - 1 ( S t ) - • o l ( 8
B " 1 ) . J ( * ) n " 1 .

Bar ailleurs S t est aussi le petit oerole horizontal de S B «gai à

(dm*, 5$) • tj« Son rayon euolidien est dono sint et ton volume

1 1

j

( s i n t ) n " 1 . T o l ( 3 n " 1 ) . D'où J(v,t) . sint.

3 - Si M est l'eepaoe hyperbolique H11.

Cet espaoe peut se voir oomme l'ensemble- des points (z , de Ex B n qui

vérifient |^|r - x • -1. Lfespaça tangent au point (x ,$) est l'hyper*

o ^ o
plan parallèle & l'hyperplan T(x ^ m [ ( £ , f ) j ^.x<> -<?$f> - }
On vérifie aisément que la

forme biliniaire symétrique

associée & la forme quadratique

est définie positive sur

T, ^ e C'est oette métrique

qu'on appelle métrique hyper*

bolique. Pour oette métrique

la oourbe o(t) • cht.^ • sht.r
o

~ " tT

est une géodésique issue du

point m • (1,0,•«.,()) et telle que o'(o) * T (le veoteur tétant un veeteur

tangent, dono horizontal, de norme l)« Hot ons S, • ) x/d(m,x) • tj par le

mtee raisonnement que précédemment on a J(?9t) • J*(t) (indépendant de ?)

et Vol
n*Tol(sn* )*J(t)n" . Remarquons que S. est un oerole horisontal

x
l „(Sj
a—1 *

de rayon (euolidien) sht. Mais comme* dans un plan horiiontal9 la métrique

oolnoide aveo la métrique euclidienne, le volume riemannien de S. est

«gai au volume euolidien, l.e. Vol(Sn~ ).(sht)n~ . D'où J(^,t)-sht.

Dans une variété riemannienne (H,g) quelconque on observe que le

développement limité de J(v,t) par rapport à t au voisinage de séro donne

) - t - q(v).|j • 0(t4)

LB premier terme t est le même que dans le oas euolidien. Sa seule signi*

fioation est de dire que, lorsqu'on se rapproohe de m, la mesure v eet
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asymptotiquement équivalente à la nesure euolidienne de l'espaoe tangent

T BM, oe qui est trivial. Le 1
e r terme dont la signification géométrique

est non-triviale est dono le terme de degré 3,

Définition» La oourbure de Riool r est le 2-tenseur symétrique tel que

r(v,v)-(n-l) q(v).

Reprenant les exemples préoédents, on voit que la courbure de Ricoi de

l'espaoe euolidien est nulle. Sur s", J(v,t)«sint«t - "T7 • 0(t*). Dono

r(v,v)-(n-l). Plus généralement, sur la sphère euolidienne SB(r) de

rayon r, on a J(v,t) - rsin(t/r), d»où r(v,v) - (n-l). -^. Sur _*,

J(v,t)-sht-t+-y + 0(t4). D'où r(v,v) « -(n-l). Plus généralement, si on
ni

remplaoe la métrique g de H par -y.g* (oùK<0), on obtient J(v,t).

•££••!.( l/^t.t) dfoù P(V.V) • (n-l)E , Remarquons que, sur Hn, nous avons

oaloulé la oourbure au seul point m • (1,0, •••,(>)• Comme le groupe des

isométries de H agit transitivement star En» la oourbure est la mSme en

tout autre point*

Remarque importante» Nous venons d'exhiber les 3 espaces modèles de cour»

bure de Ricoi constante (n-lk (avec K>0,£«0 ou£<0 suivant le oas)« Dans

la suite nous noterons M l'espaoe modèle de courbure oonstante (n-l) .,

Sur oet espaoe nous noterons J\t) la valeur particulière de J(v,t)#

Remarquons que

(1) J"(t) •K.T(t) m 0.

(g) Théorème de Bishop (of ||-o] et [H

Dans la suite nous poserons

rmin " Inf
v« TM

11 vil-1

Un oaloul donne

(2) ^Jfr.t) f^J(v,t)i 0

Posons f*(t) • sup(f(t),0).

En oomparant fl) et (2) on obtient le

Théorèmet Si r > (n-l)K, si J(o) - J(o) et si J*(o)*J'(O), alors ;—

est une fonction décroissante de t» En particulier j-(t) 4 *-(*)•



II. 4

Dans le cas qui nous intéresse ici on a toujours J(0) • 0 - 7(0) et

J'(o) - 1 - Jf(0).

Preuvet On travaille sur l 'intervalle Q),t [_où les fonctions J et J sont
toutes deux positives.

En multipliant (l) par J et (2) par J et en retranchant on obtient
J".J - 3".

d'où s7(J'.y - 7«.j
ut

Comme (J'7-^'.J)(O) • 0 (oonditions initiales), on a (j'î - 7*j)(t)40,

)

Par conséquent J*(t )>j(t ) , d'où j(t ) - 0.

Donc irrl décroît de 1 à aéro sur (o,t f, .C.*« = 0 sur ft ,•*>£. Q.E.D.

Corollaire 1 t Notons B(m, f ) la boule géodésique de oentre m et de rayon 9

sur M. Notons B~(f) la même boule sur F. Si rœi_^ (n-l)k et si 0 ^ f c fi, on

a
Vol B(m.fi) 4 Vol B(H)
Vol B(m,f) Vol B(j»)

Preuve»

Vol -i (f AT.t^

Vol B(f) - f , f ƒ J
's V 'o

Le corollaire dérive alors de l'inégalité

.«_! f̂ •, »n-l
' (v.t) dt

N.B. Ce résultat reste vrai si f et H dépassent le rayon d'injeotirité (i.e*

même si les boules sont des boules dégénérées non homéomorphes & des boules

de Rn)« Exemple
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Corollaire 2 t Kot ons R(fc,R,ll) le nombre maximal de boules disjointes de

rayon £ que l'on peut mettre dans une boule géodésique de rayon R sur U.

Sot ons K(JF,R,M) le rapport Vol I(R)/Vol B ( E ) sur M.

3 1 r ^ (n-l)K, alors N(£,R,ll) l N(6,2H,K)
min

Preuvet N(6,R»M) est borné par le maximum du rapport entre les volumes

d'une boule de rayon R et d'une boule de rayon 6de oentres m et m' sur V,

te l les que m»é B(m,R). Comme B(m,R)cB(m*,2&),

« W .Vol B(m't2R) ^ Vol B(2R) =(

•"J* VolB(m',£) * V o l l ( e ) - •

Notônè que 5(6*HfK) • ; s1 estime uniquement e* fonction
J* ( ) n - 1

de K, £ et S, Q.E.D.

Théorème de préoompaoité ( [pH l] p. 63)

Soient X et T deux espaoes métriques plonges dans Z. On définit l'eoart

d7(XfY) • Int f t/^^°»
 x inolus dans le £ -voisinage de Y et réciproquement j

La11 distance" de Eausdorff est définie, pour deux espaoes métriques X et T, par

dB(XfT) • Inf } d-(i(X)t 3(l)) pour tous les espaoes métriques Z etb

tous les plongeznents isométriques 1 et j de X et T dans z\

Définitîont Nous noterons //* 1•ensemble des variétés riemanniennes (Mfg)

qui vérifient r , > (n-l)Eet diam(lî)<D.
mm

Théorème t Po\ir toutes les valeurs réelles de K et toutes les valeurs positives

de Df Jù» ^ est préoompaot pour d •

Idées -de la preuve t Une suite (H ) de v .r , admet une sous-suite o on ver gent e

pour dR s i et seulement s i V£ 3 »(É) te l le que V i *(£>\) ± ^(£) f

où Hit»!! ) est le nombre maximxim de boules disjointes de rayon Equ'on peut

mettre dans M •

(La raison fondamentale est que, pour assurer que d (lfl9l! ) < £ 9 11 suffit

de montrer qu'il existe un-|-- réseau de M et un | -réseau de lï1 tels que

la distanoe entre leurs points respectifs soit Inférieure h ë/2. La

borne uniforme N(&) permet de borner uniformément le nombre de points
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I Mui tel réseau et d'extraire, point après peint, des 80U*-suit*« ota

'.)r loi, d'après le corollaire 2 ci-dessus, on a N(£,ir) 4 £(£,]>, l) oar,

eur 11̂ , la boule de rayon D contient M tout entier.

"V' Questions naturellest Au vu du théorème de préoompaoité, et en vu# de

-orner des invariants géométriques ou topologiques, il apparaît naturel te

se poser les questions suivantes*

a) Quand on a un invariante), la fonction H ^ à ( K ) est elle oontlm* m

semi continue pour la distance de Hausdorff, i.e» si una suite H 4e

oonverge vers un v.r. M pour d - a-t-on o{U) • Iim5(|f ) ?

> lia inf 5>(1I ) ?

c>(M) é lia eup &(M ) ?
n

La question est ouverte dans presque tous les oas» Remarquons seulement

le diamètre est continu (et môme uniformément continu) pour d car

diam(x) - diam(T)| é 2Par contre les nombres de Betti b ne sont pas continuât oonsidérons en

effet le tore £>• Tn* obtenu en faisant une bomothétie de rapport-, d M»

la métrique de T**~ • Comme diam ( fc .T " ) teni vers séro ave o fc , 11 egfc

olair que T x 8«Tn~ tend vers T pour la distance de Hausdorff. Or

o (T x fcT11"1) - (n) , alors que b (T) - 0 s i p> 1 et bT(T) • 1. On peut
P P P 1

se demander s i les b sont semi-continus dans l'autre sens. la questii*
P

r*Rte ouverte pour b . Pour b (p>l,p pair) la réponse est non. En
l p

sidérons un point x du projectif complexe C;?n et notons S «jx/d(x ,
o r L o

On a Sp—^CPn - [ r /d (x o , x ) - 7TJ quand r—>1T •
or b^ (Sr) - 0 et b o (CPn) - 1.

2p 2p

b) Une question plus accessible est la suivante. Etant donnés K et 9

(D>0) et un invariant & , existe-t-il une borne uniforme C(I,D) telle
pour toute (M, g) appartenant à l'ensemble pré oom pao t /QT . » M a i t

^>(M,g) ^ C(K,D) ou S ( M , g ) > C(K,D).

I l existe dores et déjà un certain nombre d'invariants pour leequele 1»

réponse est affirmative, à savoirt le 1 nonrtre de Betti b ^ les valeurs
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propres \. du spectre du laplacien et leurs inverses, l es oonstantes

isoperimétriques h et C de la variété définies par

où V? est l'ensemble des domaines X I C M tels que Vol(XI) é | Vol(M)f

et enfin le A genre de la variété* Le but de cet exposé est de donner une

méthode générale pour trouver des estimoes de ce type (voir p.18-19-20)•

Par contre le problème reste ouvert dans tous les autres cas. Remamuons

cependant qu'en renforçant l'hypothèse faite sur la courbure (i«e# en

remplaçant la borne inférieure de la courbure de Ricci par une borne

inférieure de la courbure sectionnelle), on sait calculer une borne supérieure

de chacun des nombres de Betti b • Sous la même hypothèse renforcée, on sait
P

borner la dimension du module des déformations d'Einstein d'une variété

d'Einstein (voir [OAl], [OR23 et

II méthode géométrique

En utilisant le théorème de Bishop, on obtient des estimées sur le

•* !• V
1 Théorème de Kyerst

Théorèmet Si r . ̂ (n-l)K>0, alors diam(M)iiL, 11 est compacte,
- min '^son 7Ç est fini et b (if) - 0.

Preuvet Le fait que diam(ll)é j£ vient simplement du fait que, le long

d'une géodésique minimisante de longueur d » diajn(ll), on a J(t)>0

sur 0>9d[tPar conséquent j(t)>J(t)>0 sur [p,dC comme j(t) •-pr sin(t^Et),

on a d é %/{%• Scit pt ï—>M le revêtement universel de M» On a également

diam(ll) £ ^T/^K". Pour un point m donné, il existe £> 0 telle que la boule

B(m,£) soit homéomorphe à une boule de 3 (donc simplement connexe).

Par conséquent p fB(m,&)J ent une réunion de boules de rayon E dans M en

nombre égal au nombres d'éléments du 7 L . On a donc, par le corollaire 2,
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i. V £

@ Théorème de Milnor»

Soi* I un groupe discret et \ ^.»•••» y ƒ un système générateur. On

note 1^1 la plus petite valeur de lfentier k tel que Y s écrive comme

produit de k générateurs ou de leurs inverses. On pose N(R) m^S^/ j|̂ || < RJ(

On dit que l est à croissance polynftmiale lorsqu'il existe des oonstantes

c et k telles que N(R)£ O.R • Cette notion ne dépend pas du système gêné*

rateur choisi*

Bxemplet a est & croissanoe polyn&niale en n. En effet, NCR) est le

nombre de points de ZP situés à l'intérieur du pavé d'équation

|x ± x + ••• + x I ̂ R. Ce nombre est équivalent au volume du pavé,

donc à RP«

Théorèmet Si r £ 0, alors le 'l (M) est à croissanoe polynomiale.

Exemplet le tore T n est tel que 7"T(T ) • Z , croissanoe en R •

Preuve» Soit S Y-9-«.f V 1 un système générateur du 7L •

Posons o • sup(longueur des Jf.)» Si Y • ^ • *lf± il

est clair que sa longueur L( Jf ) est plus petite que la somme des longueurs

des )r . Dfoù l(X) 4 c. {(tl • SI m 6 p" (œ) , où p » îf—-PU est

le revêtement universel de U, on a dCm, J(m))^ o|||f|| • Dono

N(R) ^ # i J(é ÏÏ^M) / |f(m) 6 B(m,c.R)} .
Comme précédemment, il existe £> 0 telles que les boules de centres y (m)

et de rayon E soient disjointes. Donc N(R).$N( E,o.R,?t) ̂  TJ( £,2c.R,0) •

?(^»2c.R,0) étant le rapport des volumes de 2 boules euclidiennes de rayon

2c,R et £ , il est égal à ^2o\n»Rn • Donc la croissance du 7L est polynft-

\e J x

roi a le d'ordre n • Q.E.D.

Par le théorème de Eurewioz, ce théorème implique que, dans ce oas,

b (M)<n. En effet soient ^ f * - » ï } telB ^ue leurs ****** dans

H (1Ï,R) engendrent H (M,R) . La croissance du sous groupe distingué engendré"

est supérieure à celle de Z P (donc à R P ) , mais inférieure à oeil* du

(donc à R n ) . Dfoù
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Majoration de b^l f ) , version Qromor (of [Ô H Î ] p.72 à 75)

Théorèmet Pour tout E et tout 9 ( D > 0 ) , il existe C(l,D) tell* que toot*

variété (M, g) de^(K,D)

b

Pour tout € > 0,

la première étape (non trivial») consiste à fixer un point z de Sf et à

montrer qu'il existe un système |^f_,..., Jf jr qui engendre un sous-groupe

distingué d'indice fini dans /^(x) et tel que d(x, jf±(x)) £ 2D •€*

Par le théorème d'Hurewios, les images de if^, ••••, | j dan» H (X,B)

engendrent H ^ R ) , l.e. b ^ M ^ p . Les boul»» B(^(x),|) sont

disjointes et sont oontenues dans la boule B(x^2D • r f e ) . D'où

M)i H(-,7D,K) par (Bishop). Dono b]L(ll) ast b o m 4

une fonction ne dépendant que de E et de D*

III La Méthode Analytique

1 Définition analytique de la oourbure de Riool

Soit M une 1-f orme et o£r le ohamp de ^eoteur dual (pour la dualité

au produit scalaire). Une définition de r équivalente à la précédente est

donnée par

où |̂ X 1 i A i< es* un r eP i r # orthonomé.

2 pourquoi le Laplaoien intervient-il dans le oaloul d'invariants?

Beaucoup d*invariants topologiques ou géométriques ^(x) se représentent

oonune la dimension de l'espace G des sections T d'un fibre B^-^M qui souk

solutions d'une énuation du type

D*DT • Ö^(T) • 0

£& S est la dérivation oovariante
S4 est l'adjoint de 1) pour le produit soalaire intégral «. . #>>«/^. , •>
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est un opérateur linéaire symétrique de la fibre S dans elle même dont

les ooeffioients se oaloulent & l'aide de la eourbure.

Exemplet Notons A f l • Sd • dS le Laplaoien de Rodge de Rhan sur les

formes différentielles. On a

(Hodge-de Rham) b - di»

Or ^ « U »*D«< + r( «r,.) (d'après la définition analytique de r) lorsque

OC est une 1-fonne. Par conséquent (cf. (g-O-fi} p. 131-32 )

bx(M) -[o( i D*Dtf • r(o^.) . o).

De môme (of • ($-4g) p. 363 ) on a

bp(lî) -[<* t D*Do(*(|(û<,.) . 0 }
p

°û Du se oaloule à l'aide de la oourbure aeotionnelle*

Pour tout T € G » on a donoG »
, T > ̂  -(tt

min
où (fr> j es* l a Plus Pe*i*e valeur propre de

Bn intégrant, on obtient immédiatement

] *DT , T> ̂ - j
Si vP, . > 0f on a dono u (il) - 0 (en particulier 1.(11) • 0 si la oour-

vmln 1
bure de Riool est strictement positive).
S* /B * - 0 on a O(lt)4dljn(fibre de S)9 oar alors DT - 0 et l'applfi-

cation g
U I >T(«)

est injeotive, d'où diœ Ç 4 dim(E ) .
m

Bn particulier, si r . >> O$ on a b_£ n « b.(T
n) oar la dimension de la fibre

min i J-

du fibre / M — t M est égale à n.
But de l'exposé t Trouver une constante universelle 0((R »K,D) tel le que,

pour toute v.r. M d e ^ ^ > on ait S(M)^ c(f\±n*
z*^• C e o i 8 e r a donné par

le théorème suivant

(D Enoncé du théorème et applications (of .(GAÏJ, |ÔA2] etjÔAf])

Nous allons trouver deux fonotions I et J , positives et croissantes, de

R dans R vérifiant

. P continue et P(x)—» O quand x >
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r - o s i x < o
j (i) - j - 1 si i - O f f (x) continue sur [pf*oe?C

t <£C(n)*xn/2 quand x>l

Ce s deux fonctions sont explioitest plus précisément nous verrons par la

suite que Y(x) . TT (l + /* /x)2//»1 pour x»0, où }£" ̂ /(n"2) s* n * 3

Une expression de lest donné dans D?A2]. elle est améliorée dans Q*A3] •

Voir aussi plus loin» page 17* Avec oes deux fonctions, on a le

Théorème t Soient K.D, A des nombres réels donnés (SX))* Soit ife^L .. et

soit S >lï un fibre veotoriel muni d fune métrique <\ 9 • > et d
 fune oon*

nexion D compatible aveo la métrique* Notons £ la dimension de la fibre.

Soit G un sous espace vectoriel de lfespace des sections C du fibre* Si

<D*DT,T > 4 A |T|2 pour tout T 6 S , alors

dim

Corollairet Si l'invariant S(M) sfécrit S(»0 -dim

où ? - 5 T / D*OT ^ ( T ) - O f , alors

b l
(M)^ n.

) -

' -KD2(n-l)

L r 2 (K .D 2 ) J

Exemple 1 i b.(M)^n. fr / - P (n-l) \ pour toute v.r . (l!.g)

i I dan8 ̂ K , D •
Le fibre est ioi T* M »1I. Ses seotions sont les 1-formes différentiables.

La dimension de la fibre est n. Le s.e.v. Ç est l'espaoe des 1 formes har-

moniques Otqui vérifient (voir ci-dessus) D*D «C • r( o^*,.) • 0. Par

conséquent, on a -(£mi • -*mi ^ -(n-l)lt on applique alors le corollaire
oi-dessus*

Bemarquons que cet estimé est optimal puisque

Remarque II existe t(n) > 0 te l que

s i K.D2 > - £(n), alors pour toute (H|g)«'TpK D

on a b1(M)4 n - ^(T1 1).

Ceoi vient du fait que J(x)—>1 quand x • O .

Exemple 2 t Pour es t imer b ( i l ) , on cons idère l e f i b r e
• * — P / n \

ffÇfu)—>U dont la fibre est de dimension [ ) •

L^espace (fest l'espaoe des p-formes harmoniques OC qui vérifient dono

- 0.
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D'après R?-M] (J{> A > p(n-p) f . » où f est la plus petite valeur
min # mm • mm

propre de l'opérateur de courbure de (M,g)« D'après [£iQ, on a

? .. > ( < f
où C «t o*v sont les valeurs maxima et minima de la courbure se*

sup inf
ctionnelle*

Le théorème donne

ce qui donne une majoration de b à l'aide de D« GT ^t

par celle de r .
sup min
1 quand x * 0 et

savoir si on peut remplacer la donnée de

seulement* Remarquons» toujours paroe que t?(x)

que b (M) < I 1 • 1 y b (M) £ ( J , que

Propositiont Si la courbure eeotionnelle C vérifie £(n) ̂ O"%D ^ - 6(n)

pour fc(n) assez petit, alors *(*)<(* ) • ̂ C*11)»

Exemple 3» Notons 0 • Aft(M) < A-(lî)^ X (u){ ••• 4 À(lï)^ ••••

le speotre de (M,g) . L'invariant oonsldéré est, pour tout À > 0»

Le fibre oonsidéré est M x R *M (trivial). Les sections sont les fonotions

M ^ R» la dimension de la fibre est !• L'espaoe G est l'espaoe engendré

par les fonotions propres f. telles quetXf • •* \ 4 A • Dans oe

oas, D*D - A « t D*Df £ *Xf (attention» il y a une difficulté oar oect n'est

plus vrai pour les oombinaisons linéaires des f ). On obtient» par le

théorème fondamental p. 11 »

4: C(K.D2) A n / 2 • ©n

Remarquons que oet estimé est bon oar on sait par ailleurs que

BvlHtSÎ'V C(n)A »V quand A • 9 • b^ (o'est donc la bonne puissanoe de A )(

Par ailleurs, il existe £ (n) tel que, si

alors

ce qui oorrespond bien au fait que la l8 valeur propre A Q " ° *** de

multiplicité 1 et qu'on peut borner A^ inférieurement par g(n)# r (K*D )



Remarquons que N(X. ) - i et que, pnr conséquent,

C(K.D 2) 2 / n

4 Technique de démonstration du théorème fondamental (pAQfQïÀ2] et

a) 1 Etape t .Si. II T I T ^ MI^ITJZ
 est borné pour tout T 6 Q » alors on sai

borner diffl(j»),

Lemmet Soit S — > M un fibre muni d'une métrique ^» , •> sur ohaque

fibre E • Soit u un sous espace veotoriel de dimension finie de l'espace
m ••••^^^^

des seotione C**du fibre. Alors il existe un T 6 G tel qua
diŒ (f • H TII g ^ v' 1*1 2 • 4i»(«1>r.) •

Xi f "

o ù V e s t l e v o l u m e d e H»
* 1 1

P r e u v e t P o s o n s B « d im G e t n o t o n s ^T f • • • • T j u n e b a s e o r t h o n o r m é e d e
p o u r l e p r o d u i t s c a l a i r e < < f * 9 * / ^ a » ƒ < • » • > «dm • P a r l e

i m

•'M
théorème de la moyenne, il existe un point m de U tel que

Inapplication P t ) ° m est de rang t inférieur ou égal à la

dimension de la fibre* Considérons une base orthonormée )s.9««t9S^l de

Ker(P ; (sous espaoe de % orthogonal à Ker(P )) et une base orthonorméex m w »
)S/J • ••• # Swr de Eer P« Comme on passe de /T., ••• • Tw\ à jS.9 ••• 9!

par une matrice orthogonale et comme S (m) - 0 pour i > £ , on a

> 11 m / Ml 2 > fia M i l 2 7^11 e fm\ll * s f -, - « - » 2

Comme 11 S U • 1, on a dono montré l 'existence d'un i t e l que

dim g . (S^l \ 4 C.V.

Q.E.D.

b) 2* Etapet Comment borner UT || ̂  / |[T (l L2 •

Un oaloul relativement siaple donne, si on désigne par |ï| la fonotion

x > || T(x) « - < T(x),T(x)
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(1) |T|.£(ITI)^<D*DT,T >

En effet, on a

iZ\(|Tl2).-lZ_DiDi«T,T>) .-

- - |DT|2 • ^J^lfffT > •

Un oaleul identique donne

En posant T « |T| -r-çp » on obtient (M1!2 ̂)d(jT|)| 2

ce qui donne (l)# Ia démonstration du théorème sera donc achevée si on dé*

montre le théorème suivant (le fait qu'ici la fonction ITI ne soit pas dif»

férentiable partout ne pose pas de problème).

Théorème* Soit f une fonction positive ou nulle vérifiant A f 4 Af f alors

!) '

Preuve t Notons () f || • j| f || 2 4 Jjdf II . les analystes savent
H. L L

2 P
démontrer que la norme H. est plus fine que la norme L si et seulement
si p ^ 2n (p«+<ysi n « 2). Ceci assure l'existence de deux nombre

n-2
A , B < ^ w tels qu'on ait l'inégalité (dite de Sobolev)

(S) || f II 2fi 4 A. ||df|| * B . | f I ,
L » L ir

où fi m J L 8 i n > 2 et / S - 4 s i n » 2 ,
n-2

L'hypothèse ^ f * X f permet d'éorire (oaloul)

f 2 f 2 (

L»inégalité (s), appliqué à fP, donne dono

l'l
Par itérations successives on a
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e« qui donne || f |( 2 4 ^ .V*1. f f |[2
2 , où

1

c) j* Etapet Etablissement de l'inégalité de Sobolev (s)

Les analystes savent seulement démontrer qu'il existe des oonstantes

A (M, g) et B(lf9g) finies, dépendant de K, g et du système de oartes choisi

telles que (s) soit vraie* En effet leur technique- est locale et consiste,

via une partition de l'unité, à utiliser les inégalités de Sobolev dans Rr

Ceci est très insuffisant pour le but que nous nous proposons puisque cela

reviendrait à borner un invariant &(lf) par une constante non explicite,

dont la seule chose que l'on oonnaisse est qu'elle dépend de II,g et de

la partition de l'unité! Pour trouver des estimées explicites de A et B

nous devons dono utiliser des méthodes géométriques globales•

Théorème (Q»À£] et [ÔAJt) ) L'inégalité (s) est vérifiée lorsque

Un contre exemple (voir CpiOt &A£] et [ & A 2 ) montre que ces estimées

sont les meilleures qu'on puisse espérer en oe qui concerne l'information

(K»D) néoessaire à leur calcul (i,e« 1 doit tendre vers l'infini si

K * -a* ou si D * • * > ) • ! * volume n'intervient que pour rendre

les 2 membres de l'inégalité homogènes» Remarquons que B est la meilleure

valeur que nous puissions espérer puisque, pour f Si, l'inégalité (s)

devient

I I 1 là

oocnn» ||1 y . V 1 ^ «t 11 |( g - V l / 2 , il rient

B ) V 1'^ 5 -1^2 • y"1'11 . On ne peut dono espérer mieux que B - v""3

La constante A s'estime à l'aide de la constante isopérique C définie page 7

Le théorème de Bishop (version JJMO) intervient dans l'estimation de C,
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oe qui est la partie la plus difficile de la démonstration (nous renvoyons

à [GA|] et [GA3]). Plus précisément, si

A* - oT*(rs o ï l* 1 / 2 vrtl*n>T1/n

\YO1 B )

on démontre que A et (T sont les valeurs de A et C lorsque la variété est

une boule euclidienne• Alors, si h et C sont les oonstantes isopérimétriques

définies page 7 » on a

A - ( - £ . A*. 7l/n • f)V~l/n
Proposition» A - ( £ . A . 7 • f)

I d é e de p r e u v e t S o i t a é R t e l que ( V o l ( f > a ) é v / 2
LVol£f>a)* V/2

En ohangeant au besoin f en -f, on suppose a > 0.

il est olair que, si ƒf - 0 , alors

V l / 2 | | f l l
ƒ

2 >A |f| -2 f f > * ƒ f > a.V
D'où

L'inégalité de Cheeger (Oui ] P 196 ) donne II f H C - lldf II
M JILZ h M « L2

Pour établir (S), il suffit donc de montrer-que

Rotons O • >z/f(z)> aj, il suffit dono de montrer que. pour toute fonotien

f positive telle que f - 0 surfil, on a II f il -̂  i^!||df II
H "T^P^ o " t*

Lorsque CL est un domaine à bord de Rn
 9 notons £ l la boule de oentre

l'origine et de même volume. Pour tout t . notons JtTL. • i x / f ( z ) > t j et

X L A la boule oentrée à l'origine de même volume que X J L * On définit la

fonotion f t X i >H en posant f (x) • t pour tout point z de

(voir dessin)»
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L'inégalité isopériaétrique olassique donne, à partir de

oa

qui impliqua (ohangement de variables dans l'intégrale)

On montre ensuite* en passant en coordonnées polaires que

oe qui donne
ƒ A* ƒ |fc
Jn ici

Revenons dans le oas général où XTL est un domaine de M tel que

Vol ,Q-4l/2eV . alors on peut faire la même o ons t motion* Sans oe oas,

Vol jfl. • Vol^l. impliquera Vol V-CL > -Vol *SX. » oe qui donne

D'où I"1 • l r#r

i Q.B.D.

d) Expression explicite de

D'après oe qui préoède on a (of. p9 15 et 16 )

1 •( c A 5 *Î5
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comme C»D.V et h«B admette des bornes inférieures ne dépendant que

de K.D (voir leur formulation explicite en [ÔÀ2] °u |]&A£J, { est bien

du type rechercha.

5 Problèmes ouverts par cette méthode t

a) Utiliser cette méthode pour estimer d'autres invariants

Conjecture t tout invariant peut être borné à l'aide de K et de D •

b) Adapter cette méthode au cas des fibres hermitiens (dans oe oas l'esti-

mation des valeurs propres de l'opérateur T yD*DT semble avoir un in*

téret en elle-m8me), voir aussi ( j M M Q .

o) Essayer d'améliorer les estimations connues de /K, . . En particulier*
v vmin

est-il possible d'estimer le p-ième nombre de Betti uniquement en fonction

de K et de B pour toute v.r. ̂ /uy* D (problème important).
d) Dans le théorème fondamental (pages 17-18) peut-on remplacer l'hypothèse
ponctuelle <D*DTfT > « A |Tl

2 par une condition intégrale « D*DT,T p4 (
f 2 \ f 2

i.e. j(DT| £A||T| • Ceci permettrait d'estimer* directement les valeurs

propres du spectre de D D* De plus» ceci permettrait de faire le même raison»

nement lorsque 1! est non compacte et de se poser des questions telles qu»t

sous quelles hypothèses le spectre de D D est-il disoret? peut-on estimer*

ses valeurs propres (voir [Ë-S-tD pour des références pour oe problème)*

e) Plus précisément, estimer le nombre N ( A ) de valeurs propres plus

petites que A de l'opérateur D D (défini sur les seotions de E yll) à

l'aide du nombre N ( A ) de valeurs propres du laplaoien A(sur les fonctions)*

Notons \ les valeurs propres de D D et A. celles de^L. On sait déjà,

si <ô désigne la dimension de la fibre de E •M, (voir [S-S-Û] ) que

(2) S .-̂
Exemple» Soit E > T n un fibre trivial sur T n muni d'une métrique

plate (exemples n'importe quel fibre ®P(T*(Tn)) ou

Soient T.,...,Tg des seotions parallèles et orthogonales. Alors

i) - Af.T± .
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En particulier, si f eet une fonction propre de Z\ correspondant à la

valeur propre \ (i«e. Z*f •X«f)t il lui oorrespond *£ sections propres

f.T_ | .««y f.lg correspondant à la même valeur propre

L'inégalité (2) est dono optimale* Notons aussi que

K(j\) - ^ . H ( A )
d'où la conjecture

Con.lecturet Pour tout fibre vectoriel riemannien ou hennitien sur une variété

riemannienne9 on a
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