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LES ESPACES A CONNEXION PROJECTIVE ET LA
GEOMETRIE PROJECTIVE DES ,PATHS*

par

KENTARO YANO

INTRODUCTION.

Pour étudier la Géométrie projective généralisée, nous
avons actuellement trois points de vue différents: le point de
vue de M. E. Cartan, celui de M. T. Y. Thomas et celui de M.
D. van Danrtzic. Mais la relation entre la théorie de M. E.
CarTaN et celles des autres n'est pas encore complétement
éclaircie. Le but de ce Mémoire est de montrer comment on
peut traiter la théorie de MM. T. Y. Tuomas et O. VeBLEN
avec la méthode du repére mobile de M. E. Carrtan et étudier
les notions fondamentales dans la théorie des espaces a conne-
xion projective.

Aprés avoir exposé l'apergu historique de cette théorie
dans le chapitre I et quelques notions préliminaires dans le
chapitre I, nous considérons, dans le chapitre III, les transfor-
mations des repéres projectifs semi-naturels. Nous montrons
qu'on peut décomposer une transformation de repére semi-na-
turel correspondant au changement de coordonnées, en deux
transformations partielles, I'une transformant un repére semi-
naturel en un repére semi-naturel ayant le méme hyperplan
de l'infini que l'ancien et l'autre transformant simplement 1'hy-
perplan de l'infini; et que la premiére correspond au change-
ment de coordonnées et la deuxiéme correspond au change-
ment de la coordonnée surnuméraire de MM. T. Y. Tuomas
et O. VEBLEN.
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Dans le chapitre IV, nous montrons qu'une transformation
des composantes de la connexion projective correspondant a
un changement de l'hyperplan de l'infini donne ce que les
géometres américains appellent le changement projectif de la
connexion affine.

La chapitre suivant est consacré a l'étude des équations
différentielles des géodésiques et du paramétre projectif normal.
La notion de paramétre projectif normal dans la Géométrie
projective des ,paths" a été récemment introduite et étudiée
par MM. J. H. C. Wuiteseap, L. Berwarp et J. Haanties. Nous
montrons, dans ce chapitre, qu'on peut facilement arriver,
du point de vue de M. E. CarraN, a cette notion et qu'on
peut lui donner une interprétation géomeétrique toute na-
turelle.

Dans le chapitre VI, le tenseur de courbure et de torsion
de M. E. Cartav est considéré et il est montré que ce tenseur,
qui est invariant par rapport au changement de 'hyperplan
de l'infini s'il n'y a pas de torsion, devient le tenseur projectif
de courbure trouvé par M. H. WevL quand la connexion est
normale.

Dans le chapitre VII, nous montrons que les composantes
de la connexion projective de M. T. Y. Thomas ne sont autre
choses que les composantes de la connexion par rapport au
repére naturel de M. E, Carran et, de plus, nous étudions la
relation entre le parameétre projectif de M. T. Y. Tuomas et le
parameétre projectif normal.

Dans le dernier chapitre, nous nous occupons du probléme
de la représentation des espaces a connexion projective, c'est-
a -dire du probléme qui consiste a chercher un espace a con-
nexion affine a n -+ 1 dimensions qui peut représenter l'espace
donné a connexion projective a n dimensions, une géodésique
correspondant a un point et une surface totalement géodésique
a une géodésique et nous montrons que les espaces a connexion
affine employés par MM. J. H. C. Whiteneap et J. Haanties sont
caractérisés par les mémes propriétés intrinséques.

Qu'il nous soit permis d'exprimer ici notre respectueuse
gratitude a notre maitre, M. E. Carrtan, dont les conseils et
I'encouragement ont été extrémement précieux pour nous.
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Chapitre I

APERCU HISTORIQUE.

On doit la théorie des espaces a connexion affine a M.
H. Weye [(125)] !} qui a généralisé la notion de parallélisme de
M. T. Levi-Cvita [(61)] dans les espaces de Riemann, en prenant
n® (n + 1)/2 fonctions IIY, symétriques par rapport aux indices
inférieurs comme composantes de la connexion a la place des
symboles de Christoffel.

Dans une variété a connexion afline, les courbes auto-
paralleles qui correspondent aux courbes géodésiques dans
I'espace riemannien sont données par les équations

d*u’ ; dw dut
(1.1) g T e s T
Les courbes définies par les équations différentielles (1.1) sont
appelées ,paths” par les géomeétres américains, MM. L. P. Eisen-
nart [(27), (28), (29), (30), (31), (33), (34), (36), (37)], O. VEBLEN
(103), (104), (105), (114), (115), (116)], J. M. Tuomas [(91), (92]]
et T. Y. Tuomas [(101)].

Les savants américains ont considéré que ce qui est essen-
tiel, c'est l'existence du systéme de paths, tandis que M. H.
WEYL a pris comme notion fondamentale celle de parallélisme.

La théorie des invariants différentiels des équations (1.1)
a été étudiée par les mathématiciens de I'Ecole de Princeton
et nommée par eux la Géométrie des paths.

En 1921, M. H. WeyL [(124)] a montré que deux conne-
xions affines I, et I/, satisfaisant aux relations
(1.2) I, =1, — 8 ¢, — 30,
ot D, sont n fonctions arbitraires, donnent le méme systéme
de paths.

Dans le sens que cetle transformation des composantes de
la connexion affine ne change pas le systéeme de paths qui corres-
pondent aux droites de l'espace euclidien, ce changement s'ap-
pelle changement projectif de la connexion affine. La théorie

1) Les nombres figurant entre parenthéses renvoient a la Bibliogra-
phie placée i la fin du Mémoire.
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des invariants différentiels qui ne dépendent pas de ce chan-
gement s'appelle la Géométrie projective des paths.

Cette géométrie a été étudiée aussi par M. L. P. Eisex-
HART [(34), (35)] et ses collegues, MM. O. Vesen [103), (114),
(115)], J. M. Thomas [(90)], T. Y. Tuomas [(94), (96), (97), (101)].

La Géométrie projective est la théorie des propriétés des
lignes droites qui sont indépendantes des conditions posées dans
la Géomsétrie affine. Ce fait se traduit par celui que la Géo-
méirie des paths est la théorie des lignes droites qui sont défi-
nies par les équations différentielles (1.1) et qui ne dépendent
du choix particulier du paramétre.

MM. L. P. Eisenaart [(27)] et O. Vesren [(103)] ont montré
qu'a un changement de paramétre correspond un changement
de la connexion affine de la forme (1.2). Cette question de
paramétrisation a été étudiée aussi par M. J. Doucras [(26]]
qui a choisi comme équations différentielles définissant les
paths :

d*u’

(1.3) i = I;I' (z, p),
ou . du'
P =g

et les H' (u, p) sont des fonctions homogénes du second ordre
2

par rapport aux p’'. Dans le cas considéré par M. J. Douctas,
les composantes de la connexion sont données par

o HY
) (P S
Ik 2 0du’ 0 du*
par conséquent, les ]l_/’fk sont des fonctions non seulement des
variables u', mais aussi des différentielles du’.

M. J. DoucrLas a montré que si l'on effectue un change-
ment arbitraire du paramétre ¢ il correspond toujours un
changement des composantes de la connexion de la forme (1.2)
ou les II', et ¥; sont des fonctions des variables u' et des
différentielles du' . Pour bien faire comprendre que les pro-
priétés étudiées dans la Géométrie projective des paths sont

indépendantes du choix du parameétre, il I'appelle la Géométrie
descriptive des paths.
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On appelle actucllement la géométrie de M. J. DoucLas
la Géométrie projective générale des paths, tandis que la
¢éométrie étudiée par MM. L. P. Eisennart, O. VesLen, J. M.
Tuomas et T. Y. Tuomas est appelée la Géométrie projective
restreinte des paths.

D'autre part, M. E. Cartax [(9), (10), (11), (18), (19), (20),
(21)] a introduit, dans l'étude des wvariétés, la méthode du
repére mobile et avec cette méthode élégante il a réussi a
établir tout naturellement une belle théorie des variétés a
connexion projective. Dans cette théorie, M. E. Cartan a dé-
fini une variété a connexion projective comme une variété
numérique qui présente, au voisinage immédiat de chaque
point, tous les caractéres d'un espace projectif ordinaire et
doué, de plus, d'une loi permettant de raccorder en un seul
espace projectif les deux petits morceaux dqui entourent deux
points infiniment voisins. En d'autres termes, il a associé a
chaque point A, de la variété numérique un espace projectif
tangent, rapporté a un repére formé avec n -1 points analy-
tiques indépendants A,, A,,.., A, et il a défini la loi de rac-
cord des espaces attachés aux deux points infiniment voisins
A, et A, dA,, cest-a-dire la connexion projective, au mo-
yven d’'équations différentielles de la forme

dA, = 0’ A,+ w0 A +..... + o’ Ay,

dAl == (D‘; A(, -+ (.O: Al +..... -+ (.l);1 An,
(1.4)

dAn == (D‘;‘ A“ -+ (1):’ Al + ..., + (.0: An ’

ou les m;; sont des formes de Pfaff par rapport aux coordon-
nées de la variété initiale et par rapport aux paramétres arbi-
traires. Il faut bien remarquer que les points A, A,,..., A, sont
analytiques, que les formules (1.4) n'ont de sens que dans l'es-
pace projectif tangent et, de plus, que ces formules ne servent
que de moyen analytique pour développer une courbe de la
variété a connexion projective sur l'espace projectif tangent
en un point de cette courbe.

M. E. Cartax a, de plus, étudié un probléme qui con-
siste a attribuer une connexion projective a une équation
diffsrentielle de la forme y'=f (x, v, ¥'), c'est-a-dire le
probléeme de trouver une connexion projective par rapport
a laquelle l'équation différentielle des géodésiques est celle
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qui précede. Cette étude l'a conduit a la notion de variété
d’éléments a connexion projective.

Ce probleme a été tout récemment généralisé par M. M.
Hacutroun! [(43)] dans sa Thése, au cas d'un complexe de sur-
faces

F(x,y,z,a,b,) = 0,

intégrale générale d'un systéme d’équations aux dérivées par-
tielles complétement intégrable du second ordre,

r=ol(x,yzpq’,
f(xy 2zpq),
t = Y(x,v,2zp49),

I

0z 0z 0’z s — 0%z § = 0’z
T oaxr’ T T oxoy T T oyt

La notion de connexion projective étant une fois intro-
duite, les géomeétres americains, surtout ceux de I'Ecole de Prin-
ceton, ont commencé a étudier les variétés a connexion pro-
jective par la méthode du Calcul tensoriel.

En partant du changement de composantes de la conne-
xion (1.2), M. T. Y. THomas [(94)] a obtenu les fonctions

I3 7 1 i ¢
a5 MG =10 = g Gl = g 80T

qui ne changent pas quand on effectue un changement de H;k
de la forme (1.2).

Il est a remarquer que M. E. Carran a, déja en 1924, con-
sidéré ces composantes de la connexion projective en prenant
comme repére projectif le repére mnaturel [(10)].

M. T. Y. Tuomas a choisj les *II!, comme composantes de
la connexion projective associée au systeme de paths par (1.1).

Les composantes de la connexion projective 'll;k ne se
transforment pas comme composantes d'une connexion affine,
mais si l'on ne considére que les transformations de coordonnés
dont le jacobien est égal a l'unité, c'est-a-dire les transforma-
tions de coordonnées qui ne changent pas les volumes, les 'II;.‘_
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se transforment comme composantes d'une connexion affine.
M. T. Y. Tuomas [(94), (96)] a nommé Géométrie équi-projective
des paths la géométrie des paths vis-a-vis de ce groupe spécial
de transformations.

Dans son Mémoire paru en 1926 dans ,Mathematische
Zeitschrift", M. Y. Tuomas [(95)), (98)] a montré qu'il est possible
de réduire la Géométrie projective d'une variété a n dimen-
sions a la Géométrie affine d'une autre variété associée, a n+ 1
dimensions.

Il a associé a une transformation de coordonnées u* de la
variété initiale une transformation de la forme

(1.6) fur = logs
u’ = u’ (u),
ol
ou’
A= oul

et il a introduit les composantes d’une connexion affine dans
la variété associée a n + 1 dimensions

1 L, =1 — +T h‘ 11, — + 1 o, 117,
X Ao 1 A . .
(1.7) ‘Hpo__"”ou_'—n-{—lbpc’ (ijk..=1,2,..,n),
10 — n+ 1) e (Mu,v,..=0,1,..n)
ik n__l el s Vs 1Ry ’
ou ,
"I];’“,I — 5z / 'Hf{/ 'H"

A
En utilisant le fait que les fonctions *II,, se transforment
en 'I_l;:v lors des transformations de la forme (1.6) de la ma-
niére suivante:
1A — our {, s 0u* ou® n -bgui )
4 ous 0 dur dw¥ | ourdu” )’

M. T. Y. Tuomas [(98)] a étudié les coordonnées normales pro-
jectives, les tenseurs normaux projectifs, le tenseur de courbure
projectif, etc...
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L'introduction d'une telle coordonnée surnumeéraire u® a
été, en 1929, adoptée par M. O. VesLen [(110), (111), (112)]. Il a
réussi, par un emploi heureux de cette coordonnée surnumé-
raire, a établir une théorie projective contenant une Géométrie
projective qui peut étre regardée comme une généralisation d:2
la Géométrie non euclidienne de Cayley.

MM. O. VesrLev et B. Horrmany [(113)] ont trouvé une belle
application de cette théorie projective a la théorie unitaire
des champs physiques; M. B. Horrmaxn [(55), (56)] a trouvé méme
une relation étroite entre cette théorie projective de la relati-
tivité et la théorie unitaire des champs d'Ewstein et MAver.

D'autre part, en utilisant les coordonnées homogénes intro-
duites en 1932 par M. . van Dantzic [(23), (24), (25)], MM.
J. A. Scuouten [(76), (77), (78), (79), (80), (81), (82), (83), (84)], J.
Haanties [(42)], D. van Da~tzic [(23), (24), (25)], et St. Goras
[(41)] ont développé une théorie des variétés a connexion pro-~
jective.

M. D. van Dantzic emploie n -+~ 1 coordonnées homogénes
Z* pour décrire la variété numérique P, initialement donnée
et suppose que les relations entre les coordonnées ordinaires
1 et ces coordonnées homogénes Z* soient données par

u =u (2", 2",..,2")

ou u' (Z) sont des fonctions homogénes d'ordre zéro par rap-
port aux n -+ 1 variables Z* . Par conséquent, si 'on regarde
Z* comme les coordonnées ordinaires dans une variété X,.: a
n + 1 dimensions, 4 une courbe Z» = C*{ dans cette variété
ot les C* sont constantes correspond un point de la variété Pa.

Donc, l'emploi de telles coordonnées signifie un choix
d'un systéme de courbes spéciales. A notre avis, ces courbes
correspondent aux ,rays" étudiés par M. J. H. C. WHiTEHEAD
[(127), (123), 129)]. MM. J. A. ScHouteN, J. Haanties et D. vAN
Dantzse ont aussi trouvé une application de leur théorie a la
relativité [(77)].

Comme nous l'avons exposé dans les pages précédentes,
la Géométrie projective généralisée a été considérablement dé-
veloppée dans ces derniers temps. Mais malheureusement la
relation entre la théorie de M. E. Cartax et les autresthéories
n'est pas encore complétement éclaircie, malgré qu'on ait ac-

tuellement les Mémoires de MM. E. Cartax [(12), (13), (15), (16)],
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J. A. Scuouten [(69), (70), (72)], O. Vesien [(106), 108)] et H.
WeyL [(126)] a ce propos.

M. J. A. SchouTEN a montré dans son Mémoire [(72)] com-
ment on peut expliquer la théorie de M. E. Cartan par la théo-
rie de la connexion de Konic [(60)].

Il s'agit de construire une théorie générale de la conne-
xion de Konic qui contient comme cas spéciaux la théorie des
variétés a connexion projective ou conforme de M. E. Cartan.

La connexion de Konic a été étudiée spécialement par les
géometres japonais, mais cetie théorie n’est pas encore suffi-
samment développée pour qu'on puisse l'appliquer a la théorie
de M. E. Carrtay, comme l'a déja dit M. J. H C. Wuiteneap [(129)].

Dans la conférence faite au congrés international de Bo-
logne en 1928, M. O. VesLen [(108)] a exposé la relation entre
I'Erlanger Programm et le point de vue pris par les géométres
américains, mais il n'a rien dit sur la relation entre les théo-
ries de M. J. A. Schouten et de M. E. Carran et sa propre
théorie.

Pour étudier les géométries modernes, presque tous les
géomz2tres ont adopté la notion de parallélisme de M. T.
Levi-Civita comme notion fondamentale, tandis que pour M. E.
CartaN [voir par exemple (9), (10)], la notion de transport paral-
lele n'est pas la nolion fondamentale; ce qui est fondamental
pour M. E. Carray, c'est une loi qui nous permet de raccorder
en un seul et m3me espace deux morceaux infiniment voisins
de la variété considérée, ces morceaux pouvant étre regardés
comme espaces de Klein a groupe fondamental donné.

Quand il s'agit de la théorie des variétés a connexion
affine, on peut bien l'étudier soit au point de vue de MM. J.
A. Schouten et Q. VesLen, soit au point de vue de M. E. CarTan.
Mais quand il s'agit des variétés a connexion projective ou
conforme, il faut bien des modifications dans la théorie de
M. J. A. Schoutein et celle de M. O. Vesien. Ils ont quand
méme bien réussi a établir une théorie des variétés a connexion
projective et a connexion conforme, d'une maniére élégante,
mais assez artificielle.

Si 'on part de l'idée fondamentale de M. E. Carran, la
généralisation n'offre ni difficulté, ni inconvénient.

Ce probléme a été aussi examiné par M. H. WevL [(126)]
qui a pris l'idée de M. E. CarTay comme fondamentale et a
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bien précisé la relation entre la variété et les espaces tangents
associés a chaque point de la variété initiale.

Nous allons, dans le présent Mémoire, examiner en détail
la relation entre la théorie des variétés a connexion projective
de M. E. Cartan et celles des autres, surtout celle de MM. L.
P. Eisennart, O. VesLen, T. Y. Thomas, en nous appuyant sur les
travaux cités ci-dessus.

Chapitre II
LES ESPACES PROJECTIFS TANGENTS.

Comme nous avons l'intention d'étudier les relations entre
la théorie des variétés a connexion projective de M. E. Cartan
et celle des géomeétres américains, nous allons exposer tout
d'abord quelques éléments essentiels de la théorie de M. E.
CartaN, d'une maniére aussi approchée que possible de celle
des auteurs américains.

Imaginons une variété numérique a n dimensions, c'est-
a-dire une variété dont chaque point est défini par un sys-
téme de coordonnées u',u® ...u". Le voisinage immédiat de
cette variété peut étre regardé comme un espace ordinaire
affine, projectif ou conforme. Dans ce Mémoire, nous allons
regarder le voisinage immédiat de chaque point de la variété
comme un espace projectif ordinaire. Si I'on se donne une loi
qui nous permet de raccorder les espaces projectifs ordinaires
atttachés a deux points infiniment voisins de la variété, on
obtient une variété a connexion projective.

Pour décrire les espaces projectifs ordinaires attachés a
chaque point de la variété (nous les appellerons les espaces
projectifs tangents), donnons-nous dans chaque espace pro:
jectif tangent, n 4 1 points analytiques A,, A,,.., A, indépen-
dants, fonctions des variables u'. u?...u"

Il est bien naturel que l'on suppose que A, coincide avec
le point (u', u? ..., u”) de la variété auquel est attaché 1'espace
projectif tangent, ce que nous ferons toujours dans la suite.

Cela posé, un point quelconque X, situé dans un des
espaces projectifs tangents, peut étre représenté comme com-

binaison linéaire des n--1 points indépendants A, A,,..., A
de l'espace considéré:
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(2.1) : X=X°A+ XA, + ...+ X" A,.
Nous appellerons repére projectif cet ensemble de points
Ay, A,..., A, et sommets du (n - 1)-édre de référence, ces

points respectivement.

Il va sans dire qu'il ne s'agit que des rapports mutuels
des composantes X*, X?,..., X",

Nous appelons X X!,..., X" les coordonnées homogénes
du point X.

Les coordonnées non -homogénes du point X sont défi-
nies par :

: X‘.

(2-2) X == X(»
Ici l'indice { ne prend que les valeurs 1,2,...,n En
g£énéral nous emploierons les lettres latines i7,j, k,... pour les
indices qui ne prennent que les valeurs 1, 2,...,n, tandis que

les lettres grecques seront conservées pour les indices qui par-
courent les valeurs 0,1,2,...n.

Le choix des n--1 points formant un (n - 1)-édre de
référence étant pour le moment tout a fait arbitraire, on peut
prendre n -1 points indépendants B,, B,,.., B, a la place des
n+ 1 points A,, A,,.., A.. En désignant par b5, b),..., b3 res-
pectivement les coordonnées homogénes des points B; par rap-
port au (n + 1) -édre de référence formé avec les points A4;,
on a les formules

B—blA,+bA ++b7A,,
B,—=blA+b'A +--+b"A,
(2.3) : '

B,=b,A +b,A -+ +blA,

| ‘s
le déterminant {b’;1 n'étant pas nul.

D’aprés la convention de sommation pour les indices
répétés deux fois, on peut écrire les formules (2.3) sous la
forme plus condensée,

(2.4) B, = b Ay.

Les n -+ 1 points By, B,, B,,... B. pouvant étre regardés
comme les n -+ 1 sommets d'un nouveau (n - 1)-édre de réfeé-
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rence, on a les formules suivantes, qui sont les réciproques
de (2.4):

(2.5) A;=a}B,,

RS L -
ou les a‘;. satisfont a

=1si A=v
By _ Vap (Y !
(2.6) asz““pbl“al-{zo si hz=z2v,

Comme nous avons supposé que le premier sommet du
(n+ 1)-édre de référence coincide toujours avec le point dela
variété auquel est attaché l'espace projectif tangent, les formules
(2.3) peuvent étre réduites a la forme suivante:

B,=A,,

Bl =bYA«)+b: An ++ b:'An’
(2.7)

anb(::Ao_{. b:xAx 4+ 4+ b:An *

Les formules (2.7) ne doivent pas avoir nécessairement
cette forme, mais on peut supposer qu'on les ait réduites a
cette forme en multipliant au besoin tous les By par un méme
facteur.

Alors les formules (2.5) s'écrivent

A, =B, _
A =aB +aB + - -+ a*'B,

(2.8)
n=a:’lBﬂ+a:lB‘ + et +a:B”’

Les matrices [|a}] et [b,] ont donc respectivement les
formes suivantes:

E

1, 0o, . . .,0 l 1,0, . . . ,0
1 ” 0 1 ” b
we a,a,. . .,a s b,b:, . . ., b i
(2.9) HGA%Z——A [ hb)\fi: |
a,a,. A b,o!, . . R b
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‘ces deux maltrices étant réciproques.

On remarquera dans les formules (2.9) que
az‘ —_ 63‘ et bZ — 57.

[

et que, par conséquent, on a
a; - a;b)=0, a b, =3,
bt ab=0, ab=y.
Cela posé, voyons comment les coordonnées homogénes

X* d'un point X se transforment par rapport a ce chan-
gement du (n -+ 1)-eédre. D'aprés (2.1), on a:

X=X1Az;

en désignant par X* les coordonnées homogénes du point X
par rapport au {(n + 1)-édre de rétérence formé avec B,, B,,.. B
on a

N

X=X"B,
donc
X'A), = X*B,.
En substituant (2.5) dans cette équation, on obtient :
X* a’;t = X+ B,,
(X* a — X*) B, = 0.
. T
Les n -~ 1 points B,, B,,...,B, étant indépendants, les
équations précédentes donnent
(2.10) L X =a X"
Nous avons ainsi obtenu la loi de transformation des
coordonnées homogénes d'un point défini dans un espace tan-

gent, par rapport aux changements des (n1-1)-édres de ré-~
férence,

Il est A remarquer que les équations (2.10) peuvent s'écrire
encore sous la forme

A __ LAYy
(2.11) Xt = b, X*,

en vertu des identités (2.6).
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Cela étant, cherchons.la loi de transformation des coordon-
nées non-homogénes x’ du point X quelconque. En désignant
par x' les coordonnées non-homogénes du point X par rapport

au (n - 1)-édre de référence formé avec B, B,,...,B,, on a
V '__.__K: v p— _,gf .
- Xu' 'Xo

D'autre part, on a d'aprés (2.10)

X=X +aX,
X'=daX,
par suite o
i ( X,
_. aX %\ x5
x'=— L= - —
X(»+ ao.X; . i\ !
U I (Zx&)
donc on a finalement
- a; x
(2.13) X = 1 + a;.‘x"'
la forme réciproque étant
4 ; b x/
(214 Y=irea

Les équations (2.12) nous montrent que les X* ne dépen-
dent que des X* et des coefficients qui définissent le change-
ment du (n -+ 1)- édre de référence, donc on peut dire que les
X* sont les composantes d'un étre géométrique d'apres la défi-
nition de M. E. Cartan. Comme les X* dépendent en outre
linéairement des d', nous appelons le point X, vecteur con-
trevariant projectif et X* ses composantes. M. E. Carran l'ap-
pelle vecteur contrevariant an.lytique [(20), (21)]. ,

Les deuxiémes équations de (2.12) nous montrent que X
dépendent linéairement des X' et des a;; donc les X' sont
aussi regardées comme composantes d'un étre géométrique;

nous l'appellerons simplement vecteur contrevariant et X' ses
composantes.

Quand les coordonnées non-homogénes x' du point X
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sont infinitésimales du premier ordre, les formules (2.13) peu-
vent s'écrire aux infinitésimales du second ordre prés,

x' = a}x’,

ou X' sont aussi des quantités infinitésimales du premier ozdre.
Donc, si les x' sont infinitésimales, elles sont aussi regar-
dées comme étant les composantes d'un vecteur contrevariant.
Cela posé, considérons maintenant d’autres figures qui se
présentent dans l'espace projectif tangent. . .
Premiérement, un hyperplan analytique dans. un espace
projectif tangent est représenté par n--1 quantités T, telles
que l'équation linéaire

(2.15) T, X» =0,

ot X* sont des coordonnées homogénes du point courant,

représente l'hyperplan. En substituant (2.11) dans (2.15) on
trouve que :

12.16) T, = b T,

peut étre adoptée comme loi de transformation des T, . Nous
appelons cet hyperplan analytique vecteur covariant projec-
tif et T, ses composantes. Les équations (2.16) se décomposent
comme il suit:

Tn = Tu

(2.17) T,=bT,+b T,

Or, on voit que T, ne change pas pendant la transfor-
mation du (n + 1) -édre de référence; nous l'appelons scalaire
projectif. Si T, =0 par rapport a un (n--1)-édre de réfé-
rence, cela sera vrai par rapport a tous les (n - 1)-édres de
référence. Dans ce cas, lI'hyperplan passe par le point A,
et on a

(2.18) T—=b T,

donc T, représentent un étre géométrique, que nous appelons
vecteur covariant et T, ses composantes.

Comme dernier exemple, prenons une quadrique analytique
2.19) G, X" X" =o0.

Si I'on effectue un changement de (n + 1)-édre de réfé-
rence, G;, se transforment en Giu de la maniére suivante :
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- S 1T
(2.20) Gy = b3 b, Gz -
d'ou on a en posant 1=0 et A=p=0,
—éoll = b; Goe
—Goo = Uogo -

Nous appelons cette quadrique tenseur covariant pro-
jectif du second degré et G,, ses composantes.

Il est a remarquer que G,, sont les composantes d'un
vecteur covariant projectif et G,, un scalaire projectif. Les
G, nous offrent l'interprétation suivante:

Considérons le premier sommet A, du (n + 1) -édre de
référence; il a (1.0,...0) comme coordonnées homogénes et
I'équation de son hyperplan polaire par rapport a la quadri-
que (2.19) est

GuX*=0.
Si l'on pose
Gi _ Goi __
(2’21) G00 - Y,']1 Gm =4 it

I'équation de la quadrique s'écrit, avec les coordonnées non-
homogénes x' : '

(2.22) 1, 2 4- 2¢:x" + 1=0.

L'équation de I'hyperplan polaire du point A, par rap-
port a cette quadrique est

(2.23) e x 4+ 1=0.

Ecrivons encore l'équation du coéne de sommet A, circon-
scrit 3 la méme quadrique. De 'équation (2.23) on tire
o 0 x x L 20 X - 1=0.

En retranchant cette égualion de 1'équation (2.22) on
trouve l’éguation du céne:

(2.24) g, x x =0,

ou &i =V;— 9 ¥
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La considération des quadriques de cette sorte dans
Ya théorie des variétés a connexion projective a été premiére-
ment donnée par M. E. Cartan [(13)] et développée par M. O.
Vesren [(110), (111), (112)], qui a identifié le cone (2.24) avec
le cone de lumictre dans la théorie projective de la Relativite.

La notion de vecteurs et tenseurs projectifs étant une
généralisation de la notion de vecteurs et tenseurs ordinaires,
les opérations bien connues pour les vecteurs ou les tenseurs
ordinaires, addition, multiplication, contraction, peuvent s'appli-.
quer aux vecteurs et tenseurs projectifs.

Addition : X+ Y, X3+ Y5 .Gy + Fy,.
Multiplication : xXtyr XY, XA Y.
Contraction: X'V, , F '

Any

Dans le Calcul tensoriel projectif, il y a une opération
caractéristique.

Prenons par exemple un tenseur projectif F,_p' contreva-
riant par rapport a l'indice v et covariant par rapport aux
indices X et p.

Si l'on pose x==0, les F,,” sont les composantes "d'un
tenseur contrevariant par raport a v et covariant par rapport
a p. Si l'on pose encore =0, les F_"” sont les composantes

oo

d’un vecteur contrevariant projectif. Si l'on pose v=17 on ob-
tient un autre tenseur projectif, Fy, .
Sur ces questions, on peut consulter le Mémoire [(20)]

sur le Calcul tensoriel projectif ou le livre [(21)] sur les espa-
ces A connexion projective, de M. E. CAgTAN.

Chapitre III

LES TRANSFORMATIONS DES REPERES PROJECTIFS.

Passons maintenant a la loi qui nous permet de raccorder
en un seul les espaces projectifs tangents attachés a deux
points infiniment voisins.

Prenons un point (u!',u*...,u") de la variété et un
{(n4 1)-édre de référence attaché a ce point, formé avec n-+1
sommets A,, A,,...,A,, le premier sommet A, coincidant
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avec ce point. A un point (u'-du', u*+du*..., v* + du”) infini-
ment voisin du point (u',..u") est associé aussi un (n+1)-
¢dre de référence formé avec les n+-1 points A, +dA,,...,
A.+dA, . '

Si l'on fait le raccord des deux espaces projectifs tan~
gents, on aura des formules de la forme

A dA” =1 + o) A — w A .. + o A” s

(3.1) Al _{_ dAl :wt A"_{_ (l—,l‘(l):) Al + ..n.._ + (J);'“‘Anv,
Au - dAn = ‘u.l;x Ao + w:a Al Tt -+ (l ~+ w::) An'

ou les m:[ sont des formes différentielles linéaires par rapport
aux difféerentielles du', du?,....,du",

A__ R g
w, = o, du*.

Le formules (3.1) peuvent s'écrire

] dA =w' A + o A +..... + ! A,, ,

'

dA =0l A, + @ A+ ol A,

(3.2)

Dans les formules (3.2), multiplier A,, A,,... A: par un
méme facteur revient a ajouter une méme différentielle exacte

aux ¢léments de la diagonale principale de la matrice || (of;“,

Mais comme les formules (3.2) ne servent qu'au déve-
loppement d'une ligne de la variété sur l'espace projectif tan-
gent, on peut ajouter aux éléments de la diagonale principale
une méme forme de Pfaff quelconque, cette forme de Pfaff
étant toujours une différentielle exacte le long de la courbe
qu'on développe. Donc on peut dire que la loi de raccord est
complétement déterminée par la connaissance des formes?)

A A
W — 0" W,
n n

Nous appelons, avec M. E. Carrtay, o), ) et of —d o les
composantes de la connexion projective.

1) Voir E. CARTAN (10), (21).



CONNEXION PROJECTIVE ET GEOMETRIE DES PATHS 23

PO ~
Cela posé, voyons comment les formes , se transforment

pendant la transformation de (n + 1)-eédre de référence dé-
finie par

2.5 A, =d) B,
ou

1sipn=0
: p;\“: !
B =% { 0si ps=0.

Désignons par 6; les composanfes de la connexion projec-
tive par rapport au (n + 1) -édre de référence formé avec les

n+1 points B,, B,,....B,; alors on aura:
dB,=w,B, +-w!B, +------ + w"B,,
(3.3) ] dB, =w'B,+w'B, +-----. + w"B,,
] dB——(o“B,.u)B—I— ------ +w:B,,

ou sous une forme plus condensée :
(3.4) dB, =@y B, .
Des formules (2.5), 1'on tire:

dA; = (da}) B, + a3 dB,

d’ou
| oY A, =: (da}) B, -~ dyw, B, ,
o} a,,B = (dd} ) B, + 016;',3 ,
donc on a
(3.5) a,oy =da; +diw,.

Posons dans les formules (3.5) X =0, alors on aura,

13
0!

(3.6) el =0

puisque a'' =20

En posant encore v =1 dans les formules (3.6, on a, en
vertu des identités a} =0,

3 ] e ol
a,-u)‘, =W, .
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Comme »; sont des formes de Pfaff linéairement indé-
pendantes, on peut choisir a;' de maniére a avoir
0! = du'.

Les repéres réalisant cette condition sont appelés semi-
naturels par M. E. Cartan. Nous supposerons dans la suite que
les repéres soient toujours semi-naturels, c'est-a-dire que

P
o) = du’ .

Cherchons la loi de transformation des repéres semi-
naturels, c'est -a - dire une transformation de la forme (2.5) qui
permet de passer d'un repére semi-naturel a un autre repére
semi-naturel. A cet effet, posons dans les formules (3.5)

w!=du", ' =du’
alors, on obtiendra des (3.5) en posant 2 =0, v=1i
- . ) — i
a;w; + ajo]=da; + a, v + aj v},
a; du’ = du’

d'ou

Donc: Afin que les formules (2.5) fassent passer d'un
repére semi-naturel 4 un repére semi-naturel, il faut et il
A . "
suffit que la matrice || a, || ait les éléments a =3, a =29 et
a} arbitraires; soit

i! 1, 0,0,.--.,0
i! a',1,0,----,0
4 A v
). “a:lnz i a, 0,1,----,0
a;,0,0,----,1 ||

En d'autres termes: Si les points analytiques A,, A, dé-
finissent un repére semi - naturel, le plus général repére semi -
naturel est défini par les points

1) Les 3,’-' (symboles de Kronecker) s'emploieront dans la suite tou-
jours dans ce sens.
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A,=A,, A;/=A;+ ®; A,
avec O; arbitraires. Il s'ensuit qu'un repére semi-naturel est dé-
terminé par la donnée des points A, sur les tangentes des.
lignes paramétriques issues du point A, ou, ce qui revient au
méme, par son hyperplan de l'infini.

Nous allons maintenant prouver qu'il y a un repére semi -
naturel et un seul, vérifiant la condition

w— V=0 —nwl=0.
En effet, posons v =1, » = dans les formules (3.5); on a
;, wh da'—‘—a“u),“
a@,w} + a of =da; + ajw; + af @,
o);f=a‘,‘-du'A+ u—);;
en posant A=v=0 dans (3.5) on a
a, o =da; + al'v,
! + af du’ =u?
donc on obtient
o —nw;=w;—nw, — (n+ 1) a}dw’,
ce qui nous montre que pour annuler v —now), on n'a qu'a
prendre a; de telle maniére qu'on ait
u)f —no'=(n-+1) a‘,’-dui.
Le repére projectif réalisant cette condition est appelé par M.
E. Cartan, repére naturel. .

Dans la théorie de M. E. CartaN que nous avons exposée,
la connexion projective étant complétement déterminée par les
formes wt — b; 0, la forme de Pfaff o, ne joue aucun réle,
Mais, dans ce qui suit, nous voudrions présenter les choses
d'une autre maniére en faisant jouer un roéle a la forme pa-
rasite w,.

Nous avons vu que, pour un systéme de coordonnées
(u', u?,...u"), on a une classe de repéres semi-naturels et un
seul repére naturel dans un espace projectif tangent a la variété
a connexion projective.

Les coordonnées (u', u?,...,u") qui désignent des points
de la variété étant tout a fait arbitraires, on peut passer d’un
systéme de coordonnées a un autre systéme par une transfor-
mation analytique
3.7) u =u' ().
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Les repéeres semi-naturels relatifs a l'ancien sysi¢me de
coordonnées ne peuvent plus évidemment étre semi-naturels
par rapport au nouveau systéme. Il se pose alors la question
d'étudier le passage d'un repére semi-naturel relatif a I'ancien
systéme, 4 un repére semi- naturel attaché au nouveau systéme.
. .Ce passage peut étre effectué en deux étapes: 1" on change
les coordonnées (u) et on conserve l'hyperplan de l'infini du
repeére, et 2° on conserve les coordonnées (u) et on change
I’hyperplan de. l'infini du repeére.

10 Dans le systéme de coordonnées (u',u?,...,u") on a,
pour un repére semi-naturel, la relation caractéristique

dAn = (I):: Au + du“Al' !

ou o' est une forme de Pfaff; posons

(3.8) wy=p,du’,
alors on a : .
(3.9) dA,=p,du’A, + du'A,.

Effectuons la transformation de coordonnées (3.7) ; on tire
alors des formules (3.9)
; ou/ ;
d o“Pj a d‘ An T d—' J- A/.

Cela nous fait voir que le repére deflm par les points
analytiques

_ A, = A,

(3.10) - ou’

: l A= S=r A

est un repére semi- naturel. Ca.r en posant
— ou’

(3.11) P/ = oy Pi

on a la relation caractéristique
dA,=p, du’' A, + du* A,

De plus, comme les points A; dépendent linéairement des
points A;, ce repére a le méme hyperplan de !'infini que le
repére initial, et cela, comme nous l'avons remarque, le déter-
mine complétement.
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Nous appelons simplement ,translormation de coordon-
nées” cette transformation qui ne change pas l'hyperplan de
I'infini.

Cela étant, voyons comment -se transforment les coeffi-
cients des autres formes de Pfaff v’ et w; pendant cette trans-
formation. Posons

w = wj, , du’,
(3.12) { ‘)j — (u L dut
alors on a
(3.13) dA,=u, da* A, +uwi da* A,
ou
A() - A(h
- ou’
l A= o i
Des équations (3.13), 'on déduit
0%u’ — , ou” —_ = bu
—bﬁ—aﬁ.dUkA" -t 3‘:1— dA"= w, du“'Ao + © d—k Aa,
0" ou® ou’ ou’ .
b_Ei_bu—_"‘dEkA" a: ( be b—/' d‘ukAO T mhrb‘“k d—kA
=wj, da* A, + ), du --~——A
d'ou e :
; u‘
(3.14] (1);:‘ a!l;-’ a’: m‘l"
' 0% du’ ou , _ ou
313 S ow o oat e = o U

Donc on a le théoréme :

Pendant la transformation des coordonnées (qui ne change
pas [l'hyperplan de Ulinfini) les fonctions wj, se transforment
comme ‘les composantes d'un tenseur covariant affine et les fonc-
tions w;, comme les composantes d'une connexion affine.

2°, Maintenant, nous allons considérér la transformation
entre repéres semi-naturels relatifs a un méme systéme de
coordonnées, c’est-a-dire la transformation qui change I'hyper-
plan de [l'infini.

Nous avons vu plus haut que ce changement peut étre
représenté par
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(3.16) {%if b A,

ou P, sont des fonctions de u’.
En substituant (3.16) dans
dZ"=Z0-3 Zo + du"z,- .
on voit que

(3.17) o=w + P, du’ .

Ici la forme de Pfaff ’ joue un role assez important, mais

il faut remarquer que la considération de cette forme n'a aucun
rapport avec la théorie de M. E. Cartan.

Pour apporter plus de symétrie dans la formule
dAo == P; dll'.A() -+ du‘A,‘ ’

nous écrirons

(3.18) . du’ = 0°=p,du’,
alors, nous aurons }
(3.19) dA,=du’ A, + du’A;.

La forme de Pfaff w’=p, du’ n'étant pas en général une
différentielle exacte, u’ n'est pas une variable véritable ; nous
appellerons u’ avec M. J. A. Scuouten [(75), (86)], la variable
non - holonome.

La variable non - holonome u® étant ainsi définie, la trans-
formation (3.17) peut étre représentée comme une transforma-
tion de variable non~holonome :

(3.20) da’=du’ + ©; du’.

Nous appelons simplement ,la transformation de la vari-
able non -holonome u"" cette transformation qui change 1'hy-
perplan de l'infini en transformuant les repéres semi-naturels
en repéres semi-naturels.

Voyons maintenant comment les fonctions o), et ), se
transforment quand on effectue cette transformation de la
variable non-holonome u'.

En désignant les fonctions transformées de wj, et (o;-',, par

®), et wj, respectivement, on a
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dA =o' A, + i A,
dA, - (@) A, — @, dA,=o) A, -}—m}tﬁ‘—‘-q’ A),

o} A+wjA; —(dP) A, — @ (p,dut A, v—duA)'—m A, +wi(A,—9A),
d'ott .
o — ix — O,p,=uw} — P,w},,
Wl —@iS;;:E;Zk,

od;
O, = 250,
"k ou*

Donc on a le théoréme:

Pendant la transformation de la wvariable non - holonome
u® (transformation de I'hyperplan de ['infini), les fonctions wj,
et w!, se transforment respectivement d'aprés les formules sui-
vantes :

T b SO AL T L Lt
wj, =wf, — P; 5},

Soulignons, en terminant ce chapitre, qu'une classe de
repéres semi-naturels par rapport au nouveau systéme de coor-
données (u') correspondant a une classe de repéres semi-
naturels par rapport a l'ancien systéme de coordonnées (u;),
nous avons décomposé le changement de repére semi - naturel
en deux opérations partielles:

— premiére opération: passer d'unancien repére semi - naturel
au nouveau repére semi-naturel qui a le méme
hyperplan de l'infini que l'ancien;

— deuxiéme opération; passer d'un repére semi-naturel a
un autre repére semi-naturel dans un méme systéme
de coordonnées en changeant I'hype-plan de !'infini;

et que nous avons convenu d'appeler la premiére opération la

transformation des coordonnées u’ et la deuxiéme la transfor-

mation de la variable non - holonome u".
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Chapitre IV

LES TRANSFORMATIONS DES COMPOSANTES DE LA
CONNEXION PROJECTIVE.

Considérons un contour fermé infiniment petit, partant
d'un point P de la variété et y revenant. Les coordonnées ho-
mogénes X* d'un point dans un espace projectif tangent atta-'
ché a un point P subiront une variation infinitésimale A X* et
on aura les formules [(10), (21)]

AX“ o Q:IXU — Q?Xl —_— . — sz(’ol Xn _— 0 s
J AX' — QX — QX e — X" =0,
(4-1) l ' i -
AXn - X —Qr X' — . QX" =0,
ou N
Q= —(«})+ [0/0],
Q)= — (0])+ [0) @] + [o] o],
(4'2) 0 — PRy 0 0 [k ii !
Q=— (V) + [0} 0)] + [} o],
Q= — (0]} + [0 ©]] + [0} /],

Il faut remarquer que (4.1), comme (3.2), définissant un
déplacement projectif infinitésimal, seules les formes S!; - 8:; Q
ont un sens géométrique.

Le point P regardé comme étant celui de I'espace pro-

jectif langent a comme coordonnées homogeénes (1,0,0,...0).
Donc la variation de ce point satisfait a

AXY— 0 =0,
[AX*—Q;,=0,‘

1.\X~—sz:=o.

Si le point P revient a4 sa premiere position aprés un tour,
on dit que la connexion est sans torsion. Une condition né-
cessaire et suffisante pour que la connexion soit sans tor-
sion, est donnée par les équations suivantes

4.3) O'=0, U=0,..., O"=0.
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D'aprés les deuxiémes équations de (4.2), ces conditions
peuvent s'écrire
— (0) + [0} 0] + [0 w]] =0.

En substituant

(v):‘, == dﬂ' '
w,=p, du’,
w; = wj, du*,
on obtient
[p; du* , du] - [dv/, v}, du*] =0,
(w}, — dp,) [du’ du*]=0.
En posant
(4.4) ll;k = u);:k — h;pk ,
on a, comme condition pour que la connexion soit sans torsion,
(4.5) 1, = 1I;,;.
Cela dit, considérons un point
X=X"A, - X'A .. -X"A

dans un espace projectif attaché a un point P(u’) de la variété ;
ce point viendra coincider avec le point correspondant quand
on fait le raccord des espaces tangents, si 'on a dX=h X, ou

dX=dX" A, + X*dA,
= (dX" — X" op) Ay,
Clest-a-dire si 'on a.
dX* 4+ X* o) du' =R X"

Les premiers membres de ces équations s'écrivent encore
sous la forme suivante

(4.6) dX* + X* (o). — d4p) du' 4+ X*p,du’.

Posons

A __ A __ 8k
[ ”:u'_"ww' bP Pis.

4.7) N .
l ”xwz b;'
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alors, en remarquant que

du’ =p, du’,
on obtient de (4.6)
(4.8) dx* + Xt} du’.

ny
Des équations (4.7), on tire les suivantes:
[ Il = vy — p;=0,
IlY, = w
(4.9) l Hik_‘_: ik 1

;P &
of ®,; —'bi'

I, = i, — 8 p,.
Les premiéres et troisiémes relations nous assurent que .
A__ &8A '
1= 87,
donc on a

A ___' Ao 8§
(4.10) WA =1k =,

Nous avons déja vu que, pendant la transformation de la
variable non-holonome u°

du’=du’ + O,du’,
c'est-a-dire pendant la transformation
(4.11) 5,-=P,- +(I)iy

les fonctions wj, et w}, se transforment en ®}, et w/, respective-
ment de la maniére suivante:

0 e, 0 —_ i
(4.12) w, = wj — P; , — &, C, + P, 0, — D, p,,
(4.13) wj, = wj, — ;9.
En outre, nous avons aussi vu que les fonctions wj, et wj,

se transforment en ), et wj, respectivement pendant la trans-
formation de coordonnées u' de la variété, de la maniére
suivante :

— o du’ du™
(4.14) mik == w,m b;[ .a_l;k_ ’
4, LG Y, ou™ Ou” 0u
(413) Ok = a;if( Qo dui duk " dul a“uk)



(4.19) !
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Cela etant voyons comment les fonctions 11 uv Se trans-

forment en IIu, pendant les deux transformations.
En tenant compte des formules (4.9), (4.12) et (4.13), on
voit que l'effet de la transformation (4.11) est
[ oy, =11, =0,
I, =11y, — @, @, — (@, , — ®,IL,),
(4.16) { IIf,, =1}, =&,
I, =11, — b, — 5l b,
l I =% =s*,

Les quatriémes équations représentent le changement des
composantes de la connexion projective, obtenu tout d’abord
par MM. H. Weyt, L. P. Eisenuart et O. VesLen [voir (124), (27),
(103), (133)]. | ‘

Pour un changement des coordonnées u' de la variété a
connexion projective, on a la loi suivante de transformation :

I, =11;,=0,
1L, = 11, 3", %3_:'
4.17) 11:., I, =8},
Ty = 95 (s, 20 4 2
Ty, = 1, =¥,

Enfin, pour un changement des coordonnées u’ suivi d'un
changement de la coordonnée u’,

(4.18) { du®=du" +®, du
u = u' (u),
on a les formules suivantes :

]If}, =II},=0,

o , ou’ ou™ ou' ou™ .\ ou! ou™
]l/k = llrna 7 a—L - )m b / a—lz - (q)l,m ‘D l‘/m) a 7 8——;'
I, = 115, =/,

; __ou’ ou™ du” oo i ou” o ou™
1[Ik a i (”fnn a i au W) - zs'q)m 5;‘7: - bk (D'”E;r.

5
AJ' :

| T, =11, =
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Il est a remarquer que la symétrie de Il par rapport
aux indices inférieurs ne se conserve pasen général, tandis que
la symétrie de 1I}, par rapport aux indices j et k se conserve
toujours.

Remarque. Pour obtenir la condition

I = Uy = Mb,,, (M = constante)
posée par M. O. VesLen [(112)] et les autres [(1), (53), (98)], on

n'a qu’a poser

du’ = Ald— p; du’;

. A
alors on aura pour les fonctions li,,

A ~ A
Uy =10y, ==

Oy

et pour la transformation de la variable non - holonome

di'= du’ + - @, du' .

Chapitre V

LES EQUATIONS DES ,PATHS" ET LE PARAMETRE
PROJECTIF NORMAL.

Dans ce Chapitre, nous allons considérer les géodésiques
et quelques paramétres spéciaux sur ces courbes, en pariant
de la définition des géodésiques de M. E. Cartan [(10), (21)].

Prenons une courbe issue d'un point de la variété. Cette
courbe s'appelle géodésique ou path si son développement sur
I'espace projectif tangent attaché a ce point est une ligne
droite.

Ce fait peut étre exprimé par

d*A, =hdA, +nA,,

ou
dA, = A, + du' A;
d*A=dw’' A, + ! dA, + d*u’ A; -+ du' dA,
= (d) + v} 0! + o du) A, + (o) du’ + d’u’ + oidd) A,
donc, comme équations différentielles définissant les géodési-
ques, on obtient les suivantes:
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du’ + ojde* &% L w]dut
du’ - du |

Mais, en choisissant convenablement un paramétre ¢ et
une fonction 0 de t sur la géodésique, on peut écrire 1'équa-
tion de la géodésique sous la forme suivante:

d? oA,
5.1) g =0

La ligne développée sur l'espace projectif tangent étant
une droite, le rapport anharmonique des quatre points sur
cette droite correspondant a quaire valeurs de #, est égal au
rapport anharmonique des quatre valeurs de %

Nous allons chercher l'équation qui définit le paramétre £.

En employant un parameétre arbitraire r sur la géodesi-
dque, on a

dAn du’ L _dz;"A
5.2) dr ~ dr dr '
’ dA,_ du* Y du*
dr = ©ix gy A, + wi dr —A;,
donc
A, _[dw | (dw)® | dd dut]
dar* | dr* o dr) T Y dy dr
I Cdd | dY du* | du’ du
| dr T Oy dr dr ' dr
A, _[ &’ (de’) |, dd du
5.3) drt ~ | drr T (dr = 10 dr
d*u’ , du/ du* dAu du’
+[dr2 Wi 'dr dr T2 dr ar ]A

Pour que cette courbe soit géodésique, on doit avoir

. dd  dw dudu du® du’
(5:4) “dr T dr 10 dr dr 2 dr dr’
Alors on aura

d’A dAn .
dr;o “dr T 1+ Ao,

ou
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dr

@ (du? | . dadut . dud
53 - n=gp +( ) g dr M ar

Cela posé, calculons
d? 9A0=

aE 0
On a d'abord
doA, _ 1 ( dA,
dt  t (QA°+Q dr)'

ou la l'accent indique la dérivation par rapport au para-
métre r. En dérivant encore par rapport a £, on a

dZQ AO — _‘1‘ ( Q”AO + 2 Ql dAh _}_ d.An] _ _L (Qer + Q _{ié!))

e 1 e Cdr | TP dr
__ o (20 1A o (e L
7'2(17+ ’ t') ar Tl T £’)A°

Donc on a

22 - Lo,
0 t
(5-6) ” o
' -+p.——-t—,g-==0,
o te

comme condition pour que f soit le paramétre cherché.
En éliminant 0, on obtient

I R
ce qui, en posant
tur 3 tuz
(5.7) U= 27
s'écrit
, 1
(5.8) {t}, =2 —57\2—2u~.

{voir E. Cartan (21) p. 5].

L'expression bien connue |t} s'appelle la dérivée schwar-
zienne de la fonction f(r) par rapport a la variable r.
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Le parameétre t étant ainsi déterminé, nous allons intro-
duire un autre paramétre s qui nous permettra d'écrire les
équations des géodésiques sous une forme plus simple. '

Des équations (5.4), 1'on tire

,  da* du’ du* ,, du’ du’ . du’
— 21 7 _L i — 2 e __ . '=
ds 5 7 ds ® W ds ds ° 2 ds ds ° “ds 0.
donc, si l'on prend le paramétre s de maniére a avoir
II d 0 ’2 -~ I—_
+ 2 - ds — s =20,
c'est-a-~dire
0
(5.9) A= s—, +2 %‘5
les équations des géodésiques s'écrivent
du' |, de dut
ds: W g ds =0-

En substituant (5.5) et (5.9) dans (5.8), on trouve

(1), — & _ & pdu 1 o sTdut (d")
2 s’ s'z_{ 2 dr? 2s 29 dr 2 dr) T
d?u° (d_l_z") , du’ du* ( " du Jdu°
2 2\ g) "2 @ T2et 2ar) ar
_ s’l' _ é §Ilz 2 ll" du/ du
T s 2" it dr “dr
. dw du*
— o), -2 G
donc ‘
{t}"__{s}’_ —21I° ‘!F__éuk B
s'2 i*ds ds
D’aprés la formule bien connue
It {s -
(5.10) Lr .,
s?
on a enfin
(1), = — 292 d&

ds ds
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Donc, on peut énoncer le théoréme [(134)]:
Le systéme des géodesiques dans une variété a connexion
projective étant donné par
d*u’ du' du*

(5.11) ds* ll}Ad 3 =0

le paramétre t qui donne la forme (5.1) a l'équation d’une géo-
désique est déterminé par
du du*
(5.12) {t}s == - 2“3‘? ’*‘E—
sur chaque géodesique.

Nous avons ainsi décomposé les équations des géodési-
ques en deux systémes d’équations (5.11) et (5.12). Si l'on se
donne arbitrairement, un point et une direction en ce point,
c'est-a-dire (u'), et (dui/ds),, les équations (5.11) déterminent
un path. La théorie des équations différentielles de la forme
(5.11) a été surtout étudiée par les géometres de I'Ecole de
Princeton. C'est la ,,Geometry of paths' de MM. L. P, EisensART
[(27), (28), (29), (30), (31), (33), (34)], O. VesLex [(103), (105), (114),
(115), (116)], T. Y. Tuomas [(101), (116)], J. M. Tuomas [91), (92),
(114), (115)].

Les équations différentielles (5.11) déterminant ainsi les
géodésiques, 'équation (5.12) détermine une fonction #(s) le long
de ces courbes. Comme 1'on ne connait que la dérivée schwar-
zienne de la fonction #(s), f(s) n'est déterminé qu'a une sub-
stitution homographique prés, ce qui est évident d’aprés l'inter-
prétation géométrique de t donnée au début de ce Chapitre.

Ce parametre f, premiérement introduit par M. J. H. C.
Warteneap [(129)] [voir aussi L. Berwarp (1)], s'appelle parame-
tre projectif normal.

La théorie des équations différentielles (5.11) par rapport
au groupe de transformations

' =1 (u)
étant la Géométrie des paths, la théorie des équations différen-
tielles (5.11) et (5.12) par rapport au groupe de transforma-
tions

u’ =u'(u),

{d{i":d“ + @; du’
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c'est-a-dire par rapport au groupe de transformations des
coordonnées u’

u’ =u’ (u),
et au groupe de transformations de la variable non-holonome u®
du’==du" - @, du’,

qui entrainent les transiormations des composantes IIj, et 1L,

{ l—l;A == “yz —_ (l),‘ (Dk — (Dj', r + q), ll}k ,

M, =11, ~did, — 80,

est appelée par les géométres américains la Géométrie projec-
tive des paths [(voir (1), (34), (42), (90), (94), (95), (101), (103)].

Comme les fonctions I, et Il;ﬁk se transforment respecti-

vement en Ilj; et 11z d'aprés les formules (4.17) quand on
effectue une transformation des coordonnéesz’'=1'(u), il est
évident que les paramétres s et t restent invariants pendant
cette transformation.

Si l'on effectue une transformation de la variable non-
holonome u", c'est-a-dire un changement de l'hyperplan de
I'infini, qui entraine la transformation(4.16) des II’, et ";»v les
équations (5.11) prennent la forme suivante:

d*u’ | - du’ du* , dw du’

(513) g T Wi 4o 2% g =

i) 0.
Pour mettre ces équations sous la forme de (5.11), ef-
fectuons un changement de parameétre s. On définit une fonc-

tion s (s) par

ds
dw ds*
ds
c'est-a - dire par .
da:___ —2({®; dv/
{5.15) = i
Alors, les équations (5.14) se réduisent aux équations
dy’ o dw dut
ds: ' 'ds ds
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ol s est le paramétre affine relatif aux composantes II", de la
connexion affine.

En ce qui concerne le paramétre projectif normal #, il
est évident, d'aprés la signification géométrique de £, que £ ne
changera pas pendant un changement de I'hyperplan de 1'infini.
En effet, on peut montrer par un calcul facile que

» du/ du*
{5.16) Sl — !
RRE 21 l,/. ds s
Les u' et t étant déterminés sur chaquevgéodésique comme
fonctions du paramétre affine s, nous allons chercher la valeur
de la variable non -holonome u"sur chaque géodésique.
En substituant (5.9) dans la premiére équation de (5.6),
on trouve
du t”

2 + ,‘T—Z*gr—'tho,

2loge + logs’ + 2u® — log { = constante,
donc : on a, @ une constante additive preés, le long de la géodésique,

o__ 1 , ds
(5.17) u l og ( dr )

On sait que le parameétre projectif normal ¢ étant défini
par une dérivée schwarzienne, { peut subir une transformation
homographique

yat+b.

ou l'on peut supposer sans restreindre la généralité
(5.19) ad— be=1.

u” étant déterminée sur chaque géodésique, on voit que la
fonction ¢ subit, pendant la transformation homographique
(5.18) de ¢, la transformation suivante

L
t+d

|

(5.20)

Dans son Mémoire intitulé ,,On the projective Geometry
of paths" M. L. BerwaLp [(1)], essayant d'expliquer, uniquement
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du point de vue de la Géomeétrie des paths, la théorie des es-
paces projectifs de I'Ecole de Princeton et l'introduction de la
coordonnée surnuméraire u’ est parvenu a la notion de para-
metre projectif normal.

Il part d'un systéme de paths déterminé par

dw' | du’ dut

(5-21) dst " 'Weds a5 =0

et il définit, sur chaque géodésique, le parameétre projectif
normal f par

(5.22)

-

dvw du*
NV — — o T .
ty. 21 g5 ds

et la coordonnée surnuméraire u", sur chaque géodésique aussi,
par

1 ds
(5.23) ul = — ‘5 log "ai '

ou les 1I7, et IIJ",(. sont symétriques par rapport aux irdices j et
k, et il pose les deux conditions suivantes: 1° ¢ reste inva-
riant quand on effectue une transformalion de coordonnées

u'==u'(u),

et 29, t reste invariant quand on effectue un changement des
composantes de la connexion affine

(5.24) I, =11, — 8@, — 0@,

Le point de vue de M. Berwawp est donc différent du
précédent, puisqu'il n'introduit pas tout de suite u°, mais il

d:

1
définit la variable u’sur chaque géodésique par — b log —Jj— '

ce qui veut dire qu'il a choisi s et t sur cette courbe.

De la premiére condition, on conclut que les 1}, sont des
composantes d'un tenseur affine, tandis que de la deuxiéme
on obtient la loi de transformation des composantes du ten-
seur affine 1Y, vis-a-vis d'une transformatjon (5.24):

_1 f)q.)-/ J .(),(p“.)_ (p,."jk],

(5.25) 1% =1L — ;D oo b
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Ces formules coincident avec les formules classiques si
I'on n’utilise que les repéres naturels et qu'on soit dans un
espace normal (voir les Chap. VI et VII). Sinon elles ne sont
susceptibles d'aucune interpréfation géométrique simple, bien
que la théorie soit cohérente.

Si l'on effectue le changement des composantes (5.24), le
parameire affine s se transforme en s de la maniére suivante:

d§=

ds

(5.26) o 2  Ppdat

donc, ¢ restant invariant, on obtient la loi de transformation
de la variable u’

(5.27) al=u" + fq),, du* .

Il est trés intéressant d'examiner la théorie de M.L. Ber-
wALD de notre point de vue.
Dans la Géométrie des paths on a les équations différen-
tielles
d*u’
ds?

; du’/ du*
g a5 =0

définissant le systeme de paths, et l'introduction d'un tenseur
affine 1I’, veut dire que 'on considére une variété i connexion
projective dont les composantes sont Il et II;, et dont le
systéme de géodésiques coincide avec celui de paths. ‘

Comme le systéeme de géodésiques d'une variété 4 connexion
projective est complétement déterminé par les fonctions H]'-'A,,
on peut chojsir arbitrairement les fonctions I}, .

Alors le parameétre projectif normal de M. L. Berwarp
coincide avec notre parameétre f, et le changement (5.24) corres-
pond au changement de notre variable non-holomone u°. Mais
les (5.25) ne coincident pas tout a fait avec nos équations

ﬁ;k =1 - q)j P, — (P — q>‘.1[j'l‘,) :

Ce fait revient a4 ce que, dans la théorie de M. L. Ber-
WALD, on n'a besoin que de la partie symétrique des fonc-
tions 117,.

La définition de la coordonnée surnumérajre de M. L.
BerwaLD,
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o 1,  ds
wi=— g log g
et notre résultat
o__ 1 ds
ul=— 5 loge*

ne coincident pas non plus en général.

Quand on effectue une transformation homographique
sur t, la coordonnée surnuméraire de M. L. BerwaLp change
en général tandis que noire u° reste invariant grace a la pré-
sence de 0>

Chapitre VI
LE TENSEUR DE COURBURE ET DE TORSION DE M. E. CARTAN,

Rappelons - nous les équations de structure de la variété
a connexion projective

_—_—_[u)“(u)j] -+ [(1);’,(1) ] —((1):;)'.
=[o}w ~L[mw]—(w)

E n—loju}] - @),

Q
(6.1) g0
l:

Les formes bilinéaires différentielles SZ' - 6' Q avec @ et
Q7 définissent compléetement le tenseur de courbure et de
tors1on de M. E. Cartav.

Les identités correspondant a celles de Biancui peuvent
étre obtenues en dérivant extérieurement les (6,1) et en tenant .
compte des (&.1) elles-mémes,

(@)= —-[w]+ [wj ],
| (@ = 1eaf1 + Lon 001 — (00u) + (o],
(6.2} l (@) = — [ _L[u)os,o] __ [()A w‘]J—[w ],
(82;)'2—-—[9}’ )]+ [u)jS!f‘]—[Sll'.‘wk]-L[w,’-‘Q‘]

Nous allons d'abord calculer explicitement les compo-
santes du tenseur de courbure et de torsion de M. E. Carran.
A cet effet, posons:
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Q= [ dv/ du*],

o (i[k
{6.3) Q= ..,,k [ du/ du*],
@ — 819y =10, [ du* du'].

Des deuxiémes équations de (6.1), on tire, en tenant compte
de w)=p,du’ et de v,=du’,

Q=2 0}, [ du dut]
——pI[ du/ du'] + o, [ d/ du* ]
= (wj, + ¥ p;) [du/ du*],
donc:
Qf»/k=m;/z + 621’,‘ - ‘”/';i - 5§Pu
et on a, en tenant compte des équations
I, = v}, — & p,,

(6-4) i i i
9‘.,'1@ = H/k - Hki .

Nous avons déja vu qu'une condition nécessaire et suf-
fisante pour que la connexion projective soit sans torsion est
Qi =0, par conséquent

I, =11,
Des troisiémes éqations (6.1), on tire

1 .
Oy = -y, [du du'],

. dut
— up, [ dud du] — o, [da dut] — 2% [dur dut]

bu) bw“
0 e 0 0 hoo It - ’k
QU= ;P — W, p; + wjj W), W ) + au" :
bu)‘.' 0w’
‘l 'k. J v/ /1 N/ 0
=37 oad (w0 — 87 Py wj, — (Wl — 87 py) w0

Donc on a finalement

0 arl‘ all’ i T]o [3
(6.5) Q= b;, - "b“}k' + MG 1L, — TG 1T,
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Le calcul pour les derni¢res formules (6.3) est le plus
compliqué. Calculons d'abord Q) et ! séparément,

9 = uf, [der dur] -+ P [du dit |

1 (QB/’ 0P m;;,) [du du*],

2\t 0w
Qi—0w" & [dua* du" mo, i k Jyght bm;f,, P
Qi=uwy, 8, [da* du" ] + v}, w), [ du* du ]—&;k—[du du*]
y " . ) ow!, Ow)
:%‘(m;)k ¥, — wp O F Wi, — 0 e, — o auﬁf) [du* du"].

)

En substituant o}, =11}, et wj,=I1l', + d/p, dans

S
QI — Q= > Y [du* du"],

on obtient :

i aII}‘ all;" w Y[ m Y[ by N 3 1
(6.6) Qjpr = e T GG, — 10 115, 8% — 113, 8; — &% (1L, —1I5,,).

bar ~ ou /
En posant
i alll bll‘ 4 m YYf m IYf
(6.7) s == —a-;# — b‘ul‘; -4 I, — TZIL,,
on a:
(6.8) !!;fkh =11}, + 115, o — 1y, o, — (\;(ll'/:,, —113,) .

Toutes les composantes du tenseur de courbure et de
torsion étant calculées, voyons comment se transforment ces
composantes lors des transformations de variables.

Nous allons d'abord considérer l'effet des transformations
des variables 1/, c'est-a-dire des changements de repére semi-
naturel avec conservation de I'hyperplan de l'infini.

Nous savons que les IIj, et I}, se transforment respecti-
vement comme composantes d'une connexion affine et d'un
{enseur affine quand on effectue une transformation de coor-
donnés u' . .

Par conséquent, il est bien évident que ), 9, et @,
sont des composantes des affineurs par rapport aux transfor-
mations de variables u’.
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Considérons ensuite la transformation de la variable non-
holonome u° c'est-a-dire changement de I'hyperplan de l'infini,

da® = du® - &, du’ .

On sait qu'alors les fonctions Il et 1Ij, se transforment
respectivement en 1Ij+ et Iljx de la maniére suivante:

©69) {11;;——11;;—<p,¢ — &+ D1,
M, =10, — 8 &, — b,

{4

En désignant par Oo/k les composantes transformées de
Q) on a:
"u,k == ll/ﬁ - llk,
=11, — 1},
donc :
(6.10) §:;k = g:;ik .

Les composantes Q! sont donc invariantes par rapport 4
cette transformation.

Calculons ensuite les composantes ¢ ..,,/ En substituant (6.9)
dans les formules analogues de (6.5)

—, oIy o u,
9:‘/‘/: - dl?'/ k + “ll llll/-_ l[lk llh/’
on obtieni

Q7 =Q + @ 17 + @, (155 — 17,87 =8 117, + 87 11)) — b, d),"(l["' =113,
donc on a
(6.11) By =, - B, 0 — b,
Calculons enfin les composantes Qwn . A cet effet, nous
allons d'abord calculer les composantes 1ljz:; on a parla dé-
finition (6.7),

ﬁ;k// - aal[:k - aal'lili + “;’/: '_IIIIII h ”;/1 llmk ’

et tenant compte des relations (4.16) on obtient

ﬁj‘:kll = ”I/:k/t - ((bf,L m “"l -+ (b ¢ )b' _(q)j h q)m ]Ij"/:+ ][j]lll) 6‘/.'*

(6.12) i
‘\j (q)k, 14 q)ll ) ¢ (I[/ ih T '[hk

Les 1ljs étant obtenues, en substituant ces valeurs dans

-S—!;:klz = ﬁjkh + I}, — 1_[}"/, op — 5,'- (i — M),
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on obtiendra aprés un calcul facile
- ) )
(6'13) s2/'/\'11 - S2;’/"/1 - (\; q)m Sz:’l"h - (D/ S!r’\klx i

Les formules (6.10), (6.11) et (6.13) étant obtenues, on voit
que seules les composantes , restent invariantes, dans le
cas général, par rapport au changement de I'hyperplan de l'in-
fini. Dans le cas de la connexion sans torsion, on voit que les
composantes S!;f,‘.,, sont aussi invariantes par rapport a cette
transformation.

Supposons dans la suite que la connexion soit sans tor-
sion. Comme Q,, est untenseur invariant, le tenseur défini par
(6.14) 0, = o

Qi = Qjin,
est aussi invariant.

En contractant dans (6.8) par rapport aux indices i et h,
on obtient

(6.15) Qu =1L, + nlly — 113,
ou
(6.16) I, =117, .

Les tenseurs @/, et ©;, étant invariants, le tenseur défini par
(6.17) C;kh = g;'kh + 8;' Qs
est aussi invariant. .

Le tenseur Cj,, étant invariant, le tenseur contracté

(6.18) C.=0C,

/
est aussi invariant.

De (6.17), on tire
(6.19) Cir = Qjr + Q.

En substituant (6.15) dans (6.19), on obtient
(6.20) C, =01, +1I,) + (n — 1) (I, + 1I3).

Ainsi a-t-on obtenu les tenseurs suivants qui sont inva-

riants par rapport a la transformation de la variable non-ho-
lonome u°,

@ =11, -+ 10, &, — 105, 0 — ¥ (11, — 11;,),

[ Q, =1, ~nll, — I,

l Cip, =11, + S 1L, + 105, &) — 1L, &), + 8 (n — 1) 1L, ,
C, = (I, - 1) + (n — 1) (1, +- 103) .

(6.21)
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Nous pouvons annuler
Q, =1L, + nlI}, —II,
en choisissant convenablement les fonctions IIj, :

(6.22) Q,=0.

La connexion projective sans torsion réalisant ces conditions
est appelée par M. E. Carran la connexion projective normale
((10), (21)].

De l'équation
1L, + n 11, — 113,=0,

J

on a
I, +nlly; — 1), =0
donc
0 0 1
(6.23) II“, + 11 kj = — r*l—“:i (Hik + nki)'
0 0 - l
(6.24) W, — = — ——— (I, — IL,).

Par conséquent, on obtient une propriété du tenseur C,,
dans le cas de la connexion projective normale:

(6.25) C,=0.
Des (6.23) et (6.24), on obtient

(6.26) i, = I, — 1 1T

13 ;Z_—l /3 nz—1 ki *

Substituons cette expression de I}, dans (6.8); alors on aura

1 ;
(6.27) /k/: - ”;/ I + ;;241‘ (n “/'/1+ ”l'i) hl/-‘ +
1 Sl 1 b
1 (n ][/‘. o llk}') ¢ + 1 7 “Iklz - II/lk);

dans ce cas C},, coincide avec Q.

Le tenseur Q,, (6.27) obtenu tout d'abord par M. H.
WeyL [(124)] s'appelle le tenseur projectif de WEyL.

Dans le cas de la connexion projective normale les équa-
tions des géodésiques prennent la forme suivante, en vertu des
équations (6.23):
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2 du du*

[ t}— —1 Wi ds ds '
d2u dd du*

l “ds? g ds ds =0.

Le paramétre t défini ici est le ,preferred projective nor-
mal parameter” de M. L. Berwaip [(1)].

Chapitre VII

RELATIONS ENTRE LA THEORIE DE M. E. CARTAN ET CELLE
DE M. T. Y. THOMAS,

Jusqu'a présent, nous n'avons employé que les repéres
que M. E. Cartan appelle les repéres semi-naturels. Ces re-
péres étant adoptés, on a

[ dA1.=P.duiA(> ‘F‘du‘A +"'+du"Au'

dA, =} Ay +wlA, +~ - -wrA,,
(7.1)

dA, =" A, + ol A + - +w"A

M. T. Y. THomas a employé un repére qui a, en outre,
la propriété
(7.2) *15, =0,
Oﬁ ‘ oy . s
I, == " wj — 8% Py
o) = *p; du,
* 0} = * ), du*.

Ce repére est le repére naturel de M. E. Cartan [(10), (21)]).
Il est bien facile de choisir un repére naturel parmi les re-
péres semi - naturels.
En effet, faisons un changement de la forme p,du, soit:
*p,==p;,— P,
alors on aura
"]I}k =1L, — b}‘bk — 5;‘1’/- '
donc, pour avoir
I, =0,
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nous n'avons qu‘'a prendre
I S
(1.3) d; e III,,
et par conséquent
(1.4) U =IL, — _L.( :_ 7 0y 10, 107 — 1’15,.11;.;) .

n+1
*YT/ i 1 i ) 1
(1.5) I, = 11, — o (d/107, + &, 117).

Les "lI}, sont les composantes de la connexion projective de
M. T. Y. Tuomas {(94), (101)].

Le repére naturel étant ainsi choisi, voyons comment se

transforment les fonctions *II!, et *II{, pendant une transfor-
Jk Jk P

mation de coordonnées :

(7.6) v=u(u,...,u").

On sait que les fonctions p; et 1I/, se transforment respective-
ment en p, et ll;, d'aprés la loi de transformation,

— ou’
(7‘7) P,~ - b:l? P,- ’
=, __0u' (o' du™ L 0u"
(7‘8) lel: - 5ull bu/ au llllll b lb \l °

Des équations (7.8), on tire la loi de transformation des
fonctions 11/, ,

= du” dlogA
(7.9) T, = S 1+ °g— .
ou

ou
(1.10) A=|5l,

donc on a la loi suivante de transformation des fonctions D, .

(7.11) b, — ginfqm 9“’@“"".

Or, nous avons les équations définissant la connexion
projective dans les deux systémes de coordonnées :
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d*A,="p,du’*A, +~du'*A,+ ... Ldu"*A,

(7 12) d'A“‘—:*(D';*A“Jr*m:.Al+---'+‘(0’: .A"
d.A”—:.le *A(b+.w:l *Al+... + 'w:‘Aﬂ'
et
d*A,=*p,du'*A, + da'*A, +----+d17"‘§,,,
(713) daA — U'A’Jr‘ ”A 4. _]l_.mf.z,,,

d*A, =", *A,+ ", A, —L~---+*6;;'A

Comme on obtient des équations (7.7) et (7.11)

1

. aum a log A ;,‘;_;
= - 2,
pl OEI (pm ! q)m) + alll
(7.14) » B
— aum _Q__lgg_A_" 1
P Pt T o
on a, en remarquant que *A, = *A,,
,. auul () 10 A ne1 Y . . .-
(pm aul dﬁ %u d ) Ao‘\l‘tﬂl—l A|+“'+ d'-T" A”
ou’ ou! bu

=p, v dit' Ay + G it *A, e+ S dul tA,,

d'ou résultent les formules:

. *A, = .AO '
(7.15) - ou" olog A na N
A - 67 a Am - a‘-it Ao 4

qui nous donnent la loi de transformation du repére naturel
quand nous effectuons une transformation de coordonnées (7.6).

Les formules (7.15) étant obtenues, on peut trouver sans
difficulté la loi de transformation des fonctions *v), et *w/, : en
substituant les formules (7.15) dans (7.13) et en comparant les
coefficients de *A,, "A,,---,*A,, on a
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dur du® , ,  OlogA”*  dlogA "*'  d’log A"+

.0 — —— —

2.16) CieT" ul dut Ve ou’ ou* O’ ouk
blogA"*’[ “{aub o, . o u° }]
T Lowr | oa o U0k — %TP)  garaan
. oz’ (dub o, oy d log A"*'
(247) *as = ai{"'(a“ﬁT ot Wi T 3y aak)— ol O

d'ou on tire la loi de transformation des fonctions *II}, et *Il;]
1

o, 0 0y, O log A""' Olog A" 9% log A
e = o gl oa’ dut owl oar

(7-18) e b a
. +alogA du' (9 due L, d'u )

o’ ou® \ou’/ ouw* " dul ou*
i ou’ [ ou’ du’ 02u®
]lj/c = :( i NTE *]Ib + ==y )
(1.19) ou® \ ou’/ ou , ou’ du*
dlog A"+ .. 0 log N
o) TomE T ems

Donc on peut dire que:

Pour étudier le cas de M. T. Y. Tuomas, il faut considérer
foujours la transformation de coordonnées non - holonome et
holonomes,

(7‘m] {d‘(l_du() Jr_dlogAn*!

u =u' (u', u’...,u"),
qui entraine une fransformation de repére nalurel (7.15) ef de

fonctions *10; et *1ll; (7.18) ef (7.19); d log A"H étant tou-
jours une différentielle exacte, la loi de transformation peut
s'écrire

(7.21)

' =u' (u,u,...,u"),

{ " =u +”:§*1“10g.3

et on obtient le groupe de transformations *G de M. T. Y.
Tromas [(95), (98), (101)].
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Nous supposerons dans la suite que les fonctions I'I}k et
Ijs et par suite *II}; et *1l}; solent symétriques par rapport
aux indices inférieurs et la variable u’® soit holonome; alors
on voit facilement, d'aprés (7.18) et (7.19), que cette propriété
se conserve toujours pendant la transformation (7.21).

Cela posé, considérons les quantités *Q,, *Q7, et *Q/

=ijk jkI
formées avec les grandeurs asterlsees, et correspondant respec-
)
tivement aux Q,, Q;, et @7,
Qe = "1 — *ly,
* * 0
0 o'l 01l
Qi = Sut Y S + *10 *1e — *[5 1L,

*Qhn = "1 -+ *Te o — *Tj% 84 — ) (*Les — *II),
ou
a‘ll/k a"]l;h

S~ g T WA Wt — *T0J *1 .

i
*I]/'kll -

En remarquant que *I[ji ="*11%; et *IIjy="II}; , on obtient:
(7.22) Q== 0,
{1.23) Q) = ol MM G *Ge — *10 *I05;,
(7.24) *Ofn = *Wjen + *15e 0 — *I1j 0% .

Or, les quantités *Q;i. et C/kh corespondant respectivement
aux grandeurs Qjx et Cix: sont données par

(7.25) *Qjp == 'l[// 4 (n — 1) *1ljk»
{7.26) *Ciri= Qi+ 0} *Qun
ou ,
(7.26) *Ijx = *Mjrn
Supposons que
(1.21) *Qh, =0,
c'est-a-dire .
(1.28) *Q, =0,

ce qui suppose que la connexion soit normale; on a alors d'aprés
la formule (7.25)
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(1.29) I, = — ——m

n—1 *°
En substituant ces équalions dans (7.24), on obtient :

(1.30) =1Ly, + 1 (11,5, — *IE, ).

Cela posé, calculons les *1I,, .

En substituant (7.5) dans
o*IL, I

®yf7 jh *|fm RYTi * Y m
(7.31) lljkll = ‘Oul‘ T "a‘il‘l— + lI Ilmh - ]I_/h .Hink ' ‘
on trouve
(7.32) I, =1L, + — + 1 O (I, — 11,,) + 9, A 5, A,
ou
(7.33) A= ~aii ( i 1, 10+ 10, — 10, H;'/.-) .

En contractant dans (7.32) par rapport aux indices i et h, on
obtient encore

(7.34) "L, =

nll; +l[
— =14,

En substituant enfin (7.32) et (7.34) dans (7.30), on a

®()i I 1 I 1 ¥
U =1y, -+ = (11, +11,) & — —=— (a1, + IL,) 8] 4-
(7.35)

1
+ g S L, — L)

ainsi a-t-on retrouvé le tenseur de M. H. WEyL.

Remarque. Pour obtenir la transformation

770 — 44V —
(7.36) {E u log 3,

=u'(u),

et les composantes de la connexion projective
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Il L n - 1
I, (n-—l) 1, ,

L *I[7 1d 1 ¢ i
(1.37) 10 =1, = 1T}, — —— (/11 + {1},

ATTA __ *IT A —_ 1 )

M, ="l =— — 5

introduites par M. T. Y. Thomas, nous n‘avons qu'a. définir la
variable u® par

du’ = — (n + 1) *p,du*,

alors la transformation de la forme *u?

*p, du* —*p, du* + dlog A" **
peut étre représentée par
du’=du’ — dlogA,
u’"=u’—logA.
Si l'on définit *II}, et *II;, par
M, = —(n + 1)*ej, ,
*l [}./: = *wj, — 8; Py s

les équations (7.24) et (7.25) prennent la forme suivante

*0)s ®yy *}T0 n 1 * i
QiIle = ”jklx _—_*—_ 1 "/k I + 1 Ilylza
* n— l *T o
’Qik= H/.k—;l————_*_ 1 Hik ’

donc: quand la connexion projective est normale, c'est-a-dire

on ftrouve les formules :
*I[0 — n + 1 -
Iy, = 2 e,

initialement introduites par M. T. Y. Tuomas [(95), (98), (101)}

Revenons a notre cas et considérons les équations des
géodésiques
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d2u’ du’ du*
(7.38) ds +Hztd ds = 0;
en substituant (7,5) dans (7.38), on obtient
d*u’ L dw du* 2, dd de
(7'39] 2;2 ]]ﬂ’a‘“ ds + ; “[’/ds ds —-—=0.

Effectuons muintenant une transformatlon de paramétre
définie par

ap ;. au
(7.40) ds® + n+1 1L ds

dzp 2 du’ (dp
FARLE

c'est-a-dire par

(7.41) %B_e erJ Myda’

alors les équations (7.39) deviennent:

d*d’ , dw du*
(7.42) o T g =
Le paramétre p introduit ici est le paramétre projectif de
M. T. Y. Tuomas [(94), (96) ].

En dérivant le premier membre de 1'équation (7.40) par
rapport au paramétre s, on a

d? 2 bll/, du du* (dp) L2 , d (dp) ,
ds® " n-+10u dp dp \ds) " m+1 4dp* \ds) "
4 | dddpdp
+n+1 I ds ds dszi_ !

d'otu, en tenant compte de

d*u/ . du® du® 2 du* du'

E R N I R A
a@p
2 [ du’ _ds?
n+1 %dp~ ~ [dp)’
|2

on obtient



CONNEXION PROJECTIVE ET GEOMETRIE DES PATHS 57

&p (&)
E — ds‘ —_ = _2 1 m 7 ! m dul duk
(7.43) b 2 dp n—i—l[n—{-—lu" 1, + 1y, , — 10, 10 st ds
ds ds
D'autre part, on a d'aprés (7.40)
&p |
1 ‘,Is_z J— _2__ 1 / " (_f_lt’ (—1!1_"
(1.44) 2) dp —n-{—l[n—{—l” “”"‘]ds ds '’
ds

donc on obtient finalement, en ajoutant les équations (7.43) et
(7.44) et tenant compte de (7.33),

dv’ du*
(7.45) Ph==24 0% 4"

Les fonctions Aj: n'étant pas en général les composantes
d'un tenseur, le deuxiéme membre de l'équation (7.45) n'est
pas invariant par rapport a la transformation de coordonnées,
donc on voit que le paramétre projectif de M. T. Y. Tuomas
n’est pas invariant par rapport a la transformation des coordon-
nées. Cherchons cette loi de transformation.

Supposons que les équations des géodésiques dauns le
systtme de coordonnées u', u’,... u", soient

deu’ | «—, du’ du* _

(7.46) e

Alors, les équations (7.42) peuvent s'écrire

az ‘ f{ d_m dp + “ aul aum du/ dtlk QE 2+
V4’ oa™ dp dp (dp) m ygi du* dp dp dpJ
L ou'dw (dp\ | ou du d’p _ —o0
" 0u dp* (dp " ou/ dp dp? !

d'ou on a, en tenant compte de la loi de transformation des
fonctions *1l;: (7.19),

. dlog AT | alogA"*‘) du’ du” (dp |
( IIIm + 8 / 'Maﬁ:;ﬁ ! bm' o’ dp dp dp +

dzu dp \*  du’ dzp_0
dp) " dp dp? :
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Donc on a, en tenant compte de (7.46),

,dlog "™ (&) + %%

dp dp| " dp* '
d'ou
dp _ i
(7.47) dp = A .

M. T. Y. Tuomas [(94), (96)] a remarqué que si I'on consi-
dére la classe de transformations (7.21) qui satisfait a la con-
dition A =1,

(7.48) {

0 — o,

ISR~

" =u"(u),
les équations (7.18) et (7.19) se réduisent aux suivantes :

au/ ()um

(7.49) O T
P L I TE O T L o2” )
== Gy (aaf out e T Srear )’

ce qui dit que les fonctions "I}, se transiorment comme com-
posantes d'une connexion affine et les fonctions *I}, comme
les composantes d'un tenseur affine du second ordre; et il a
nommé la géométrie des paths vis-a-vis de ces transforma-
tions la Géométrie équi-projective des paths.

Cela étant, nous allons montrer que le paramétre projec-
tif normal est aussi défini au moyen des "ll_j:k et p, par

j k

(7.50) L), = — 2", %‘5 ‘L‘;
[voir L. Berwarp (1)].

En effet, on a d'aprés les équations (7.4) et (7.33)

M =10, — Ay,

donc on a
] k
— ey 9w dut

du’ du’ du* dw du*
jk dp dp

-+ 2 Aji a; Tip-
ds)*
=|ten—ton| () =t

en raison de (5.12), (7.45) et de la formule connue (5.10) sur la
la dérivée schwarzienne.

=2
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Chapitre VIII
REPRESENTATION DES ESPACES A CONNEXION PROJECTIVE.

On doit & M. T. Y. Tuomas [(95), (98), (100), (101)] l'intro-
duction d'une variable surauméraire u® pour ramener l'étude
des espaces a connexion projective a n dimensions, a l'étude
des espaces a connexion affine 4 n -+ 1 dimensions.

D'autre part, M. D. van Dantzic [(23), (24), (25)] a intro-
duit n-+1 coordonnées homogénes pour décrire l'espace projec-
tif généralisé &4 n dimensions et (n -- 1) fonctions ll:{., de ces
coordonnées homogénes pour définir la dérivée covariante. M.
J. Haantses [(42)] a tout récemment montré que l'on peut aussi
bien étudier, du point de vue de M. D. van Dantzig, la Géo-
métrie projective des paths de 1'Ecole de Princeton.

Nous allons, dans ce dernier Chapitre, examiner les pro-
priétés das espaces a connexion affine employés dans ces deux
théories pour représenter les espaces a connexion projective
et montrer que les espaces d connexion affine de MM. T. Y.
Tuomas ef J. Haantes ont les mémes propriétés caractéristiques.

Considerons une variété a connexion affine 4 n -+ 1 dimen-
sions, rapportée a un systéme de coordonnées u* dont les com-
posantes de la connexion sont ll;,,, et un champ de vecteur
contrevariant i;‘ et supposons que cette variété a connexion
affine vérifie les trois conditions suivantes:

) ne, = 1k
(Im B, =
(1) i, 2% =0,

ey

s . A
ot le point-virgule représente la dérivée covariante et Il
les composantes du tenseur de courbure, soit

A y ~ A Fd A
uxwm: "«:v,m - ”p,w,v + u;‘/ ”am - "pm H:v ’
ou R
A
A oll

nv
“;w,(o = 0&‘9 ‘
La premiére condition veut dire que la connexion est
sans torsion. La deuxi¢me signifie qu'il y a un point invariant
par rapport au groupe d’'holonomie.
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En effet, en attachant, & chaque point M de la variété

. —
le repére naturel e), on a

—

d(M— # i) =dM— %, du &,
—=du’e, — du* &5, = 0.

On peut donner une autre interprétation 4 la deuxiéme
condition.
Considérons une courbe engendrée par le champ de vec-

teur E_)‘ , c'est-a~dire définie par

du;‘__;;\,
au .
dr :

cette courbe est auto - paralléle. En effet,

dtat | gpodut dut L du _dut
e T Tdr Tar TS dr T dr

Nous appelons ces courbes rayons, avec M. J. H. C.
Wteseap [(129)].

La troisieme condition avec la premiére et la deuxiéme
expriment que cette variété a connexion affine admet une
collinéation affine.

En effet, une condition nécessaire et suffisante pour que
cette variété admette une collinéation dans la direction Z* est

_A A _m
Sy + ”gwm ¢ =0.

Mais le premier terme dans le premier membre est nul
a cause de la premiére condition et de la deuxiéme.

La considération générale étant faite, examinons mainte-
nant les cas de M. T. Y. Tuomas et de M. J. HaanTses.

Prenons d'abord le cas de M. T. Y. Thomas et J. H. C.
W HITEHEAD.

On choisit u1 systtme de coordonnées par rapport au-
quel le vecteur Z* a les composantes

(8-1) 5). —_ (\;‘ .

o !

alors les rayons peuvent étre représentés par
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(8.2) { u’ = arbitraire,
u‘ = constantes.

Pour rester toujours dans le systéme de coordonnées
réalisant la condition (8.1), nous ne devons considérer que les
transformations de la forme,

(8.3) {En =u" +y(u',..., ),

a' =u'(u,...,d").

Le systéeme de coordonnées étant ainsi choisi, les trois
conditions prennent la forme suivante

(8.4) I, =11,
8.5) I, =5, ,
(8.6) 1L, = 0.

Ce sont les conditions posées par M. T. Y. Tuomas et J.
H. C. Whrteneap sur l'espace affine a n -+ 1 dimensions qui re-
présente un espace projectif 4 n dimensions.

Cela dit, prenons dans la variété a connexion affine,
une géodésique définie par

d?u* x du* du’

8.7) S-S =0
ou par

A (du" '
(8:8) g+ ) =0
et _ )

& ;du'dut | du’du’
(89) a " Wedrar "% ar @t =

et considérons la surface formée par les rayons qui rencon-
trent cette géodésique.
Si l'on effectue sur cette surface le déplacement de points

(8.10) { u’ — u" + constante,

u —u,

les équations (8.8) et (8.9) ne changent pas, donc les géodési-
ques se transforment en géodésiques par le déplacement (8.10)
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et le paramétre affine reste invariant pendant ce déplacement.
Cela étant, nous allons montrer que 1'on peut déterminer

une fonction 6(?) qui n’est pas constante, telle que le dépla-
cement

*uO: u(i+ G(t),

tu{ —_— uf'

8.11) {

transporte les géodésiques en géodésiques.
En eifet, on a de (8.11)

(8.12) udt="*u" —dto(2)i

le point u* décrivant une géodésique, portons (8.12) dans (8.7),
alors on obtiendra
- dzﬁ dﬁ )2 .
"dtf_(—c_it ]—0'

Pour que cette courbe soit aussi géodésique, il faut et
il suffit que le dernier terme du premier membre ait la forme

d>*u* , d*ut d*u’ do d*u* R
8.13 - v s~ B8 o aoc u  _oNa
®13) o U g 2 g aE

I8

wjdie i‘f):' _ d'u”
o, [dt= (dt, ,—f(t) dt '
d'ot
d2s ‘do 2_
(8.14) g (3;) —0.

La solution générale de cette équation différentielle est
(8.15) 6= —log (xt+B).

Donc, si I'on se donne deux points sur la surface, on
peut déterminer les constantes 2 et $ de maniére que l'on ait
une et une seule géodésique se trouvant entiérement sur cette
surface et passant par ces deux points. En portant (8.15) dans
{8.13), on obtient

drat o dut dw | 2a dt
der "™ dt  dt ' at+p dt

(8.16)

Le paramétre affine *t pour la géodésique (8.16) est
défini par



CONNEXION PROJECTIVE ET GEOMETRIE DES PATHS 63

d’t

arr 2a
dt \*  at+p’
(&)

ou par
et
df 22
&t at+ B
dt

__it+d

t “t+—3.

donc on voit que le paramétre affine ¢ subit, dans ce cas, une
transformation homographique.

D'aprés les considérations faites ci-dessus, on peut dire
que la surface engendrée par les rayons qui rencontrent une
géodésique est totalement géodésique.

Si I'on prend l'espace a connexion affine de ceite sorte
et fait correspondre, a un rayon de cet espace affine, un point
de la variéié a connexion projective, alors la géodésique de
la variété projective peut étre représentée par une surface
totalement géodésique.

Alors, le paramétre ¢ correspond a notre paramétre pro-
jectif normal.

Car, comme M. J. H. C. Wireneap 1'a déja remarqué
[(129), p. 345], on voit de la condition (II) que tous les ray-
ons se rencontrent en un méme point qui peut étre consi-
déré comme ,point idéal" de l'espace a connexion affine, done
le rapport anharmonique des quatre valeurs de ¢ représente le
rapport anharmonique des quatre rayons qui se rencontrent
en un méme point, par conséquent le rapport anharmonique
des quatre valeurs de ¢ représente celui des quatre points de
la wvariété a connexion projective qui sont représentés par
les rayons.

Passons ensuite au cas de MM. D. van Dantzic et J.
HaaNTJES,

On prend un systéme de coordonnées par rapport auquel
on a

8.17) gy
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alors les rayons peuvent étre représentés par
(8.18) u;‘ = C;‘ T

ou les C* sont constantes est r est parametre.

Pour rester toujours dans le systéme de coordonnées réa-
lisant la condition (8.17), on ne doit considérer que les trans-
formations de la forme

(8.19) 7 =u* (u),

ou les u*(u) sont des fonctions homogénes de degré 1, parce :
que des équations

—— ,
-A —_A
E=u-,
_ —
I'on tire
—2A
-a__0u”
(8.20) u =34 u

Cela étant, les trois conditions (I), (II) et (III) prennent la
forme sutvante :

(8.21) 1y, = 115, ,
(822) Il,, w» =0,
A
L, A
g —
(8.23) S u® +Il,=0,

(8.23) exprimant que les fonctions II,;;., sont homogénes de degré 1.

Ce sont les conditions posées par M. J. Haanties [(42)]
pour étudier, du point de vue de M. D. van Danrtzig, la Géo-
métrie projective des paths.

Dans ce systéme de coordonnées, les équations des paths
étant données par

R " v
du Lt du* du

W, G- = au* B du*
drr " Twidr dr TR

u
dr

’




CONNEXION PROJECTIVE ET GEOMETRIE DES PATHS 65

on peul choisir un parameétre ¢ et une fonction o (f) tels que
I'on puisse écrire les équations sous la forme

_g‘__n_u*_wnl( ou) dou” dou’

dt? 1 dt dt

Le paramétre ¢ correspond a notre parameétre projectif
normal.

Remarque. Dans leur théorie des espaces a connexion
projective, MM. J. A. Scuoutey, D. vax Dantzic, J. Haantses
et St. GoLas, en employant les coordonnées homogénes, ont

. . A
supposé seulement que les composantes de la connexion Il

sont des fonctions homogénes de degré 1, c'est-a-dire la con-
dition (8.23).
Comme ils ne considérent que les transformations de
coordonnées
" =u*(u)

ou les u” sont homogénes de degré 1, les u* sont les com-
posantes d'un vecteur contrevariant, donc de

u;;v = u)‘ ut Ilﬁ,
= ?’v‘ + u* Hg.w
on conclut que
(8.24) u* 1, = ujp — B,

sont des composantes d'un affineur.

Pour mettre (8.23) sous une forme tensorielle, formons

; ol ol
A (G 1w 1o A “ A
Iy, u —[ e a—;—-+u°‘ g, — 1, 105, ] ©,

et substituons, dans ces équations, (8.23) et

. pbll,“_bul.,
Moy T8 S = oo

qui s'obtiennent de (8.24). Alors on aura

(8.25) I u® = (ul + S u )'v

'u() HiY ne
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S —nr -1t

[ 1o ot

Donc, on voit que l'espace a connexion affine employé
par M. D. van Da~ntzic est un peu plus général que celui de
M. T. Y. Tuomas.

Mais, si I'on pose les conditions suivantes dans la théorie
de M. D. van Dantzic

LS TN
”;w _—”yp '
A A
u.,= bv ’

pour étudier la géométrie projective des paths, ces deux es-
paces sont caractérisés par les mémes propriétés (I), (II) et (III).
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