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SUR LES PROPRIETES ASYMPTOTIQUES DE MOUVEMENTS
REGIS PAR CERTAINS TYPES DE CHAINES SIMPLES

PAR
W. DOEBLIN

INTRODUCTION

§1

Le travail qui suit contient la seconde partie des recherches faites
par Pauteur sur les chaines de Markorr dans la premiére moitié de
Pannée 1936. Les résultats de la premiere partie sont résumés dans le
§ 2 de l’introduction.

Dans le premier Chapitre sont ¢tudiés les sommes S de variables
aléatoires attachées au mouvement d’un systéme matériel ne pouvant
prendre qu’un nombre fini d’états dans le cas ot ce mouvement est régi
par une chaine simple constante de Markorr. MarkorF a en 1907 démon-
tré dans le cas dit de MarkorrF que ces sommes dépendent si n aug-
mente indéfiniment d’une loi tendant apres réduction vers la loi de Gauss.
Dans le cas général M. FrecHeT a en 1931 calculé les parties principales
des moments des deux premiers ordres de S". En nous servant de Pidée
du groupement des termes dae & S. BernsteIN nous montrons qu’a l'in-
térieur d’'un groupe final la loi-limite de Laprace-Gauss est applicable,
sauf dans un cas ou I'inf.uence du hasard est assez faible. On en déduit
les lois-limites des S dans le cas singulier le plus général et les parties
principales des moments de S™. Nous ¢tudions ensuite les S™ du point
de vue de la loi forte des grands nombres et démontrons que dans le
cas semi-régulier le théoreme du logarithme itéré est genéralement veri-
fié. Ces résultats sont appliqués aux fréquences.

Le second Chapitre est consacré a I'é¢tude du schéma suivant
(chaine simple de Markorr continue): W étant un ensemble mes (B) d’un
R,, on fait correspondre a chaque E:W et a chaque sous-ensemble &
de W, mes (B), une grandeur P (E, &) complétement additive par rap-
port a & et satisfaisant 4 P (E. W)= 1. On interprete P®" (E, 8) comme
la probabilité pour qu'un certain point mobile passe dans une épreuve
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de E en &. L’allure asymptotique des iterées P (E, 8) et du mouvement
du point mobile a été étudiée par divers auteurs dans ces cas de plus en
plus étendus. Nous prolongeons cette étude dans des cas plus généraux
encore en supposant vérifiée d’'une part certaines conditions de mesura-
bilité, d’autre part que mes (W) << <~ et qu'il existe un N et deux nom-
bres positifs y, b tels que P" (E, &) <1 ysimes (&) - b. Le résultat
essentiel de 'analyse est qu’on a un parrallélisme presque-parfait avec
le cas d’un nombre fini d’¢tats. Il existe un nombre fini d'ensembles finals.
tels que le point mobile passe presque-siirement dans ces ensembles
finals, qu’il ne peut quitter I’ensemble final dans lequel il est amené que
dans des cas de probabilité nulle et qu’il passe presque-sirement une
infinité de fois par tout sous-ensemble de cet ensemble final de mesure
positive. Un ensemble final se divise & son tour en un certain nombre
de sous-ensembles cycliques qu'on peut ranger dans un ordre circulaire
tel que le point mobile passe presque-surement dans cha 'ue épreuve
d’un sous-ensemble cyclique au suivant etc. Les P" (E, &)sontasympto-
tiquement périodiques, le calcul de leurs parties principales, ainsi que
celui de certaines grandeurs importantes dans la théorie est ramené a
la résolution de systemes d’équ .tions intégrales. M. FrecheT a démontré
sous I'hypotheése de I'existence d’une densité p(” (E, F) avec p(N’ (E, F)
borné que les constantes fondamentales de module 1 de p“) (E, F) sont
des racines de l'unité; il a précisé et étendu des résultats das a M.
Hapamarp sur les fonctions fondamentales correspondant a des valeurs
fondamentales de module 1. Ces résultats sont retrouvés sous nos hypo-
théses plus générales et interprétés par la forme de ces fonctions fonda-
mentales et le mouvement circulaire entre les sous-ensembles cycliques.
Le cas dénombrable étudié par M. ForTET ainsi que certains cas ou mes
(W) = <= peuvent étre ramenés au cas précédent.

Comme on montre dans le Chapitre 3, les résultats établis sur les
sommes de variables aléatoires dans le premier Chapitre restent presque
tous valables dans ce cas.

La quatriéme et dernier Chapitre traite des mouvements régis par
I’équation de SmorucHowsky. MM. KryLorr et BocorLiouBorr ont étudié
sous certaines hypothéses les propriétés asymptotiques de solutions de
cette équation en partant de théoremes de M. FreEcHer. Les résultats
de ces auteurs sont retrouvés et complétés sous des hypotheéses plus
génerales.

Les sommes de variables aléatoires sont remplacées par des inté-
grales attachées au mouvement aléatoire du point mobile. Sous certaines
hypotheses on montre que presque-sirement ces intégrales ont un sens.
Les propriétés asymptotiques de ces intégrales pour ¢ > sont les
mémes que celles des sommes considérées dans les Chapitres précédents
(loi de Gauss théoreme du logarithme itéré, etc). Application en est
faite a I'étude de la durée de séjour du point mobile dans un ensemble.
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Nous sommes heureux de pouvoir exprimer ici & notre maitre M.
FrecHET toute notre respectueuse gratitude pour l'intéret avec lequel il
a suivi le développement de ces travaux et pour ses conseils qui ne
nous ont jamais fait défaut et qui nous ont été aussi précieux pour nos
recherches proprement dites que pour le travail de rédaction.

§ 2. — Rappel de la théorie des chaines simples a un
nombre fini d’états

Envisageons un systeme matériel ne pouvant prendre qu’'un nom-
bre fini d’états E;, E,... E,. Faisons une suite dénombrée d’épreuves
1,.., n,..., et supposons qu’il existe une probabilité¢ p, bien définie pour
que le systéme passe en une épreuve de I'é¢tat E, a I'¢tat E,. Les
p, symbolisent alors une chaine simple constante. Soit P,(.;') la pro-
babilité de passer de E, en E, en n épreuves. On a

r r

(n+m) __ (n) p(m) ) __ ™ _
Pl ”‘Z Py P ;Pik =1, Py=p; -

]=] =

Nous dirons qu’il existe un cheminde E; en E; d’ordre m, s’ily a

m états E, ... Eim4 E; tels que le produit Piiy - Pipy soit 3£ 0.

Si p;; = 0, nous conviendrons de dire qu'on ne peut pas passer en une
épreuve de E, en E,.

Dans le cas particulier ou tous les py sont >0, on montre que les
Pg:’ —> P, > 0. Ce cas, étudi¢ d’abord par MarkorF, sera appelé dans
la suite cas de Markorr. Si les P,(.,:) sont tous positifs pour un certain v
suffisamment grand, les Pf.;’) tendent vers P, ~- O, ce cas est appelé d’a-
prés M. FrecHeT le cas positivement régulier.

Dans le cas général, on montre qu’il existe un nombre fini (= 1)
de groupes d’états disjoints dits groupes finals G, . G,, jouissant des
propriétés suivantes: la probabilité pour que le systeme se trouve encore
a la n-ieme épreuve (on suppose qu’il évolue depuis I'instant 0) a 'exté-
rieur de 'ensemble des groupes finals tend vers O si n augmente indéfini-
ment (exponentiellement c. a. d est majorée par ke—"4, ou » > 0). Le
systéme ne peut pas quitter le groupe final dans lequel il est amené, il
passe presque-siarement une infinité de fois par chaque état de ce groupe
final. Chaque groupe final G, se décompose en un certain nombre
(d () = 1) de sousgroupes disjoints d’é¢tats 1(x) .  d(=), qu'on peut
ranger dans un ordre circulaire tel que le systéme se trouvant dans G,
passe nécessairement en chaque épreuve cycliquement d’un sousgroupe
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cyclique au suivant. Si G, contient plusieurs sousgroupes cycliques la
sous-matrice des p,; correspondant a G, sera dite cyclique.

Ona

P® =0 SiEiel'(3), Ex:TI(3)etn21 I'(mod d(2))
» =>P,>0,,, . w »n=1 I(modd (2))
. —> 0 si E,:2G,

» =0y -~ 0siE;cG, E,<QG,.

Soit Pr{i, j ()| la limite pour m —> o> de la probabilité pour que
le systéme parti de E, a I'instant O se trouve md () épreuves apres dans
le sousgroupe cyclique j (=) de G,. Soit /(=) le sousgroupe cyclique de
G, détermine par I'équation n =1 — [, (mod d (»)). Alors

P w Prii,l, ()P, siE,zT(2).") .
Envisageons

m__ 1 r5m L
e =—[Pi+.. . +PR]. Nu= lim 03

n—>o
M,=0 siE, %G,
I]’k:nkkt[]k—:.Pk/d('x) SiE‘., EkEGu
I, =Pri(iG,N, " E,cG,

en désignant par Pr [i, G ] la probabilité pour que le systéme passe de
E,dans G, .

Prii,G,]=Pr[i,1 ()] +.. +Prli,d ()], ZPr[i,Ga] = 1.
o=1
Nous pouvons donc écrire

Py == Pr (i, k)

pr® |7, k] étant une fonction périodique de n.

Introduisons avec M. FreEcHET les notations suivantes: nous dirons
que nous sommes dans le cas régulier si les P tendent vers des limites
P, indépendantes de I'¢tat initial (un seul groupe final & sousmatrice
non-cyclique), dans le cas semi-régulier si les Il , ne dépendent pas du
premier indice (un seul groupe final), dans le cas non-oscillant si les

1) Dans ce qui suit A, = B, signifiera soit A,B, >1,soit lim [A, ——Bn]:o.
Le lecteur verra immédiatement dans chaque cas dans quel sens le signe =zest employé.
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Pr™ [i, k] ne sont pas périodiques, donc constantes — Ml (les sousma-
trices des groupes finals sont non-cycliques).

La différence P\’ —Pr™ [i, k] tend exponentiellement vers 0, donc
les séries

Su = AP —Proli K1}
t=1

convergent. Les grandeurs Pr(i, j ()|, P,, S, peuvent étre calculées par

des systémes d’équations linéaires qui les déterminent sans ambiguité.
On a les relations

r r
XSu=0 B PrKS, =0  (voir § suivant).
La grandeur n (1Y — N,) peut étre mise sous la forme
Su + 4‘51':) + ef,:)
egz) étant un infiniment petit d’ordre exponentiel, vpgz) étant une fonction
périodique de n, la période ne dépendant que de k et étant identique a
celle de Pr [k, k).
Si p,; est la probabilité absolue d’avoir a linstant O I'état E, la

iy

r
probabilité absolue d’avoir 'état E, a I'épreuve nest Y, po; P [py]
j=1

,
est dite une distribution stable si Y Po; PS7 ne dépend pas de 1, les py,
=

sont alors de la forme

P _ .
p,, = Prio, Ga]F’;)siPke G, et p,, =0siE. ), G, Pr[0, G,]

étant la probabilité initiale de se trouver dans G, .
Sinous connaissons I'état du systéme, soit E,, & une certaine épreuve

et son état E, m épreuves aprés, avec Pﬁ,’:’) > 0, alors nous pouvons cal-
culer la probabilité pour que le systéme se soit trouvé a une épreuveinter-
meédiaire en Ej, et cette probabilité est bien définie et ne dépend p:s des
connaissances que nous pouvons avoir sur les états que le systéeme a
pris a 'extérieur de l'intervalle de temps considéreé.

A lintérieur d’un groupe final le principe presque-ergodique est
réalisé : si nous connaissons 'état du systéme a un certain instant dans
le groupe final, alors la connaissance d'un état du systéme a un instant
ultérieur ne nous donne aucun renseignement (au moins asymptotique-
ment) sur le mouvement du systéme a des épreuves tres éloignées. Nous
pouvons préciser ce principe dans notre cas en disant: & I'intérieur d’un
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groupe final si E, et E, sont des états pouvant étre atteints a la méme
épreuve a partir d’'un certain état du groupe final, c. a. d. si ’'on a pour
un jet r, P{? > 0 et Pﬁ? > 0, alors quel que soit E,

P — P | < Cen

Envisageons un groupe final G, avec d («) sous-groupes cycliques.
Considérons un systéme matériel auxiliaire T lié & I’ancien, soit S, évo-
luant a lintérieur de G,, par la convention: si S a été a I’épreuve
m d (=) + 1 dans EI.‘, a I'épreuve m d (2) 4+ 2 dans Ei2 .., a I'épreuve
(m+1) d (2) dans E,,alors T a été a la m— 1—eme épreuve pour T dans
Ei = Ein S El.d. La donnée d’une position de T revient donc a la donnée
de d (=) positions successives de S. Eliminons les Ei’ - E;, qui correspon-
dent & des combinaisons impossibles, c. a. d. pour lesquelles Piyiy -
Piy_y ig=0. Alorsles E, restants auront la forme suivante, si Ei, appartient
p. ex.ausous-groupe cyclique 1(2), alors E,.2 appartiendra au sousgroupe

cyclique suivant, etc. Si nous désignons par g, la probabilité pour que

T passe dans une épreuve de E, = E, E,a Ej =E; .. E,, alors
Qij=Pigiy ~ Pig_yia € Pon voit qu'on peut mettre la matrice des
q, sous la forme

A,O0.O

O A,.O

O O . A,

A, étant p. e. la sous-matrice des g, correspondant aux états E, E,
pour lesquels El.1 et Ejl appartiennent a 1 (a). Ces états forment un
groupe final,et on se trouve comme on voit facilement a I'intérieur de ce-
groupe final dans le cas positivement régulier.

On voit donc qu'on peut, en utilisant la substitution d’états indi-
quée, ramener le cas singulier a l'intérieur d’'un groupe final & un cas
non-oscillant de structure tres simple.

§3. —Les S,

Nous allons nous occuper ici des grandeurs

Su= E {sz)— Pr, k]}
n=1

dont nous avons parlé dans le § précédent. Les S, ont été introduites
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pour la premiére fois par M. FrRecHET dans le cas non-oscillant et cal-
culées dans le cas régulier. Nous allons les calculer dans le cas général.

1. Cas régulier. Pr'™ |i, k] sera égale a P, et nous aurons

x

S ik Z (P(n) - Pk)

n=1

Procédons comme M. FricHeT. Ecrivons
r
(n+1) _ (n)
Py " —P,= 24: (Pij - Pj) Pjx
j=

Z (P —P,)=0.

Additionnons les équations ci-dessus pour n=1, 2,.. Il vient

2 (ngl) —P)= Z Z P (1;) — Pj) Pk
=1 j=1 t=1
Z Z (P(t) k) =0.

k=1 t=1

et

En passant a la limite pour n— oo , nous obtenons le systéme
r
l Suu— (P — P = Z Slj Dk
Si j=1
l 5__‘,‘ S, =0.

Ces r+41 équations a r inconnues ne sont pas ‘indépendantes,
comme on voit en ajoutant les r premiéres En supprimant une de ces
r premiéres équations, on obtient un systéme de r équations a r incon-
nues, déterminant sans ambiguité les S, (k =1, . , r). En effet suppo-
sons que pour un i, il y ait deux systémes de solutions de S, S, et S},
leur différence y, — S, — S, satisfera au systéme

yk;Zyjpjk (k:L" ,I')
Jj=1

r
Zykzl.

Jj=1
On déduit sans peine que y, satisfait aussi a

Z yl p('!)

A
8
Qo8 e »
§

W
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r
Comme P{ tend vers P,, on aura y, =P, ,Z y;,=0.

IIn’y a qu'une seule solution du systeme S,. C_q f. d.
2. Cas non oscillant. Dans ce cas P{" — P, donc

ij?
w35 (P -

SiE;= G, et E, =G, nous sommes ramenés au cas 1), car a l'in-
térieur des groupes finals nous sommes dans le cas positivement regu-
lier; siE;c G, et E = G, S, =0, car tous les P sont nuls. Nous pou-
vons donc calculer les S, si E; = G, par les systémes

Si— (Pu—Py) = ; Sij Pjx

E, =G,
l EkZeGas,.k =0. si.  E,G,
et
S, =0 si E,cG,.
Pour déterminer les autres S, remarquons qu’on a les équations
r
(8%)  Su—(Pu—Py) :;pijsjk =10
qu’on obtient en passant a la limite dans
n+1

Z(P(t) - xk)— Epu Z(P(t)

Nous allons déterminer les S, comme solutions du systéme S; se
réduisant aux S, calculés directement plus haut lorsque E; = G,. Je dis

que cette solution est unique. En effet s’il y avait pour un k deux systé-
mes de solutions de S; satisfaisant a la condition ci-dessus, soient S; et Sy

la différence S; — §; = y, satisfera a,

yitzpijyj
Jj=1

et sera nulle pour E; ¢ X G_. Les y, satisferont aussi &

2 PPy,
Yi= Z P, ¥;
=1

etcommeP;, =0 SiE;«ZG, ety,=0 siEe G, y,=0.C.q.fd.
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3. Cas singulier a lintérieur d’un groupe final. Nous aurons
plusieurs sous-groupes cycliques 1,...,d (d > 1), et entre ces sous-
groupes nous aurons le mouvement circulaire bien connu. ng’) —>P; si

E;ce¢ etE,se,n==e -~ e(modd),P; =0sin==¢ e(mod d).
Supposons d'abord que E, = d et E, = e, alors Pg') —=> P;sin=e
(mod d), Pf.;.’): Osin==e (mod d). S s’écrira

2 (p(nd+e) P})

n=0

Alors de

Pg.“' tetd) P,— Z (p(nd +eo P, Pi“}’

et de
Z,(Pg-'d—%e) — Pj) =1-1=0.

Ejée

on déduit que les S;; satisfont au systeme
Sy — (P —P)= 218, P (E; ¢ ©)
S, =1

et Pon montre comme au numéro 1) que la solution de ce systéme est uni-
que. Envisageons maintenantles états E, < e et E, < ¢’. Soitple nombre d’é-
preuves séparant e’ de e (p=¢’ —esie >e,=d —(e —e')sie'<e)
on verra par un passage a la limite analogue a celui qui a donné le sys-
téme ci-dessus que les S, sont les solutions uniques du systéme

l S ___(P((') Pj)--: “ Slkpg)
l
EJ ee’

Il ne sera point nécessaire de calculer directement par les formules
ci-dessus tous les S,,. Il suffira de résoudre les systemes correspondant

aux E; ¢ d et E, e d. En effet supposons que nous ayons résolu ces Sys-
témes.Sialors E, ¢ d et E e e~d, on aura (n > 1)

prd=o p — EZ;gpz—e (Pj';: ~vd_p)
i

Sw= (Pl ? —P)+ 2 P,
j e

formule qui exprime les S,, pour E,ce et E, <d par les S, (E,cd et E, £d).

donc
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Si maintenant E ¢ e et E, = e,, nous devons distinguer deux cas.
a) e, > e. Nous avons alors

Sy= Z (P;Zd+ “e Pk)
n=0
etsin>1

P(nd+ e—ey p — Z (Pnd —e l) p;ekg)

d’ou I'on conclut que

Sy = chl— 9 — P+ Z_ Szj P;Z’)
Ej od
b) e, Z2e.Ona

-]
ik — Z (P§:d+ “9 Pk)
n=1
et
p(ﬂd+ e —e)__ Z (P(ﬂd—- e j) p};n)'

donc
— (&)
Sik— E_ Su ij
Ej ed

Nous avons exprimé tous les S, par les S, avec E, e d et E e d.

4. Cas singulier général. Nous avons plusieurs groupes finalsa l'in-
térieur desquels on ne se trouve pas forcément dans les cas positivement
réguliers. Les numéros précédents nous mettent en mesure de calculer les
S, lorsque E, appartient a un groupe final Calculons d’abord ces S,

et désignons les par S,,. Alors dans le cas général nous avons

Pgl +10 _ ('l+ 1 [l ]] — Z‘ Pu (p(n) Pf'(") [k, ]])

Comme

= 5; (PP —PrO [, i)

(s;) S,— (p, — PrMi, j1) = kg Pu Sy
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je dis que la solution de ce systéme, se réduisant a §; lorsque E; ¢« G,
est unique. En effet la différence y, de deux solutions satisferait a

r
Yi= ;Pu:yk

et serait nulle pour E =XG,. En itérant I'équation ci-dessus, il

vient
r
_ (n)
- Y Py,
k=1

et
r
= Y. Pr™[i, K] y,
k=1

y, ¢tant nulle si E ¢XG,_et Pr® |i, k] étant nulsi E . cXG,, y,=0.
C.q.f. d.

5. Il nous sera utile pour la suite d’établir une formule généralisant
une formule de M. FrécHeT pour le cas non-oscillant. Procédons comme
M. Frecuer. Ecrivons

2. (P Proi, j)

II
A NgE

multiplions ces équations pour i =1 . ., par Pr®[e, i] et sommons,
il vient

ZPr‘")[e i1S, = Z EPr("’ [e, i] (P“’ Pryi, j])—

t=1 =l

TMB

2, (P Pte, j1— Pro e )

c’est A dire

r
Z Pr® (e, i] S;=0
=1
ce qui était lJa formule que nous voulions obtenir. Dans le cas régulier

elle s’écrit
,
Yy PS,=0

dans le cas non-oscillant

r
Y P,s,=0

i=1
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ce qui est équivalent aux formules -

Dans le cas singulier a 'intérieur d’un groupe final, nous avons

les d formules
X ps, -0

On a de méme

).s, Pr”(j k1=0.
J=1



CHAPITRE 1
LES VARIABLES ALEATOIRES, CAS D’'UN NOMBRE FINI D’ETATS

§ 1. Position du probléme. Historique

Position du probléme : Attribuons a chaque état E, un nombre x,,
Soit X! la variable aléatoire prenant la valeur x, si le résultat de la
nieme ¢preuve est E, (Iétat initial étant E)). Soit S™ —= X4 4+X™. 1t
s’agit d’étudier cesvariables. Remarquons que les Xf") ne sont liés eux-
mémes en chaine simple que si les x; sont tous distincts. On ne peut pas
conclure sans ambiguité des x, aux E; si les x; ne sont pas tous distincts.

Rappel historique. Cest Markorr ?) qui a le premier envisagé
le probleme ci-dessus. Il a demontré (dans ses calculs le nombre
des états est 3), sous ’hypothese que les p, sont tous >0, et les x; tous

n) 13
distincts, que 8[,’1 J tend vers une imite M indépendante de I’état
S® . aM
initial,(&[J -C/»—nfw] tend vers une limite 52320 indépendante de
Iétat initial, et tous les moments entiers de [S!” - nM] | s\/n tendent
vers les moments correspondants de la loi de Gauss réduite, et par con-
séquant que la loi de probabilité de [S"”  nM] , 5V n tend vers la loi
de Gauss réduite. La démonstration utilise les fonctions génératrices,
elle devient fort compliquée si le nombre des états est grand et ne se
préte pas a des extensions. Cette méthode somme toute assez artifici-
elle n’a aujourd’hui qu’un interét historique.

Sous les mémes hypothéses et dans le cas de deux états M. SErRGE
BERNSTEIN a donné en 1926 une autre démonstration directe de la loi de
Gauss, en illustration de théorémes trés généraux sur les sommes de
variables aléatoires enchainées.

2) Pour la bibliographie nous renvoyons le Jecteur a M. HOSTINSKY ,,Méthodes
générales du Calcul des Probabilités* Mémorial. Sc. Math. Fasc. 52 et a M.
FRECHET , Recherches théoriques modernes “ livre 1l. Trait¢ de M. BOREL,
t. 1, fasc. 1L

) E [u] désigne 'espérance mathématique de u.
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En 1931 M. Fricher et M. Potolek ont montré que dans le cas général

n n 2
&[S} In] et S[S' __{i(s;L] ont des limites M, et W, qu’ils ont cal-
n

culées. IIs ont montré que dans le cas non oscillant & 55'0 —nM, ]2
est de la forme n*> W, 4 nV, 4 R, (n), R, (n) restant borné; ils ont cal-
culé V, et montré que dans le cas semirégulier W, = 0.

Une autre démonstration de la loi de Gauss dans le cas positive-
ment regulier fut donnée en 1936 par M. Romanowsky, qui utilise comme
Markorr Ja méthode des moments mais qui les calcule directement d’une
facon analogue a celle de M. FRrREcHET. 4)

Nous allons calculer les lois limites de probabilité de S dans le
cas général de méme que les parties principales des moments. En outre
nous allons demontrer dans certaines hypothéses le théoréme du loga-
rithme itéré. Nous allons appliquer ces résultats a I'étude du mouvement.

§ 2. Cas régulier. Les X!" et les deux premiers
Moments des S!”

Les Xf."’. Dans le cas régulier nous savons que la distribution de
probabilité tend vers une distribution limite indépendante de I'état initial.
Il résulte que, si n -><>, la loi de probabilité de X!™ tend vers une loi
limite prenant avec probabilité P, les valeurs x,.(Onremarquera que
dans cette loi limite n’interviennent que les x, afférants aux états du
groupe final).

,

L’espérance mathématique de X" tendra vers M — Y P, x, et

k=1

les moments
r r
8{X™ —8[X™]}" tendent vers Y, P, (x, - Z P, x,)~
k=1 =1
En particulier

r
8 {x" —8[x"}* —> Y P, (x, —Mp=1u2.
k=1

4) Depuis la rédaction de ce travail M. SCHULZ a publié une autre démon-
stration de la loi de GAuss dans le cas régulier et M. MIHOC a obtenu aussi les lois
limites dans le cas d’un seul groupe final.
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L’espérance mathématique de Sﬁ”’. Nous avons

é[s”]= ‘;_: 8[x¥V] = E (L pw )

or

$260 — p, 4 k2

t=1

donc

8 [S®]=nM+YR® x,=nM+1:S, x,+0, (1)
k=1

M= {;kak

R tendra vers S, et | RY? — S, | sera majoré par le terme général
d’une progression géométrique décroissante.

Le carré de l’écart-type de Sf"). Nous supposons dans ce qui suit
qu’on a choisi I'origine des x de telle sorte qae M = 0, pour simplifier
Pécriture. Occupons nous d’abord de & [ S ]2

n

&[S )= ZF[X“’ +228 X® Y x]

r=t¢1

remarquons que

IETEUES RS S

t=1
et

n r r r
& Ix® XPl= 3 PO x, &[SI "] = Y PO x, YR x, .
°[lt§l«]§nkk[k]§zk ; X;

Donc
—1
®) (T) [ () pr—1

Serxe 3 xe1- ¥ SIS e R 5 x,
nous avons
n—1 n—1 n—1
Y PORET = Y PP S, — Y IPY (S, —REG") = ZP Sk
=1 t=1 t=1

n—1 n—1 —
— )P, —PD)S,, ;Pk Sy R;;“")+§(P - PD)(S,~RE).

t=1

2
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Le premier terme est égal a (n — 1) P, S,;, le second est égal a

o0
R S,; et tend vers S, S, , le 3° a aussi unelimite, car mz_l Sy, — R(k’;')

converge. Soit
— (m)
Vi = 21 (Si; —Ri;)
m=

alors le troisi¢me terme tend vers P, Vi le quatriéme terme tend vers
zéro. Donc

n—1

Zp:('i? ng~') - (” - 1) Pk Skj+ St‘k Skj + Pk vkj + On

et O, est un infiniment petit d’ordre exponentiel. En définitive

3[55")]2:"(,;})/" xi +2 23 DIP, S, x xk)

k=1 j=1

+kz_; Su X2 +2 2 Y (Pev, Py S,; + Su Si) X; x,+0,

k=1 j=1
Considérons maintenant & [ S/~ 8 (S ) F=8 [S" [&[S™1]%,
or [88")] — [Z x, Sy]?- Donc dans le cas régulier
k=1

8{S" —8[S"]}P=n=

r r r r 2
+kZ,S”‘ 22y ZJ](Pk Vs =Py Sy Su i) X; X~ (’; XSy )+o,,

k=1 j=

r

72:;1 P, x, (x,+2 Z Su X:).

=1
En abandonnant I'hypothése M =0, en tenant compte de

r
Y s, =0, o secrit
i=1

) 2= Y P, (x, — M) (x, —M’+2§ Sy X,).

k=1

Nous avons donc par une méthode analogue a celle de M. FRECHET
obtenu (et méme précisé un peu) les premiers résultats de Markorr. La
formule (2) a été donnée par M. FRECHET.
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Dans le cas régulier
(n)
8 [ Si ] > M
n

ot M ne dépend pas de I’état initial E; (et méme la différence & (Sf-")— nM)
reste bornée et tend vers une limite) ef
& (s — 8 [Py
- —

52

ol o2 ne dépend pas de état initial [et méme la différence
8{S" — & [S"]}*—n=
reste bornée et tend vers une limite].
On remarquera que dans s? n’interviennent que les x, correspon-
dant au groupe final unique, ceci résulte d’ailleurs directement de I'in-

dépendance de 52 de I’¢tat initial, si’état initial se trouve dans le groupe
final, les autres états n’interviennent plus.

Nous pourrions maintenant comme RomaNowsky. calculer élémen-
tairement comme plus haut les différents moments entiers de S et dé-

montrer que sauf dans le cas ot 52 = 0 les moments de [Sf")— nM] | sV n
tendent vers les moments correspondants de la loi de Gauss. Mais ce
calcul qui n’offre pas de difficulté théorique, demande des calculs trés
compliqués. Nous allons faire plutot le chemin inverse : démontrer que
S™ _nM

—’——‘/—.— tend vers une variable aléatoire dépendant de la loi de Gauss °),
s\V'n
borner la probabilité des grandes valeur de (Sf") —nM)|s V'n, et en

déduire que les moments tendent aussi vers les moments de la loi de
Gauss.

§ 3. — Cas régulier: 520 la loi de Gauss

1. Une hypothése essentielle dans ce § sera que 670, alors I'écart-
type de»,S(,,”) augmente indéfiniment. Nous allons aussi supposer ce qui
ne réduit pas la généralité que M = 0.

Nous allons maintenant appliquer une idée qui se présente tres natu-
rellement dans I’étude des sommes de variables aléatoires enchainées et
qui est due @ M. Serce BerNsTEIN: le groupement des termes.

5) Lorsque nous dirons dans la suite qu’une variable aléatoire y,, tend vers une

autre y, nous entendrons par 1a, sauf spécification contraire, que la loi de probabilité
de y, tend vers celle de y.
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Nous avons S = X 4 ... 4+ X, groupons les X{ en 2 grou-
pes de termes consécutifs. Les groupes y, comprendront chacun n,
termes X successifs et les groupes z,chacun (en dehors du dernier) n,
termes consécutifs, le dernier z, groupera les termes restants et I’on peut
toujours s’arranger pour que le nombre des termes de z,soit << n,+,.
Les termes 2, seront emboités entre les y,. On aura donc

y|TX;'l)+- '+x£'n|) z|:X,(,",+I)+~--+X(,,m+m)
y2: x(,'n|+ll:+1)+ . +x§'2ﬂ|+nz) 22: X22n1+n,+l) + L. X;an‘-{-ml.).

...............................................

—1) (M + ng) +1 — )+ [ om+ (p— 1) e +1)]
ye._x’E((' ) (m+ ng)+1] oL X’E(e nz+ o M) z,= Xheﬂl ¢ | 2 |
(n)
X,

Nous poserons ensuite §'=y,+ ... y,, §"=2+ ..+ 2,
La somme S’ est formée deptermes y,. Les épreuves de y, sont séparées
de ceux de y, , de n, épreuves. Si ce nombre n,est suffisamment grand,
on voit facilement que I'influence de la connaissance de y, , sur la loi
de probabilité de y, est négligeable. En particulier la connaissance des

valeurs précédentes influera tres peu sur 'espérance mathématique et
Pécart-type de y,. Or il existe un théoréme général sur les sommes de

variables aléatoires enchainées généralisant le théoréme de LiapouNoFfF
C’est le lemme fondamental de M. Serce BernstTeIN. Il s’énonce comme
suijt:

2. Lemme fondamental®). ,Soit S, —u, +u,+ . .. +u,, §[SZ]=B,
& [uf] +...+8 [u:] —= Bj,(on suppose toujours pour simplifier I'écriture
& (u‘.) =0). Si quel que soit I'ensemble des valeurs déja connues de

u, u,. . u...lesecartsquerecoivent les espérances mathématiquesde u,

1’
et de uf ne dépassent pas respectivement », et 3, et en méme temps
I'espérance mathématique de lu? ;reste inférieure a 7, la probabilit¢ de
Pinégalité

2, VB, <S,< 2z, VB,

aura pour limite

6) S. BERNSTEIN. Théoréme limite du calcul des probabilités. Math Ann
t. 97 p. 21—3.
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quand

n n n
£ 5§

— tendent vers 0%.
V'B, B, B™

La démonstration du lemme est fort simple (voir le travail cité)
BEerNnsTEIN établit d’abord que

B’
lim " =1
n —->ow Bn
il it u,
1 ose ensuite v, = —
p k \/BI"

Alors on a toujours quelles que soient les valeurs dev, ... et
pour | ¢ | < T (& T certains)

i &lutl .z | sn
Pl vy —1 — L3 S
(e ) 2B, + 3
ot |z | <A (\/B “" )_ u™

A ne dépendant que de T. On en déduit sans difficulté que

m—.—l )
G, = &8e ) gt T it
- 8(u2)
G, _ ll‘ ___:11_ ‘:.2] .‘(")
m—1 2Bn + m
ot | 75:’)] < p.f:). Cette équration de récurrence donne
m (k")
n *‘Em+E ZIE
ol E, — 1,__(?_@:2 . lwélu"]
k 2B, ) 2 B, )

Comme pour m 2k,

n
‘ <1 et queZ |i§m|—>0
Ek 1
si n —> °°,nous voyons que

|G, —E, |<Zl 1P)->0.
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D’autre part de
n

Y. 5, =0(B."%) on déduit que max {&[u?]/B, } —0; il suit
1 l<i<n
123
lim E” — e~ 73

n—-—-> o

Par conséquent dans tout intervalle fini la fonction caractéristique

’

de Ev, tend vers la fonction de la loi de Gauss réduite ; comme Bl -=>1

n
B’
il suit que la fonction caractéristique de _ZEL Z 5 \/B—" tend aussi-
n

V'B,

vers la fonction caractéristique de la loi de Gauss et I'on sait que cela
suffit (et est d’ailleurs nécessaire) pour entrainer I’énoncé du théoréme.
c.q.f. d.

3. Nous allons maintenant montrer qu’en choisissant judicieusement
les ny, et n,, on peut faire que les conditions du lemme s’appliquent aux
Vi lesy, seront alors ce que BernsTEIN appelle des variables aleatoires
presque indépendantes.

Si nous connaissons y, ,, ... y, nous avons sur y un renseigne-

ment au plus égala celui que nous possédons lorsque nous connaissons
I'état du systéeme corespondant a la derniere épreuve de y, . Désig-

nons donc par 89U (y,) Vespérance mathématique de y, lorsque nous
connaissons cet état et que cet état est p. ex. Ej. Nous avons

80 (1) = 2P}E, ) = 2P, B () +
+22 (P —PY) 8, )
o 8, (y,) est I'espérance mathématique de y, si I'état réalisé a la premiere
épreuve correspondant a y; est E,. Or nous savons (§ 2) que &, (y,) reste
bornée, etD P, & () est nulle (M= 0),
Comme |P% —P,|<ke *™, ona 87 (y)-8(y) <o<k'e™*™
k’ étant une certaine constante. De la méme facon on montre que

B, <<k'm e~*™ Quant a t, remarquons qu’on a si k, est le maximum
des | x, |

T <2k,n & (y?)
et

4 o—1 n
8 [S’]Zzzl:é(y?)ﬁ-zl&(y: Y-

i+1
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¢—1 n
On voit sans difficulté que Z & (y, Zyj) —> 0, si n, augmente
1 i+1

de fagon quepe~i™ —> 0, (en effet & (¥, ‘Z:J’j) — 0(e1™)).
1
De plus
& (y?) =n °2+ l,(n)
l; (n,) étant borné. Donc
6[8']2:p[n, °2+1(n1)]—{—0(p e—ln.)_

Prenons p. e.
1 1
”l ==n3 n2 — ni
(plus exactement nous prendrons les parties entiéres de ces 2 nombres
2
mais cela n’a aucune importance). Alors p == n 3 et

8(S')Y = no’-
Les 3 conditions du lemme sont satisfaites, car si n > n,

< ke >0, 6 <kpne im0
et

Zci 2k2n1p6(y?)m 2k, 4k, _

BY 80D Y VoD o

’

Donc 3 Vo suit une loi qui tend vers la loi de Gauss réduite.

13
De la méme fagon on montrerait que S” | s n3% tend vers une va-

riable aléatoire dépendant de la loi de Gauss réduite.
On aura SW=§ + §".
S('l) S’ S

VERRIV TV

Dans cette somme le premier terme seul restera si n— oo, 20 le
second tend en dehors de cas de probabilité arbitrairement petite vers O

"

5
car 5= a un écart-type équivalent a n~ 3% —> 0.
V'n
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Pour la loi de probabilité de S™ le premier terme seul importe,
ce terme tendant vers une variable Gaussienneg, il résulte :

Théoréme. Dans le cas régulier, la probabilité pour que (en
abandonnant I'hypothése M =0).

, X® - M)
S‘i)—nM:;( f
V'n V'n

soit comprise entre a et b tend sis 7 0 vers
b
1 f N
— = e 202 x
2%
VvV 3 .

§ 4. — Cas régulier, 50, 1a loi de Gauss, évaluation
de l'erreur

Dans ce § nous avons en vue de donner une limite supé-
rieure de lerreur commise en remplagant la probabilité pour que
as\V'n< Sf,") < b 5\ n par la probabilité donnée par la loi de Gauss.
Nous allons en outre démontrer d’une facon différente que Sfl") suit une
loi tendant vers la loi de Gauss sans utiliser le lemme fondamental de
M. BernsTEIN. Pour cela nous évaluerons d’abord I'erreur que nous com-
mettons sur la loi de probabilité de S’ en supposant que toutes les y,
sont indépendantes.

1. (Nous sommes obligés d’introduire ici une grande quantité de dé-
signations, que ne nous serviront pas pour la suite). Désignons par F (a,b)
la probabilité pour que a3V n = S’ < b5\ n,en supposant les y; liées
entre elles, par F, (a, b) la méme probabilité en supposant que y,.. Ve
sont indépendantes de y, mais li¢es entre elles, par F, (a, b) la méme
probabilité en supposant maintenant y, et y, indépendantes mutuelle-
ment et de y; . y,, enfin par F,_, (a,b), la probabilit¢ en supposant
toutes les y, indépendantes.

Soit V, () la loi de probabilite totale de y. Soit Pr la proba-
bilit¢ d’une proposition sur y,+ ...y, a priori, Pr, la méme pro-
babilité lorsqu'on connait I'¢tat E, réalisé & la premiére épreuve de
Yy enfin Pr[E, y, ==y] la probabilité pour quon ait a la premiére
épreuve de y, Pétat E,siy a pris la valeur y.

Pr[E;. y, = y]seraune moyenne des PZ}, car,d’apresle théoréme des
probabilités totales et composées, Pr[EJ.,y1 = v] est égale a la somme
pour k=1,...,r du produit de la probabilité pour qu'on ait eu 'état E,
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a la derniére épreuve de y, si y, =y et de P,. Comme ‘Pi’}” ——Pf,"}"""’
<c;y A™ou a <<1,0na

PrlE, y, == y]=Pyi" ™ +a(iy) A™  oi [2(,»)|< ¢

D’autre part nous pouvons écrire

+o
F (a, b) =f .le’ (E,y, = yfPri{as V' a<(y,4 ... +ye)
I=

— 00

+y<bsVn}dV,(»)

+ ’
=] BPL " +aG P (s Va<(Gat- . )
—w =

+y<bsV'n)dV,(y)

or
r

Py Pr,=Pr[.. ]

=1

Pr désignant comme convenu la probabilité 4 priori. Donc en
remarquant que

+ o
f Pr[as\/i<(}’z+...y(,)+y<bc\/7z]dvl(y)=Fl(a,b)

il suit que
F(a, b) == F, (a, b) 4, (a, b) avec | (a, b)| < ¢; A™.

De la méme facon on démontre

F, (a, b)=F, (a, b)+ 1, (a, b) avec | v, (a, b)|<ciA™
et
Fo_,(a,b)= Fo_,(a, 6) 4 n,_,(a, b) avec [ Ne-1(a, b)| < ¢} A",
Donc

e—1
F(a, b)=F,_,(a,b)+ Y 1,(a,b)
Jj=1

| F (a, ) — Fo_,(a, b)| < cprm,

@

<

%
2
™=
2
2
(=
Z
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Dans le cas positivement régulier on-aurait obtenu par la méme
méthode

F(a,b)=1[1+4~ (a, b)) Fg._l (a, b)
ou

1+ % (a, b) =""? [1 4 v, (@ b)) l-q; (a, b) | <k Ams

et si p "™ — 0 non seulement la différence entre F,_, (a, b) et F (a, b)
tend vers zéro, mais meme leur rapport tend vers 1, ce qui peut étre
trés utile.

2. Calcul de Fe_l (a, b). Sjp est suffisamment grand, F,_,(a,b),loi
de probabilité d’'une somme de p termes indépendants suivant tous
sensiblement la méme loi, sera trés voisine de la loi de Gauss. Nous allons

/3 1 2,3 —
prendre comme plus haut n, = n'"?, n,=n ¥, Alorsp =n**(1 —n )

1
L’écart-type de chaque y. sera ?nd r.ou r. est borné. Le carré
yp quey, i i

1 —
de Iécart-type total sera (°n3 +7') né(l —n %—{—. ..)=dn
-5
[1—o(n W)

Posons B, = 12{3 Ol ()} =nl1 - O(”_'%)]

; &(y,) reste borne. 8(1y*|) <kn, 8(y2)<2kn® o
(si k est le maximum des x,).Le théoreme de Liapounorr nous dit alors

que la probabilité pour queZ y;— &|[Zy,] soit comprise entre a V'B,
etb /B, est égale a

b
\/12—uf e—%z dx +r,(a, b)

ot

B'/z

n

l’u(a»b)|=0(s3lg l—), &= Z@jy,._@(yl)ls

dans notre cas

3 << 2 l,‘ donc
o n®
1

raa,t)=0(gn.n"%)
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et un calcul élémentaire trés facile montre aussi que

b
1 -z -1
F‘,_,(a,b):—\/—z_:nf e Zdx+4+0(gn.n %)

Avec les valeurs prises pour p, n, et ny, on a
, , 18 1
|F(a,b)—Fe_1(a,b)|[<par A" < cini Vn= 0(—;;)
on a donc aussi

b x2 1
F (a, b):\—/‘ﬁf e~ Zdx+O(n " Slgn).

En calculant de méme la probabilité pour que

13 B
asn®<S <<bsnk

on trouvera
b
3 13 1 x2 _L
Pr[aon”<$”<bcn36]=\—/7—-n e*de—}—O(n 13).

3. Passons maintenant a I'¢tude de la Prgs \/'n<<S < s}/ 7}
Les inégalités

(A) asV'n4+1<S<<bs\Vn—-«
(B) —rt<S' <

entrainent I'inégalité

©) asV/ n<S+S"<bs\V'n
de méme les inégalités (B) et (C) entrainent I'inégalité
(D) a’S\/E—t<S’<bc\/_ﬁ—|—r.

Désignons par P (A). .. etc. la probabilité de I'inégalité (A) etc.
on aura

P(C)=P(AB) P (D) ~ P (CB).

Une inégalité classique nous enseigne que
P(AB)=P(A)4+P(B) -1
P(CB)=P(C)4+P(B)—1

Donc

P(C)~P(A)+P(@B)—1 P(D)~P(C)+PB)—1
P(D)+1—P(@B)=P(C)~P(A)+P(B)—1.



28 W. DOEBLIN

Nous aurons

b
1 x2 1 -
P(A)=—= e—2dx+0O(n °©¢l1gn)+40|—=
()mnf +0( T igm+0 (=)
< a
13
242 pi8 .
P (B) > 1 — ————d’aprés le théoréme de BieNaiME-T CHEBYSCHEFF.

13
Si je prendst=n" n%, alors P (B) — 1 = O (n ~ 2#)

T '
— =N
V'n

T

et

5 5
~ %, prenons donc 3 = —%5 ,onaura P (B) — 1=0(n" %)

_3 5 1 ,
=n "~ 5 ; comme — > — par consequent:

et =
V'n 54 11

b
x2 1
PrlasVn<SP<bs V1] :‘71—2—_f e % dx +0(n"T)

4. Cette formule suffisante lorsque a et b sont petites ne nous en-
seigne rien pour la probabilité des grandes valeurs. Pour que nous ayons

| 8™ | > b5v7
il faut qu’on ait au moins 'une des inégalités
(S| > 9V S > eV
Donc

Pr{ |S™ | >65\V/7]- Pr[15] >%s Val4Pr[is] >3Vl

Or nous avons vu que pour évaluer les Pr(S">]etPr[S” >}, il
suffisait d’évaluer les mémes probabilités lorsque les y, (respectivement
les z;) sont supposées indépendantes et d’ y ajouter un terme correctif

—in 1/13

— 0 (e *"""). Dans le cas positi-
vement régulier méme, il suffit de multiplier les mémes probabilités calcu-~
lées en supposant les y, ou z, indépendantes par un facteur qui sera trés
voisin de 1 si n est suffisamment grand. Or pour les probabilités
des grandes valeurs dans le cas de I'independance I'on a une bonne
évaluation due a KoLmocororr. En considérant avec BERNSTEIN
8le'S"] ot t >0 et en appliquant le raisonnement de TCHEBYSCHEFF,
il trouve

qui ne peut pas dépasser K ne

“B

B tM
Pri|s —&[S1I>X}< e ™7 (%) 1M <t
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ou Pr’ indique que la probabilité est calculée en supposant les gran-
deurs indépendantes et ou B = B, et M le maximum de y,— & (y))].
On a une formule analogue pour S”. Prenons X = s V1 . n’ et

1 1 3 _
t= VB T avin Comme M << k \V/n on trouve

1
PIIIS - 8(S) > n'aV/iil<e 75 ' o35 (V5)7 7]
Or
V' B=:a V1, 8(S) reste borné - K’. Donc (si n>n,)
Pr{1S|>2n'5V n}< e—"i.
Et 'on trouve de méme que (pour n > ng)
Pr{|S"|>2n"s\Vn} <exp(— n'*’;f’s)-
On aura donc dans le cas positivement régulier (n > ng)
Pr{|S|>4nsVn}<exp{ - n'}
dans le cas regulier on aura
Pr{|S|>4n'sVn} <exp{— n}+0(exp(—nmw)).

Ces formules peuvent.étre améliorées de beaucoup. Elles suffisent
pour nos buts.

§ 5. — Cas régulier, 532 0. Convergence des moments

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer.

Théoréme : Dans le cas régulier si 50, les moments de
SW__nM
—’——‘}—f tendent vers les moments correspondants de la loi de Gauss

s\V'n

réduite.

Démonstration. On peut supposer M = 0. Soit F, () la loi de pro-
babilité de S /5 V/'n. S™ varie de — Kna + Kn.
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Nous démontrerons que

. 1 ‘ . ; -2
t'dF (1) > — te 2dt
‘f; n() \/Zﬁl [1]

et (i>0)

( (1]
f [t|'dF, (1) —> 712:1:f |t Tdt,

il en résultera le théoréme. Nous nous bornerons a f t'd F, (t), 1a
0

0
démonstration est identique pour f . Comme S varie de — K n

a4 4+ K n, nous aurons”)

o Xva n KXymw
f t"an(t)zf tlan(t)::f +f
0 0 ° n?

n
Envisageons { , divisons lintervalle d’intégration dans un
v o
grand nombre d’intervalles de méme lonqueur A, soient

O)tl,t2,~<~tN:ﬂa

les extrémités

et 1
f FdF (O ={i + i, ATt + 6, A1F, (1)) — F. (£)]
te

Fn (te-H) - Fn (te) =& (te+1) _(b(te) + O(H_%)

1 ‘ X
(b(t):——:; f e——z_dx

fﬂ,
f tde (t)={t, +it A (t, 4+ 68) "} [®(t,,,) — ®(2,)]

te

7) Nous supposoos { > 1; si i < 1, il faut modifier trés légérement le raison-
nement.
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tet1

tet1 I
f t"dF,,(t)-J t"dd)(t)l<2iAti;'[<l>(t¢H)
te

te

. 1
— ()] 1, 0(n" M)

< 2iA f ' d (1)
0

+ n" n® Zl\— o(n~

a

ft’an(t)—f t'dd(t)
0 1]

=

l).

Si nous prenons (i -+ 2) a < —11~1 , A =n"", alors

f t’dF"(t)—>f t’d(l)(t)—>f t'dao(t).

Evaluons

K vVn

f t‘an(t)zf " t‘an(t)<[l—(—3‘/—;']iPr[S§”’>n“cv’?i].

Or nous avons vu dans le § précédent que

o 1
PriS®” >svn n“]<exp[— % ]+0 {exp[—n™]}

donc

j t dF, (t)—> 0 quel que soita >0
,,a

) 00 . R
' dF, (1) —> fdo ()= —— | fe—7 dt
0 0 \/2R 0

c.q.f. d.

et
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§ 6. — Cas positivement régulier, analyse du cas ot 5—=20

1. Nous avons obtenu dans les paragraphes précédents un certain

SY _ M
nombre de résultats sur les variables aléatoires — Va — si 332 0.Pour
3 n

étre complet il nous faut voir ce qui arrive si 5 = 0. 5 ne dépendant que
des valeurs des x, dans le groupe final nous pouvons nous borner dans
ce qui suit au cas positivement régulier c. a. d. supposer qu’avec proba-
bilité 1 on se trouve a I'instant initial dans le groupe final. Nous suppo-
serons pour simplifier ’écriture M = 0. Alors nous savons que

&[s”]=0 &[SPPF—>1

en nous bornant aux S (distribution initiale, distribution stable). Il suit
que S reste borné au sens de Bernoutri en dehors de cas de probabilité
arbitrairement petite (Théoréme de TsCHEBYSCHEFF).

Deux cas sont a distinguer: [ —0et [ 0.

! = 0. Alors

(g [S(n\]2 >0 (‘3 [S(n)] 2 (‘3 [S(n 1) ]2 + 2 (g [S(n —1) x(n)] _+_ 6 [x(n)] 2.

Les deux premiers termes tendent vers 0, car' & [S" " X]| <
V& (S™ D). g [X™]2 il faut donc que 8[X™]? tende aussi vers 0. Or
8[X™M]? est ¢gal quel que soit n a Z P, x? (et P,>0).

Ceci devant étre égal a zéro, nous concluons que si/-—=0, tous
les x; sont nuls.

2. 172 0. Ce cas est plus difficile a traiter. Effectuons le groupement
de termes suivant

Vo= XD 4. 4 XM zog= X"+t xem

y, =X@em+D L x@etnm

¢ .

Soit Se:SI(Z(,ﬁ»-l)m] Sf:yo+y‘++y( S;’:zo+" +z(’-—l'
Nous avons S, =S{+S;.

Prenons m trés grand mais fixe, suffisamment grand pour que

3
{' 2 —_— [ S >-——I
et pour que 5 () Tn mT 4

(S(y,.j;i;‘yj)——:um [p.m|<%.

B[S 1= p (lntpm)—>co
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Sl
sip augmente. Les § précédents nousenseignentque ——————— tend
‘-/{J ( lm + p‘m)

vers la loi de Gauss. Pour que

¢ e

Se=S8;+S,
reste borné, il faut qu’en dehors de cas de probabilité arbitrairement
petite on puisse écrire S;' = — Sf + 5, (5. =13S,) , 3, étant borne.

La connaissance de valeurs de Sf nous fixe donc en dehors de cas
de probabilité arbitrairement petite sur la valeur de la somme Sg a une

quantité aléatoire bornée pres. Or la connaissance des valeurs de Sj' nous in-
dique moins sur Sg , que la connaissance de tous les y, composant Sf et
cette derniére connaissance nous donne un renseignement au plus équi-
valent a celui fourni par la connaissance des états réalisés aux épreuves
extrémes des y, c’est a dire des états réalisés aux épreuves d’ordre
QRi+1)ymet2i+2)ym-+1.

Supposons maintenant que nous connaissons non seulement la
valeur de Sj‘ mais aussi les états que le systéme a pris a ces épreuves
extrémes des y. Les termes z sont emboités dans les y. La loi de proba-
bilité des z, est bien déterminée par la connaissance du dernier etat de y,
et du premier état de y,, ,, C’est a dire par la connaissance des états du
systéme aux épreuves d’ordre (2i-+ 1) m et (2i-+2) m -+ 1. Désignons
par [z];.‘ ,ce qui devient z lorsqu’on sait qu’a I’épreuve (2 i+ 1)m on ait
eu I'état E,, a 'épreuve (2i+4-2) m+ 1 I'état E,. Les[z,.];_‘i" sont indépen-
dants I'un de 'autre. Si S} est donc connu et de plus les états extrémes
de y, alors nous pouvons écrire

S, =z o,u+ +[2-1]© e

jo—1
Sf devient la somme de ;, quantités bornées indépendantes et cette somme

doit étre de la forme Si’ + 3¢, 3, €tant borné, en dehors de cas de
probabilité arbitrairement petite. Or on sait que la condition nécessaire
et suffisante pour cela est que

o—1

k; k;:
L=l 8Lzl

reste borné quel que soit ¢ en dehors de cas de probabilité arbitraire-
ment petite. D’autre part les[ ]k suivant tous la méme loi quel que soit i,

désignons par o I'écart-type de [z] .l n’y a qu'un nombre fini r*de
combinaisons j, k possibles, soit n;, le nombre des [zL alors

Z@{{z P E2 Zn,k(fu)ﬁ
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Comme Z n;,’k: p, il y a toujours au moins un des n}‘k qui
j k
augmente indéfiniment avec probabilité positive. Pour celui il faut,
pour que ank(;‘ )? reste borné, que aj’,‘ soit nulle. Or remarquons
J. k

que les valeurs S{ pour lesquelles un nj, est << L ont une probabilité
qui tend vers O, si » augmente indéfiniment. En effet on peut suppo-

ser que m soit suffisamment grand pour que P P;.’,’j” > ; P,p,>0

Alors désignons par [Ax];{ ’événement consistant dans ce que a I’épreuve
(2i+1) m I'état E; soit réalis¢ et a I'cpreuve (2i+2)m—+-1Tétat E,. Or
quelsque soientles[A, ] /;:11 réalisés precédemment la probabilité de [A1] j
est > % P, P,.La probabilité pour que I'événement [Ai]J’f ne soit réalisé

pour aucun i compris entre i, et i, est donc inférieurea (1 - 7})]. Pk)'s—‘l

et tend donc vers zéro avec (i, — i,)"". Il suit que I'événement [A,.]J’f est
réalisé en dehors de cas de probabilité nulle une infinité de fois. Donc
si p tend vers I'infini en dehors de valeurs de Sf' ayant une probabilité

totale tendant vers zéro, tous les n;)kr~~> ©> presque sirement. Donc fous
k
les o; sont nuls.

3.Interpretons ce résultat: leséj'.‘ sont les écarts-types des 2, lorsque
I'on connait 'état immédiatement avant et I'état immédiatement apres
les épreuves correspondantesa z,. Nous voyons donc que XJ’. —+.. .—|—XJ’."

est bien déterminé si nous connaissons I’é¢tat du systéme a I'épreuve
m—+1, donc a fortiori a I'épreuve m. Ceci est vrai pour tout m suffisam-
ment grand, or il est facile de I'étendre a tout m entier; en effet sup-
posons que

XP 44X

soit encore aléatoire lorsque nous connaissons I'état du systéme a I'épreuve
d’ordre m,; soit Ekl un état avec PJ",'(‘l > 0. Nous avons

XO X" =, (m, k)

c. . d. cette somme est une fonction bien determinée de m. et de I'état
E, a I'épreuve d’ordre m, pour m suffisamment grand. D’autre part il

existe pour tout m suffisamment grand un chemin de E; a E, allant de Ejé
E, en m, ¢épreuveset de E, en E enm m, épreuves. Si m — m, est

suffisamment grand les valeurs de X}"—}-. . —,L—X;'"’ et de Xf('l’ + ..
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-+ Xi’:"'"‘) ne sont pas aléatoires si 'on connait I'état E, réalisé a la der-
niére épreuve. Or le long du chemin considéré I'on a

- RS )) (m) __ (1) (my) m (m—my)
% (m k) =X 4 . X=X 4 X X)X

Comme une quantité non aléatoire ne peut pas étre la somme d’une quantité
aléatoire et d’une autre quantité non aléatoire: guel gue soit m XV +...+X™
est biendéterminé sil’on connait I’état initial et I’état al’épreuve d’ordre
m. Mais il pourrait paraitre que les % (m. k) dependent de m. Il est facile
de démontrer que cela n’est pas le cas. Pour cela considérons le «; (m, j).
Il faut évidemment pour que cette quantité soit deéfinie qu’il existe un
chemin d’ordre m de E]. en Ej. Les 2, (m, j), si m—>c>, sont bornés car
les X;.’) + ...+ Xﬁ."') sont bornés en dehors de cas de probabilité nulle,
et la probabilité pour que I’¢tat réalisé a I'épreuve m soit Ej tend vers
Pj > 0. D’autre part les ¢, (m, j) ne dépendent pas du chemin suivi pour
aller de E; en E. Considérons alors un chemin quelconque de E;en EJ.

d’ordre m; soit 7, (m, j) la valeur de X044 -+ X correspondante a
ce chemin, on a évidemment X® - ... X prise p fois le long du che-
min considéré — (e m,j)=p%; (m, /). Ceci devant étre borné, il faut que

% (m, j) —= 0 quels que soient m et j. Maintenant supposons qu’il existe
un y; (m, k) dépendant de m, alors il y aura deux chemins d’ordres n1,

et m, de Ej en E, avec des %; (m, k) differents; considérons un chemin
fixe d’ordre m, de E_ en Ej, on aura

?; (mv k) + P (m3» )= ?j (m1+m3- J)=0= %; (mzv k) + kP (1713, 7
donc
?‘j (mp k) — ’.Dj (m21 k) = Pik >

on aura
P = 0 et
P =Pttt T P
?kj = "ij-

On voit d’ailleurs sans peine que si X; + X, +.. . +4X;=0le long
de tout chemin fermé les X®” 4+ . X sont des fonctions bien déter-
minées de I'état initial et de I’état final. On peut donc énoncer le théo-
réme suivant.

Théoréme : Dans le cas positivement régulier pour que I'écart-
type de S?") reste borné, il faut et il suffit que, aprés soustraction d’une
constante M de chaque x, la somme des x; prise le long d’un che-
min fermé quelconque soit identiquement nulle.
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Nous voyons que si 5 =0, S prendra avec probabilité Pﬁ?
la valeur n M 4%, et si n augmente indéfiniment

S® _ oM

prendra a la limite avec probabilité P, les valeurs 7,. Dans ce cas

donc la loi de probabilit¢ de S — n M dépend d’une facon essentielle
du premier indice.

r r

8[S" —nM]=> Y (x,~ M)S, = Y9, P.— ’; X, Sy

k=1 k=1

r
&[sj - nMF —>,§Pw?k-

4. Donnons un exemple de ce cas: Prenons par exemple trois états,
supposons qu’on passe nécessairement de E, a E,, mais qu’on puisse aller
de E, a E; et a E|, enfin a partir de E; on peut rester a E; ou aller a
E,. La matrice des p;; aura la forme

(0] 1 (@)
Pai O px
P31 O ps

On vérifie facilement qu’on est dans le cas positivement régulier
(la matrice est indécomposable, et non cyclique), affectons a E, la valeur
1, 4 E, la valeur — 1 et & E; la valeur 0, alors ¢, = - 1,

P =R =% =0,%3= —1,%3=0,%, = 1,935 =1, 93, =0.
On peut évidemment construire des exemples plus compliqués.
Mais il y a un cas ou l'on a nécessairement 75— 0. Clest le cas

de Markorr. En effet si p,, = 0, alors il existe un chemin de I'é¢tat E; a E,

ne passant pas par d’autres états. Apres réduction d’une constante M
des x;, la somme des x; -~ M prise le long d’un chemin fermé doit étre
nulle, or prise le long de E; E; cette somme se réduit a x; — M. Donc

tous les x, — M; On n’a pas /== 0. Ceci explique que MARKOFF qui Sup-

pose aussi que les x; sont différents (et p;; > 0) n’a pas eu a s’occuper
du cas ou s égale 0.

§ 7. — Cas d’une matrice indécomposable et cyclique.
Les X/ et les S

Le cas positivement régulier correspond a une matrice || piil indé-
composable et non cyclique. Supposons maintenant que la matrice des p,
est toujours indécomposable mais qu’elle est cyclique. Elle admettra
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alors d (d > 1) sous-groupes cycliques. D’aprés ce que nous savons sur
le mouvement circulaire entre ces sous-groupes cycliques, on doit s’at-

tendre a ce que les X}") suivent une loi asymptotiquement périodique en
n avec période d, et que cette periode s’éliminera en général pour les som-

mes Sj.'”. C’est cela que nous allons vérifier et préciser dans ce qui suit.
1. Les X;’”. Supposons que nous partons de I'état Ej dans 1, alors

nous serons a I'épreuve n dans le sous-groupe Tn [n =1, — [ (mod d)]et

Pj.',? —> P, >0SsiE, e/l etn=1 -1[(mod d)

n) —|—

Py =0 ” n=l=1-- I (mod d)
Xj."’ est une variable aléatoire qui prend la valeur x, si E, est réalisé a
I’épreuve n, cette réalisation ayant la probabilité P‘j',’(). Il suit qu’a chaque
épreuve les seules valeurs possibles pour Xj.”) sont les valeurs correspon-
dantes aux états du sous-groupe /. Asymptotiquement si n —s oo,

X;.") prendra avec probabilité P, les valeurs x, (E ¢ {,), [, variant
périodiquement avec n. Donc

G[Xy’)]m ZPk X =M, ot E e/
*

n
s IXP IR = NRn M, P

2. Les )?;’. Utilisons maintenant I'artifice que nous avons indiqué

dans le § 2 de l'Introduction et qui consistait somme toute a considérer
non pas chaque état isolémént, mais I'ensemble des états pris par le sys-
téme en d épreuves successives. Posons

')I.f Eil Eid'

La matrice des T correspondant aux 6, se décomposera en d sous-
matrices correspondant aux groupes finals de 9, et ces groupes finals se
distinguerons par le sous-groupe cyclique auquel appartient le premier
état E,, car nous savons qu’on ne peut pas passer de I'état 6, =E, .. .E

ouE e l,.. E el —lalétats—=E, ... E,

td

igq

ouE, ely, .. .Eyye b1 avec [, 1.

Nous ne nous occuperons ici que des 6, de la forme

6,=E, ... E, ouE-<T, . .E, <d (1)

id

et étant réalisables (p, ,-- .p,,_ ,, >>0). Alors a ces 8, correspon-
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dent des probabilités de passage :g") et on s’y trouve dans le cas positi-

, . m
vement régulier (z; —> P].l Pijy - Pjaa i
Si nous affectons a chaque état E; un nombre x,, nous faisons cor-
respondre a chaque 6, le nombre Ei = xil—}—. X et nous aurons a étu-
dier les

ym __ y(m—1)d+1 md
X! = X{; + ... X

c’est a dire les variables aléatoires égales a Ei si , est réalisé a la m-ieme
épreuve a partir de I'état b Nous pouvons appliquer aux 5(}”" les résul-
tats démontrés dans le cas positivement régulier. 1l suit que la loi de
probabilité de —Xﬁ.”’ tend vers une limite independante de I'état initial 6;
(mais on suppose toujours que §; est de la forme (1)). A la limite i;"”

prendra avec probabilité ©,—= P la valeur

ilpil iz"'p_fd—xid
X e Xy, = Xy

L’espérance mathématique de X!™ tendra vers une limite que nous
J
désignerons par M d

[XM] =Md= Y P op,. Py (%t X))

il, [
:Zpi]xil+.. . +ijl le
Chaque somme étant étendue aux états d’un sous-groupe [ différent.

3. Les S™. Soit
Sm _ i(l)_‘_ .+ X (m)
alors nous savons que 8 [S™] = d m M -+ r (m), d M étant indépendant
de la distribution initiale des 6, et r (m) tendant vers une limite qui
dépend de la distribution initiale. Enfin, ou8[S™  dmM]? reste
borné, ou & [S™ — d m M2 = 32 md + [ (m), s né dépendant pas de la
distribution initiale et / (m) tendant vers une limite. Dans ce dernier cas
S™ —dmM
sV md

Gauss réduite si m tend vers l'infini et les moments de

tend vers une variable aléatoire dépendant de la loi de

S™ . dmM

sVmd
tendent vers les moments correspondants de la loi de Gauss. Tout ceci
indépendemment de la distribution initiale. Dans le cas o 5 =0
la somme des valeurs de fj - d M prises le long d’un chemin fermé

quelconque est nulle et les §§,"” — d M sont bien déterminés si 'on con-

nait I'état initial et ’état a la derniere épreuve correspondant a —S}"" ,
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4. Passage aux Sf."). Remarquons qu’on a

QUm) __ (D) (m d)
SM =X 4 . X

E,, ¢tant le dernier etat de b, et appartient au sous-groupe d.
On a donc

Q(m) __ g(md)
S] - S!d

et les énoncés ci-dessus sur les gﬁ."" deviennent des énonceés sur les
md “ i . - .
Sj; ou E;; = d. Supposons maintenant que E; s /, et soit n quelconque

n=d -1l4+md-+4n <, = n, <d),
alors
Sgn) — Xf.') 4. ng—l) + ng—t+1)_+_ 4 Xsmd+d—l+l) 4.4 xgn

or XD 4 L 4 X™HD est une SU™ | car 4 Iépreuve d — I le
systéme est dans d.
Dans la somme S{” la partie différente de S est négligeable devant

S; si R™ est cette partie, on a . RY) < 2dk, oii k est le maximum
des x,. Il suit d’abord que

8 [SE"’]: nM-+r,(n)

r, (n) étant borné, mais ne tendant pas nécessairement vers une limite.
On a en effet

8[S7]= 8 X1+ ... +8[X] T+ 8[s"]+8[x 10
+ .+ 8[x7]
et il résulte de ce que nous savons sur & [S™], (8[S™ — md M] tend vers
une limite) que & [S," ] —n M sera en général asymptotiquement pério-

dique avec période d.
En ce qui concerne

&[S~ nM]*=8[R"™ —(n,+d — )M+S"™— md M]*=s*d m+1 (m)
+8[RY” —(n,+d DHMP+28[RP — (2,4 d - H)M) (S™  mdM)]
on voit sans peine que & [(RY — (n, +d 1) M) (S"—mdM)]reste
borné et le second terme est évidemment aussi borné. Donc
&[S naM]P=5"n+1 (n)
[;. (n) étant borné et asymptotiquement périodique avec période d.
Si 5 =0, les conditions que cela impose aux Slf" se transforment

évidemment dans les mémes conditions pour les S{”: aprés réduction
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d’une constante de chacun des x;, la valeur de la somme des x, prise le
long d’un chemin fermé est nulle etc. Si 3% 0, R{” étant borné, il suit
immédiatement que la loi de [S(i") -—n M] / 3V n tend vers la loi de
Gauss réduite, de méme les moments de [S(,.”’ —nM]/s \/n tendront
vers les moments correspondants de la loi de Gauss.

Nous venons de voir que les principaux résultats démontrés dans
les § précédents pour le cas positivement régulier s’étendent sans diffi-
culté au cas d’une matrice indécomposable quelconque: c’est a dire au
cas ou nous sommes a l'intérieur d’'un groupe final. On aurait d’ailleurs
pu —et c’est comme cela que nous avions procédé — démontrer tous ces
résultats sans faire intervenir I'artifice du § 1 de I'introduction. On aurait
démontré d’abord directement (voir le § suivant) que & [S{] =z n M, que

_ 1
Pécart type est soit borné, soit de la forme s\ n - O( \75), s ne dépen-

dant pas de I’état initial, en suite on aurait fait les mémes raisonnements
que dans les § précédents, seulement au lieu de la proprieté ergodique
serait intervenue ce que nous avons appelé la presque-ergodicité; si nous
connaissons I’état initial la connaissance d’un second état du systéme a
une autre épreuve ne nous indique plus rien sur les probabilités des po-
sitions ultérieures (au moins asymptotiquement).

§ 8. — Cas d’'une matrice indécomposable cyclique. Les deux
premiers moments des S!"

Nous avons vu dans le § dernier que, sauf dans un cas singulier
que nous avons élucidé complétement, la loi limite de Sf"’ et ses mo-
ments pouvaient s’exprimer trés facilement par les limites de 8 [S™] | n
et de & [S:’ — 8 (S," )]2 | n. Nous avons montré que ces limites existent
et comme nous avons ramené le cas cyclique au cas positivement ré-
gulier nous avons donné par cela un moyen de calculer ces quantités.
Mais il vaut mieux de les calculer directement sans utiliser les résultats
du numéro précédent, car nous obtiendront ainsi une nouvelle confir-
mation de I'existence de ces limites.

8[s®]
Nous avons
,

n n r
slsl= Y 8(x) = X (XLF, ) x=n Y 0 x,
t=1 =1 t=1 i=1
(n _ (n) 3
P =nll, 4+ RP 437
n

R — 37 (P}, —Pr'[j,i)=S,,+0 (;lé)

1
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4 est d’aprés le § 1 de Pintroduction une fonction périodique de n
avec période d.

V@ =pPrY i P[] —n N, n=n, (mod d)

pi
=/,
Comme R‘") converge vers S, il suit que

8[s]]= nM—{—E[Sﬂ—i—‘l‘")]x 40, =nM+

Z S,; = 0 et, comme il résulte de I'expression de -l’j.:.'),
i=1
,

Z :l’;:.') =0.

i=1

Nous pouvons mettre la partie périodique de n sous une autre
forme. Soit
M, =X P x (Es=7).
l

Comme le systéme issu de E e 1 sera a I’épreuve n dans le sous-

groupe l'n [n :ln — [ (mod d)] , il suit, en tenant compte des valeurs
de Pr (j, i], que

Z Vo) x— (M, — M)+ (M, M)+ . +(M,, — M)
ou n=n, (mod d) et nous pouvons écrire
8[s;] —=nM+ M, ~ M) +... (M, — M)+ 2, (x,—M)
i-=1

Posons S’;"):::Z X;.' ot X:f =x; — M,;: x;sial’épreuveta partir
de E, I'état E, < 1, est réalisé. Quelles relations y a-t-il entre S;"’ et S}""?
Nous avons

X =X —M, out=1—1(mod d)
donc

SO — W+ZM'sm+nm+wm—M%P~HMM*W

ou

S =8, +&[s"] -} RP (X, — M).
i=1
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Si nous voulons calculer la partie principale de
a{sy - 8 (sl

comme ¥ R;;') (x; — M) reste fini, nous pourrons nous borner a calculer
la partie principale de & [SJ "]%. Remarquons encore que

r

&[S =Y R? (x, — M) - > ; S, (x,— M)= 2 S x,

i=1 i=1

et passons a

g’ [S; n] 2
n n—1 n
&[5, ) = L 8[x1" + 2 L& [x, ::i X @]

= 8[X;"]? est égal a x P x;* donc

n r
L8[ = 30, o
t=1 i=1

r r

Sl X7 = Lplr 85— Le 5 LRe 5.
k

- -

=1 i=1
n

R g + O(*l_.‘,) Z PO n il
ik ik (n1F) &~ I3

Il résulte sans peine que

n--1 n

Z g[x;"’ 2 X;.(I)]m n Z s, X)X,
t=1 T=t41 ik

par conséquent
s 2 2 12 ’ ’
8[8;"* 1 n— 5 :'Z"i X +2§nisik Xp X
Si nous groupons tous les états de 1 . et désignons par Z .. des
1
sommes étendues a 1 etc.:

F= V(x5 —MP+ D0, (= M)+

i€l isd

iz Z Z"isik (Xk”‘mg)(xi‘ N‘z)'

d
I=1¢=1 ] iel kig
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Considérons la somme

Z Z: IS, (xk—Me) (x,. - M,)

il ke
elle se réduit a Z Z nS, x,x, , carona E S, =0et
iel ke@ kep

Z S, =

i€l
Il résulte que

r r r MZ o Mz
2= D1, x2 +23 D 1,S, x; x; — - d+ d

i=1 i=1 k=1

§ 9. — Cas d’une matrice indécomposable: Théoréme du
logarithme itéré

1. Introduction. Nous avons démontré que si nous nous trouvons a
I'intérieur d’'un groupe final, alors quel que soit I’état initial, la proba-
bilité pour que
S(") —nM

oo

S(n) __

; nM
tend vers zéro si n tend vers Iinfini. (Car 8 [’—\77—] est borné).
n

Donc a l'intérieur d’un groupe final la loi des grands nombres est
applicable. Nous avons de plus étudi¢ d’une facon assez compléte les
Sf.") du point de vue Bernoullien, c’est a dire nous avons étudié la loi de
probabilité de SE") pour des n trés grands, mais déterminés.

Maintenant nous allons étudier les Sﬁ”’ du point de vue des proba-
bilités dénombrables. Nous n’allons plus nous demander si une certaine
proprié¢té est satisfaite pour un n particulier, mais nous allons considérer
tous les n et nous demander si une propriét¢ est satisfaite pour un
nombre fini de n ou pour un nombre infini de n.

En particulier nous allons nous occuper de la question suivante.
Pour chaque n isolément si n >< laloi des grands nombres s’applique,

(n)

la probabilité pour que 5_7'1_ -~ M| > ¢ > 0tend vers zéro quel que soit e.
|

Mais si nous considérons tous les n a partir d’un certain rang N, il

pourrait se produire que quel que soit N on ait au moins une fois dans le
(n)

courant des épreuves a partir de N, T —M s, et alors on aurait
¢
évidemment # — M | > ¢ une infinité de fois. Les indices n pour les
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(=)

quels —”; — M| > = formeraient une suite infinie dont la ,densité“ par

rapport a tous les n serait ¢videmment nulle. Dans ce cas, bien que la loi
des grands nombres soit applicable, la loi forte des grands nombres ne
le serait pas (M. CanTteLLr & qui 'on doit cette question a baptisé cette
loi d’'un nom qui nous parait mieux indiquer de quoi il s'agit ,la legge
uniforme dei grandi numeri“: la loi uniforme des grands nombres).
Dans le cas qui nous occupe nous verrons que non seulement la loi

forte des grands nombres sera applicable, mais qu’on peut la préciser
d’une fagon tres exacte.

Nous avons deux cas a distinguer: 5 = 0, alors S(i") -——n M est de-

terminé par la connaissance des états extrémes, et Sf.") — n M est borné,
(n) !
S;” - nM |

k
donc e < " et la loi forte des grands nombres s’applique.

Le cas restant est plus intéressant: 57£0. Alors on a le
2. Théoréme. A Uintérieur d’un groupe final si 540, la proba-
bilité pour qu’on ait pour au moins un n > N

(S —nM|> \/2;?11 (lg,n—+ clgyn)

sera =1sic<< %, tendra vers 0 si c >%

(lg,n=Iglgn, lgsn=1g.lg, n). Le théoréme ci-dessus s’appelle
théoréme du logarithme itéré.

3. Donnons une esquisse de la démonstration, qui est assez longue,
en essayant de faire ressortir les idées principales qui sont les mémes
pour toutes les démonstrations du théoreme du logarithme itére.

Nous montrerons d’abord (lemme I) que si pour un n<n, ]Sn—n M|
est trés grand, alors on a une probabilit¢ assez grande pour que
\Snp —n, M\; soit aussi trés grand. Il résultera que si nous montrerons
que pour une certaine suite croissante n, (p —= 1, 2 ...) ona a partir
d’un certain rang ’S”p an| <z (up) avec probabilitée trés voisine
de 1, on aura aussi |S, —n M [ < %(n,) (n<n,) avec probabilité trés
voisine de 1.

Nous évaluerons ensuite la probabilité pour que | S, —nM|>-%(n)
(lemme II).

Enfin le lemme IIl nous donnera un critére suffisant (et sous cer-
taines hypothéses (lemme III") nécessaires) pour qu’un événement se
réalise avec probabilité 1 ou O une infinité de fois dans une série d’ex-
périences.

En appliquant les lemmes II et IIl aux variables ( Snp —n,M I, n,
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¢tant convenablement choisi, on vérifiera que la probabilité pour qu’on
ait pour au moins un p > p,.

l S, — 1, M ] > \/2 2n,_ (lg,n, +clgyn,_)—B

B étant une certaine constante, tend vers O avec !/p, et 'on en déduira
que la probabilité pour qu’on ait pour au moins un n > N

S, nM|>\/25n(lg,n + clg, n)

1 . 3
tend vers O avec ~ St ¢> 5

Enfin pour montrer que si ¢ < %, on ait avec probabilité 1 une
infinité de fois

S, — nM'>\/2s2n(lg2 n—clgy n)y

on montrera qu’il existe une suite d’indices n;, trés rapidement croissante,

pour laquelle on ait avec probabilité 1 en vertu du lemme Il une infi-
nité de fois

’ Vs ’ ] ’
Sn,p n, Mt > \/2 32, (lg, np+7 lgyny)

ce qui démontrera le théoreme.

Pour le lemme I ainsi que pour la démonstration propre du théo-
réme nous suivrons autant que possible la marche qu’a suivie M. Can-
TeELLI dans son mémoire ,Considerazioni sulla legge uniforme dei grandi
numeri e sulla generalisazzione di un fondamentale teorema del Sig.
Paur Levy“®), ot il généralise dans le cas des variables indépendantes
sous certaines hypotheses les résultats de M. PauL Livy dans le cas

. . 1 cer
BernourLieN. Toutefois dans la partie ¢ = o> nous allons modifier un

peu le raisonnement de M. M. CanTteLLl et LEvy pour employer un raison-
nement de M. KoLmoGororF, qui nous parait préférable.

4. Démonstration et énoncé du lemme. 1. Nous supposerons ici
pour simplifier ’écriture M=0. D’autre part comme dans tout ce qui
suit I’état initial n’a aucune importance (I’état initial est dans le groupe

final) nous supprimerons I'indice en bas dans Sg”). Nous poserons

S(r n)::X(”"”-i—..,—i—X(’+"):S(r+”)—5(')-

8) GIORN. Ist. ltal. Att. t. 4, p. 327—350, 1933.
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Quel que soit 'état a Iinstant r, il existe un n tel que pour tout
n > n on ait

S (r, n) 1
Pr >0]
vV on.s 20 +7 o
>
pr [S(r n) —0 ]
2|+7
S(r,n) . e . o
car Vs tend vers la loi symétrique de Gauss, uniformément par

rapport a r. _ B
A fortiori, il existe un n tel que pour tout n>net pour un

nombre quelconque B > 0 on ait-

Pr[S(r n)y>— B]>2]+r
1 1>0.
Pr[S(r ny < B]>

21+7

Démontrons que les formules (1) sont valables également pour tout
n < n, donc toujours, si les nombres B sont convenablement choisis. Dé-
signons par A le maximum de & [S (r, n)}? pour n <7, et lorsqu’on fait
varier I’état a I'instant r. Le théoréme de Tchebycheff nous enseigne

) PrS(,m>—BI>1 -5  a<n

nous pouvons déterminer B de fagon que 1 - _25 > 2'“l_", et on a un

résultat analogue pour la seconde formule de (1).

On peut donc quel que soit 1 << 0 déterminer un B de telle sorte
que pour tout n on ait (1).

Ceci établi considérons la suite.

3) XM xX®, . x™ .
et la suite adjointe
(4) S(l), S(Z)’. ) S(")-

Aprés n épreuves successives pour déterminer les X, . . X, les varia-
bles SO, .. ., S prennent un certain systéme de n valeurs. Pour chacun
de ces systémes possibles considérons la valeur absolue maxima. Ce
sera une variable aléatoire Y, . Nous allons borner la probabiliteé pour

que Y, >N, . On a évidemment
(%) Pr[ Ya|=NdJ— Pr[Y,=N]+ Pr[Y,=—N,]
6) Prli Y. =N]=Pr[|S”]=>N,]
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cherchons une borne inférieure de

Pr[s"” =N, —B]
ona

Pris®” <N, —B]=Pr[Y,>=N,]Y piPr [S® 5O _B]

i=1

oll p, désigne la probabilité¢ qu'on a S¥ >N maisS"<N ,...S V<N,
sachant que Y, = N_et Pr [S® —S?= B] la probabilité pour que
S®  S®-—S(i,n —i)> - BsachantqueS"’ < N,,.. .S "P<N,,S¥=N,

Pr[S(i,n—i)> - B]>2,—1+;

1
20+ 7

1

Pr[S®=Na— Bl=Pr[Y.=N]. 3 pi 2y

=Pr[Y.xN,]
on trouve par consequent
PriYa.sNJ=2"""Pr[s”>=N, B]
et d’'une facon analogue
Pr{Y.< —N,]=2't"Pr[S® < - N,+B}

En sommant ces deux inégalités on trouve en tenant compte de
(5) et (6)
Pr'S® =NJ=Pr[ Y. =Nj]=2"""Pr[|S”|=N,—B]
Nous avons obtenu le

Lemme I. Quel que soit I’état initial, il existe un nombre positif
fixe B tel que pour n quelconque et pour N, > B, on ait

Pr1s®|=N]<Pr[|Y,|=N,] =2 Pr[|S”|=N, — B].

5. Lemme II. Quel que soit I’état initial, si z, est un infiniment
grand de l'ordre de \1g, n, alors nous pouvons écrire

) Q(n) 2
Pr[ 1S | ézn]: 1 e'zn(l—{-—p.n)

V'24+n Tz,

ou p,—=>0 si 1 —>0.
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Nous savons en effet qu’on peut écrire

b 2
g R _Z 4
Pr[a<c\/ﬁ<b]—\/ﬂf e dz+40(n 1)

3 12 B |
Pri|S”|=a V' 2n%] = zf e~ 2 dt+0(n" 1)

2 _r 1 _az( tn ) |
— e 2dt—= ———¢ 1 — ,0<1<1,a>0
\/anﬁ Vza V'2a? !

et en remarquant que si z, est infiniment grand comme /' [g,n alors

Pr{S™ > v22n2z | = 1 e"'zrzr /1 “,"v—}—O(n_flf)z ezzn
" Vzz, 22 "
T 50, 0(n 1) z e %n-—>0
2z: ’ n

il en résulte le lemme.
6. Théorémes sur les séries a termes aléatoires positifs et en-

o
chainés. Considérons une série Z u, de termes aléatoires positifs encha-
i=1
inés d’une fagon quelconque. Nous définirons la probabilité P de con-
vergence de cette série avec KoLmoGoROFF par

1—P= lim lim lim Pr[Z u, > :
F—>0 n—>=o m—> o
Démontrons d’abord le théoréme,
Théoréme: Pour qu’une serie a termes aléatoires positifs con-

verge avec probabilité 1, il suffit que la série Z & (u)) converge.

i=1

m
Démonstration. La probabilité pour que Z u, > ¢ est, d’apreés
i=n+1
Pinégalité de TcueBYCHEFF appliquée aux & (u,), plus petite que

o0

E E(u)|-=

i=n+1
S 1
comme Z 8 (u,) tend vers zéro avec i
i=n+1

]‘ l. p [ —
Jim im P 34 >s] =0

i=n+1
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En particulier en considérant une série formée de termes u,=1,
si un certain événement A, arrive a la i-*™ épreuve, — 0 dans le cas
contraire, on obtient un lemme que M. CaNTELLI a tiré d’'une inégalité
de BooLE.

Lemme III. Si nous considérons une suite illimitée d’événements
dépendants ou indépendants

A,A, ... ,A
respectivement de probabilités
PrA,],-..,Pr[A,]---

et si la série de termes général Pr [ A_] est convergente, alors la pro-
babilité de la réalisation d’une infinité d’événements A, est nulle.

Si nous disons que deux suites { u;} et { u; } sont équivalentes(notion
due a KnintcHINE), si la probabilité pour qu'on n’ait qu'un nombre fini
de fois u, 7= u, est 1, alors une condition suffisante pour cette équiva-

o

0
lence est évidemment Z Priu, # u,] < e°.
i=1
Théoréme I: Pour qu'une série a termes aléatoires positifs

Z u, converge avee probabilité 1, il suffit que la suite u, soit équi-

i=1

valente a la suite u, ott u; =u, si u, £1,=0siu, > 1, et que

Z Blui]<<eo.
=1

Le théoréme I n’est en général que suffisant, il existe pourtant des
cas tres importants ou il est aussi nécessaire, tel est p. e. le cas des u;
indépendants. Plus généralement on démontre sans trop de difficulté le
Critére : S’il existe un n et un » >> 1 tel que le rapport entre la
probabilité conditionnelle Pr,_, [a << u, << b] (probabilité évaluée lors-
que les u, ... u;, , sont connus) et la probabilité a priori est pouri>n

comprise entre -1— et A (a et b quelconques), alors si les conditions

du théoréme I ne sont pas satisfaites, la serie ¥ u, diverge avec pro-
babilité 1.

On peut affaiblir notablement les hypothéses de ce critére. On
vérifie facilement le

Lemme III'. Si (les notations étant celles du lemme IIl) la pro-
babilité conditionnelle Pr, | [A, 1ne se distingue de la probabilité a

priori que d’une quantité < ¢, avec ¥ s, convergente, alors si

Z Pr[A;] v
diverge, la probabilité de la réalisation d’une infinité d’événements
de la suite A, ..., A, ... est1.

Les critéres ci-dessus peuvent s’interpréter comme critéres de con-
vergence absolue d’une série a termes aléatoires.
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. . 3
Démonstration de la premiére partie du théoréme (c>2).

L
Soit n,le plus grand entier < e '6?

P
n,=e lep — s,
posons
= \V'25n(lg,n+clgsn).
Calculons

@ Prise =4, l—Blz

s + B
Prl e 2 (Ig2 v clggn, ) - ———
T e -

(4n,_, > B)

n 1
p—1 __ <
=1—pt

llp
igyn, \=1lgp—ig,p+:, , lgn, ,=lg,p+e,

2

¢ étant un infiniment petit d’ordre supérieur & — et < et s;' deux

4 [gp 4
infiniments petits si p —> oo. Le rapport ———_.B_—: sera infiniment petit
V2s2 n,
P
2lgp.

d’ordre e
Considérons (7), le lemme Il sera applicable
1 1 1 ,
PriIS™ 1=ty =Bl = U7 tagpy ™ (L + i)
On obtient de résultats analogues pour Pr [§¢p) > '#,,p_l]. Doncen

vertu du lemme I:

®) Pr|Y,|>%, ]= (1 +5,)

\/ pUgp) ‘
” l+
[yp—->0,l<sp<2 ’].

Or pour ¢ >~3— le second membre de (8) est le terme général d’une

série convergente. Donc d’apres le lemme lll, si p —> <o le probabilité

de Pinfinité d’inégalités .
IY"rl<"P"r—l (f:p,p—l—l...) ’

tend vers 1 si p — oo,
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En outre pour tout n. ,<<n<Iin,ona en tenant compte de la
definition de Y, et de I'expression de 4,

| S(n) | < , an l et qanr_l < g

Nous avons donc démontré que si N —> oo, la probabilité pour
qu’on ait pour au moins un n > N (M = 0)

| S® | > 2% n(lg, n+ c Ig; n)

tend vers zéro avec Il\l sic > % . Ce qui était la premiere partie du théo-

réme. Remarquons qu’on aurait pu aussi ecrire au lieu de

V' 252n(lg,n—+ clgsn)

I’expression

\V 2B (ig, B + clg, B™)

B" =8 { S™ -8 [Sf")]}z, ’énoncé aurait été le méme.

2
Soit n, maintenant le plus grand entier compris dans e*P e

8. Démonstration de la deuxiéme partie du théoréme( c = l)

2plgsp
e — <7
Ilp e sp O<€p ~ 1

14-¢ .
r,=n,—n, ,=n, (1——1g-2;)£) e,—>0

cherchons la probabilité pour que
‘ S S(np__l)l = .;,"p + 24

Ilp_,
c’est a dire:
B Snp_ Snp__
/ (lg2 np—{—c lg, P)—f—-
\ 25 (n p—l) \
o,

()] +2y\ /7 p—1)

n, n, 1+ n,, n, , n,
n_n :T 1+ Ig’p n, - n ~n n,—n

p— p—1 P p— "p—1 p — "p—1

——(1+4¢,)
(lgp)
lg,n,=lgp+lg,p+ig2+e,’
lgsn,=lg,p +=,

les =p. .. =, étant des infiniment petits si p —> oo.



52 W. DOEBLIN

On voit que le deuxiéme radical est un infiniment petit d’ordre
1

. On peut appliquer aux S"? — S"r—!]e lemme II.
igp+ On peut applia

S — §"-1—=X"p—1*tD L | XU
est une somme S'? particuliére. On trouve donc par des calculs simples
pour (9)
1 1 1

2—ei'\/1t

. 1(1_}_?"1) l"‘p_>0'
c+ 3 )
plg.p.(gp)
Pour ¢ = —%, le terme ci-dessus est le terme général d’une série
divergente. Nous ne pouvons pas en déduire immédiatement qu’on aura
une infinité de fois | §"7 — S"P—1| > Ty + 2 Py - Pour le démontrer

nous allons considérer la suite d’événements

(n2py __ glr2p—) ¥) ¥)
(Ap) 'S STerh | > Tn2p t+2 Tnyp—1°

Ces événéments ne sont pas indépendants, mais comme les épreu-
ves correspondant & $"27 — S§"—!sont distantes de plusde r,, épreuves

de celles correspondant a S"2r—2 . S"2p-3) e théoréme presque-ergo-

(n)

dique nous enseigne : (I’état initial des S*' étant connu) que la probabi-

lite de A lorsqu’on connait les résultats des épreuves ayant déterminées

A, ... A, _, sedistingue de moins de K ."? ! de la probabilité a priori,

p—1

ol A << 1. La série Z A"2p—1est convergente, nous pouvons donc appli-
p=1

quer le lemme III" aux A,. Il résulte qu'on a avec probabilité 1 une infi-

nité de fois :

"2p 2p—1) o
‘S S ]_f)nzp +21}n2p__"

Comme on a d’autre part avec probabilité O (premiére partie du
théoréme) une infinité de fois | S"2r—1 | > 2',',,,2‘,7__1, il suit qu’on a avec
probabilité 1 une infinité de fois

| ST"2p) | = gy c.q.f.d
On voit facilement que le théoréme du logarithme itéré reste

encore valable dans le cas oul il n’existe qu’un seul groupe final — cas
semirégulier --si 57 0.
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§ 10. — Cas général: Loi de probabilité limite des S!”
et les moments

Supposons que nous avons plusieurs groupesfinalsG, , G,, - - - Gal s
avec les probabilités limites Pr [, G, ] pour que le systéme parti de
Pétat initial E, passe finalement a I'intérieur de G,

Nous avons calculé la loi de probabilité limite de S lorsque E,
appartient & un groupe final. Nous avons vu que si nous désignons par

é (") ('1) {v S(")
M, et '3 les parties principalesde ———— LS; J [ 2 [ ]]
n
S nM,

alors sis, 720, —————— tend vers la loi de Gauss avec l'écart

V'n

type s, et sis, =0, Sﬁ.") — n M, restait borné. (E; appartenant tou-
joursa G,).
1. Maintenant prenons un état E, initial quelconque. Fixons m tel que

Eg";,, PY >Pr[i,G,] —:(a=a, ...,a) et considérons S”; S
se décompose en deux sommes S\™ et X"V 4 ... X! Si a rins-

tant (m -+ 1) le systéme se trouve dans G,, alors si n est suffisamment
grand

(m+1) (n)
Xm+h 4 XS

n—m

est, sauf dans des cas de probabilité arbitrairement petite, compris entre

M, — p et M 4 p (2. > 0 quelconque). Si n augmente, m restant fixe,

alors, SE'"’ étant borné, Sﬁ'") | n tend vers zéro et 7" ™ _> 1; nous pou-
n

vons par conséquent prendre n suffisamment grand pour que, si le sys-

téme a I’épreuve m se trouve dans G, on ait, en dehors de cas de pro-

babilité < e,

M, —p<S?in<M, +wn

¢ et p étant arbitrairement petits. Remarquons que nous nous trouvons
a I'épreuve m a lintérieur des groupes finals avec probabilité plus
grande que 1 — /¢, et, a 'interieur de G, avec probabilité > Pr[i, G,] —e.
Il suit, = et p. pouvant étre rendus arbitrairement petits si n et m aug-
mentent, que la loi de probabilité de S | n tend vers une loi limite pre-
nant avec probabilité P r [i, G| les valeurs M. Les espérances mathé-
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(n)

matiques des puissances de S;" ' n tendent vers les espérances respec-

tives de la loi limite (car S!” n reste borné). Donc
88" n] -> Y Pr(i.G,] M, =M,

6[5‘"’ M ]2 > Y PriG, ] (M, M,z = W2,

On vérifie sans peine que & [ S'”] - n M reste borné et est asymp-
totiquement périodique et que

la[ 57 m] - Y Pr(i G, 1(M, — My |

reste aussi borné et est asymptotiquement périodique 9).
2. Considérons maintenant le cas ot tous lesM, — M, (o1 au moins

Pr[i, G,]=0pour M, 7= M,). Alors

1 qm

rl S;Y — M,
tend vers zéro en dehors de cas de probabilité arbitrairement petite: La
loi des grands nombres s’applique aux S}"). Nous pouvons raisonner

comme ci-dessus sur les Z (X® ——M). Désignons par F\" (X)la proba-
t

S™ __ Mn
i epgs
———=—— < X, on trouve sans aucune difficulte que

V' n
F™ (x) tend vers F, (x).

X 2
m 1 =

F = P i, G ] ——— 202 dt
i(X) ; "[l a] \/2“%[ ¢ ¢

—0o0

bilité pour que

+Z(2)Pr[t G,] "‘"""

m
za: étant étendue a ceux des groupes finals pour lesquels 5, 720

)
et Z aux autres. (On a |_x_li—_{—.£ = 1six >0, = 0si x<<O0).
a
3. Nous avons trouvé la loi limite de probabilité de SE"’ dans le cas
général.
Il'y a trois cas possibles: 1. Les moyennes M, des groupes
finals G, qu’on peut atteindre de E, sont différentes, alors S™ | n

9) Voir numéro 5.
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tend vers une loi discontinue prenant avec probabilité Pr [i,G,] la
valeur M,.

2. Les moyennes M, sont toutes égales a M, un des 5, corres-
pondant a un Pr [i, G,] >0 est non nul et alors (Sg") —nM)! V' n
suit une loi qui tend vers une limite de la forme F, (x).

3. Tous les s, correspondants aux groupes G, atteignables de
E, sont nuls, et les M, correspondantes a ces groupes sont égales a
M, alors

S —nM

reste borné et on vérifie que sa loi de probabilité est asymptoti-
quement périodique.

4. Alintérieur des groupes finals et pour le cas 1) (M 3£ Mp,) nous
avons vu que les parties principales des moments tendaient vers les mo-
ments des lois limites. Nous allons montrer que cela est vrai encore
pour les parties principales dans le second cas, on le vérifie aussi immé-
diatement dans le troisi€éme cas. Placons nous dans le cas 2) et bor-
nons p. e. lerreur commise en évaluant la probabilité a \/' n < Sf.")—nM

< b V' nparla formule F,(b) — F,(a). En remarquant que la proba-
1
bilité pour qu’ a I'épreuve d’ordre m — ni2on soit & 'extérieur des gron-
12
pes finals est <k)\‘/", que si a linstant m le systéme est dans G,

n

2 (XEM) L

=T - suit une loi de Gauss a une erreur d’ordre inférieur an "
vV'n -m -

prés, il résulte assez immeédiatement que I'erreur commise sur les proba-

bilitées a \/'n<<S™ - nM < b\/n, en les évaluant par la loi limite
1

est de la forme 0 (n “”). Pour les grandes valeurs soit 5 le maximum
des 5, on a si E, appartient a un groupe final

Prl|s{” - nM|>5V"n.n] < e_%i + 0 (exp.{—nﬂl‘}).

D’autre part la probabilité pour qu’on soit a I'instant \/'n encore

).

De cela résulte comme dans le § 5 que aussi dans le cas 2) les va-

leurs principales des moments tendent vers les moments des lois limites.
En particulier dans le cas 2)

8IS/ - nM}]* > Y Pr{i.G,] %
n o

a Pextérieur de £ G, est << k A" _On en déduit sans peine que

==

Pr S nM|<sVn ni]<e_’:f+0(exp { n
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Nous avons donné I’expression des ci dans le § précédent.
5. Nous avons dit que

ll n 2 2 2
71@,[s,. — M, nf*—n w,.}

est asymptotiquement périodique ; vérifions cela. Désignons par &2
I'espérance mathématique sous I’hypothése que le systéme entre a la

tiéme épreuve dans le groupe final G, (E, = G,) par I'état E,.

Alors 8;") désignant l'espérance mathématique sous I’hypothese

que le systéme se trouve a la n° épreuve dans E;
ISP amP=_ ZG [PR8[s”  nm]®

+. .-+ Zj p:}—l Pjk {5(:) [Sf'n) "" nMi] 2]
+ 2PV EP[S™ — M
J

les E; désignant les etats a I'extérieur des groupes finals. Le dernier
terme tend exponentiellement vers zéro et peut donc étre neégligé. Pour
8V [S™ —n M2 (E, ¢ G,) écrivons

8Y[SW—aMP=86P[S"  nM]J*+2n(M, - -M)EY[SP—nM,]

+ n* (M, — M)z,
Nous avons
SPISP— M, J*= GPIS0 M1 4260 [SP M ]S [sE0 —
—(n—tM]+8[SI " — (- )M, ]2

Le premier terme est majoré par 4 ¢t* k% si k est le maximum des
X, le second est le produit d’'un terme borné & [S(k"’t) —(n—t)M,] par
un terme majoré par 2 t k, le troisieme ne se distingue que d’'une quantité
bornée de (n — ¢) 32. Nous pouvons donc écrire

&clS;—n M, =ns +RY

RY étant majoré par une expression de la forme C £, R? ne
k p K

donnera pour & [S,” — n M,]? qu'une contribution bornée, car

@ o0

Y a2 ) ¥R

t=2 Ej;mu t=2 Ej;-’-‘c"/,
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converge. Donc comme

E’;} [P .. +EP‘” Ypul= Z P® —>Prli,G

E Gy ’ ’t]
(n)
E,go P® —Prli, <k\

nous aurons
M o) fQn 2 . . 2
>y [P 8V [S" — n Mo+ .. .]_ Prli,G,]ns2+R
R étant borné. Considérons maintenant
2 [PUerEr —am) 4.+ LR, —am,)]

Ceci est précisément le développement de l'espérance mathéma-
tique du produit
(S —nM,) 6

ol bg”:O si a la ni¢me épreuve le systéme se trouve a Iextérieur

de G,, = 1si a la n*m¢ épreuve le systeme se trouve dans G,.
On a en désignant par P™ [i, G_| la probabilité pour que le sys-
téme se trouve apres m épreuves a partir de I'état E, dans G,

8 [(an) —hn Mm) b(f//_z) — Z Z P(r) pa- t) G,,] (xe _ M,[) —

= 2 u@nlx,—M)+ X (x,— Mu)ZP(I)P("“t)[r,Gf,]

E o¢ Gy, ()T_‘.'Gq

Zpy’ P" e, G, 1=S8, PrsG,]+0 (l-)(p €G,)
t=1 n,

et II(") n=nM;+S,+ gb(") -+ O( ) (introduction § 2, exposé § 6).

2 0y, (%, M)=Pr[i, G, E%qn(,(x(,*rvx,,)zo

E(‘f Gy,
Le carre de I’écart-type est donc égal a
8 [Sﬂ.") -nM]? = nZZ Prli,G,] M, M)*+ /12 Pr [i,Gg_] 52+
200 (M, M) EG S, Pr[»G,](x, M)+

2/12 (M — M) Z (Sl(’ + '(n))(xg - Mu)+ Rl(n)'
R, (n) restant borné. Nous pouvons écrire, quel que soit p

;(M,‘ ,,,,, M)Pr[sG,](x,—M,)=M; M)(x, M,)-W,.
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Par conséquent

&[S - nMF=nW4n Z Prii,G,J]-2—2n 2 Si Wi
o =1

+21 33 (S +30) (x, —M,) (M, — M) +R, ()
e=1 ‘

et on vérifie sans peine que dans le cas 2) 8 [Sg") — n M,J se réduit a
n;Pr [i, 6.1+ . La partie périodique % 4 (X, — M,) (M, - M)
sera nulle en dehors du cas 2) dans le cas non oscillant et accidentel-
lement dans d’autres hypotheses.

On voit par exemple en tenant compte de la forme de «,',f.:;) que la
partie périodique est une combinaison linéaire a coefficients périodiques

en n des M, , —M, ouM, ;kg:,(a) x, P,. Il suffit que tous les M

soient = M_ pour qu’elle s’annulle.

L ()

La partie principale de & [Sf") -8 [S,‘.")]]2 est la méme que celle
de & [S{” — n M car

8IS - nM P =818 — 8[s"]}*+ (8[s"] - n M}
et 8[S™] — n M, est borné

6. Dans le cas 2) et 3) la loi des grands nombres est applicable, et
la loi forte des grands nombres P'est aussi. Dans le cas 3) Sﬁ"’ —nM,

reste presque stirement borné dans le courant des épreuves et dans le
cas 2), soit ¢ le maximum des 5, avec Pr [i,G, ] > 0.
Alors la probabilité de la réalisation d’une des inégalités

|S” —nM,|>\/25°n(lg,n+21gsn)

pour n > N, tend vers zéro si N —» oo,

Mais aussi dans le cas 1) on a une certaine sorte de loi des grands
nombres. MM De Finerti et KuintTcHINE (dans certains travaux) disent
que la ,loi des grands nombres“ est applicable si

(n) (m)
SC_ S

n m

lim lim lim
->0 m—> o n—> w Pf

> s}—_—-o.

Cette loi des grands nombres est vérifiée ici, comme on constate
sans peine.
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§ 11. — Retour a 'étude du mouvement. Les fréquences

Nous avons rappelé dans l'introduction les résultats déimontrés
dans I'exposé sur le mouvement de notre systéme. Nous avons démontré
que ce systeme passe nécessairement a l'intérieur d’'un groupe final et
qu’il effectue a I'intérieur de ce groupe un mouvement circulaire entre
les sous-groupes cycliques. Nous avions évalué la probabilité pour qu’a
I'instant n le systeme se trouve dans un état déterminé. Maintenant nous
allons nous occuper des fréquences de cet état dans le mouvement. Nous

désignerons par mﬁ") (/) le nombre des realisations de I'¢tat E; dans n
épreuves a partir de I'état E,. Etudions la loi de probabilité de mg") 0))
Les m{™ (j) seront évidemment des S\ particuliers pour lesquels x, = 0
et x;= 1.

Nous pouvons donc appliquer aux mﬁ"’ (j) les résultats démontrés
plus haut pour les Sﬁ."’. Commencons d’abord par le

Cas d’une matrice indécomposable. 11 résulte alors que

& [m” (Dl =1, n 4k ()
(n) . . i g
k™ () étant asymptotiquement périodique

(n) ¢ » 2
8 [mi 0)) - "j "] a2,
\V'n J

Nous avons vu dans le § 8 'expression de 5°. Si nous transportons
les valeurs des x; dans la derniére formule du § 8 il vient sans difficulté
,?__—Pi (1 —P;+285;)
4 d
5, 70. Si cette expression n’est pas nulle, alors nous savons que si n
ye o gs mfn)(]) . ”jn . . .
tend vers Pinfini v suit une loi tendant vers la loi de Gauss
35V n
réduite. La fréquence de I'état E; en n épreuves sera donc si n est trés
grand en dehors de cas de probabilité trés petite trés voisine de ﬂj (loi
de grands nombres) et I'écart mf.") (j) — U, n suivra une loi tendant

vers une loi de Gauss avec écart-type 3; \/ n . La probabilité pour que

(n) ¢ -
. . m; ,
pour au moins un n > N I’écart _¢ () -, de la fréquence avec la
n L

fréquence moyenne ou théorique soit plus grand que

25
\ % (lgan—+clgsn)

tend vers zéro si ¢ > 3 ;~ )

2,etestégaleé]sicé
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Cette derniére proposition établit nettement le caractére de stabi-
lité a la Poisson du mouvement dans le cas 3 2 0. Ensemble avec les

autres résultats ces propositions permettent de caractériser d’une facon
assez complete le mouvement de ce systeme a Pintérieur du groupe final
(si les 5; sont == 0).

Nous devons maintenant envisager le cas:

Oj = 0.
Comme Pj > 0, il faut que 1 - Pj -+ 2 S,-,- = 0. Nous avons
analysé le cas ou 5 = 0 dans le § 6. Nous avons vu que pour qu’'on se

trouve dans ce cas, il faut et il suffit qu’aprés soustraction d’une con-
stante, dans notre cas = H]. de chaque x; la somme des x, le long de

chaque chemin fermé soit nulle. Dans notre cas cela demande évidem-
ment que si nous partons de I'état E; le nombre des réalisations de Ej

dans nd épreuves soit avec probabilité > 0 égal a n ”j d==nP; si
P;.'j'.i > 0. Ce nombre devant étre un nombre entier quel que soit n > n,,
il faut que Pj = 1, fait qu'on aurait pu démontrer aussi de beaucoup
d’autres maniéres. Or pour que Pj = 1, il faut qu’il n’existe pas d’autres
états dans le sous-groupe de E; que E;. En vertu de I'allure cyclique du
mouvement, ’état Ej sera obtenu exactement m fois en m d épreuves a
partir de n’importe quel état (du groupe final), m” (j) sera une quantité
bien déterminée si nous connaissons I'état initial E; et n, il n’est pas
besoin de connaitre I’état final. L’écart-type sera identiquement nul et
la loi forte des grands nombres et la stabilité a la Poisson sera encore
plus rigoureuse que dans le cas 5; 7= 0, puisque le nombre des réalisa-
tions en n d épreuves sera exactement n.

Ayant ainsi étudié le mouvement a Ulintérieur du groupe final,
passons au

Cas général. Si nous partons d’un état d’un groupe final, alors
nous restons dans le groupe final et I’¢tude ci-dessus s’applique. Partons
donc d’un état E, a Pextérieur des groupes finals. Un autre état a exté-

rieur Ej ne sera obtenu qu’un nombre fini de fois dans le mouvement a
partir de I'é¢tat E; et 'esperance mathématique du nombre de réalisa-

tions de E; 4 partir de E, sera S,. On pourra ¢videmment interpréter
y Sij étendue a tous les états a 'extérieur des groupes finals comme I'es-

pérance mathématique de la durée de séjour du systéme a Pextérieur des
groupes finals. Prenons maintenant un état Ej de G,. Le systeme parti

de E, arrivera avec probabilit¢ P r [i, G, ] dans G,, et s'il arrive en G,
la fréquence a partir de ce moment suivra les lois que nous avons déter-
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minées ci-dessus. L’espérance mathématique du nombre des réalisations
de E}. divisé par n tend vers

Pr(i,G,]0,

(n) ¢ -
et écart type de m'_(j) tend vers
n

Pr(i,G,1[1 — Pr[iG,]17%.

(n)
La loi de probabilité de e prendra a la limite avec probabilité
n

1 —Pr[i,G,] le valeur O et avec probabilit¢ Pr [i, G, ] la valeur ﬂj,

n) (-
T m; . |
Le seul cas ou I'écart-type de __*. () tend vers zéro sera le cas ou
n

soit Pr[i,G,]1==0, alors I'¢tat E, ne sera pas obtenu de tout a partir
de E, ou Pr [i,G, ] =1, alors le systeme passe nécessairement dans
G, et y aura un mouvement comme nous I'avons decrit.






CHAPITRE 2
LE CAS CONTINU; LES PROBABILITES
§ 1. — Position du probléme. Rappel historique

Position du probléme. Nous avons considéré dans le premier
Chapitre un cas particulier du probléme général suivant.

On considére un ensemble abstrait quelconque. En désignant les
¢léments de cet ensemble comme points abstraits, envisageons un point
mobile suivant un mouvement aléatoire dans cet ensemble. Sa position
sera répérée dans des instants qu’on appelle épreuves. Supposons qu’a
chaque point E et a chaque sous-ensemble & (ou au moins a une
certaine famille additive de sous-ensembles contenant I’ensemble nul et
I'ensemble abstrait lui-méme, famille d’ensembles qu'on appellera avec
M. FrecHeT ensembles probabilisables) on fasse correspondre une pro-
babilité bien définie P (E, 8) pour que le point mobile passe dans une
épreuve de E en &. 11 s’agit d’étudier le mouvement de ce point mobile.

Nous ne pouvons pas résoudre ce probleme dans sa généralité. Dans
ce Chapitre nous allons nousoccuper d’un cas particulier assez important.

Nous supposons d’abord que ensemble W dans lequel se meut le
point mobile est un ensemble d'un espace euclidien R a n dimensions,
mesurable (BorerL) et de mesure positive. La fonction complétement
additive d’ensemble P& (E, &) sera supposée définie pour chaque point
E de W et pour chaque enseinble & C W mesurable (B). En fonction de
E elle sera supposée aussi mesurable (B). Alors la probabilité de passer
en n épreuves de E en & sera exprimée par l'intégrale de Lebesgue-
Stieltjes-Radon

P (E, 8) — f P (F, 8) PO (E, d Sop)
w

limite de Y, rin PM(E, A, ), A, ,, étant lensemble des points F de W
avec £ < P"~V(F, &) < i1 0Onales égalités
m m
P+ ™(E, 8) = f P™(F, 8) P (E, d Sop)

W

P™(E,W)=1.
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La fonction P (E, 8) sera encore complétement additive, et sera
la somme (pour E fixe) de 3 fonctions d’ensembles complétement additives
d’une fonction d’ensemble absolument continue (distribution de masses
avec densité finie) d’'une fonction d’ensemble & dérivée presque partout
nulle, continue (distribution de masses dans des ensembles de mesure
nulle avec densité infinie) et d’'une fonction d’ensemble a dérivée pres-
que partout nulle, discontinue (distribution de masses dans des points
formant un ensemble dénombrable 1?).

Désignons par p (E, F) la dérivée de cette premiére partie, c’est a
dire la densité de la distribution de masses P*’(E, 8) au point F. Nous
supposons que p” (E, F) existe presque partout et soit mesurable (L)
en fonction du couple E, F. .

Les hypotheses faites ci-dessus ne suffisent pas pour entamer

Pétude du mouvement du point mobile. Nous allons donc faire encore
les hypothéses suivantes.

I 0 << mes (W) < oo,

II. I y a un nombre entier positif N et deux nombres positifs
arbitrairement petits mais fixes v et b, tels que uniformément par
rapport a E, si & est de mesure < v, alors

PM(E, 8) <1 —b.

Ces hypothéses seront supposées partout dans ce Chapitre sauf
spécification contraire.

L’hypothése Il entraine qu’on a aussi, uniformément par rapport a
E et &, pour n > N, si mes (8) << 7

p™(E, 8 <1 —b.

Rappel historique. Les probabilités en chaine dans le cas continu
ont été examinées pour la premiére fois par M. B. Hostinsky en 1928
sous I'hypothése de I'existence d’'une densité de probabilite¢ p (x, y)
definie dans un intervalle fini a << x, y <Z b, uniformément continue et
positive. M |. Hapamarp a dans la méme année rattaché le comportement
asymptotique des itérés de p (x, y) aux constantes fondamentales du
noyau p (x, y), et il a donn¢ des resultats sur les propriétes des fonc-
tions fondamentales de ce noyau correspondant & des constantes fon-
damentales de module 1. M. HosTinsky a donné ensuite certains critéres

suffisants pour assurer que p" (x, ) >0 si 7 _-N. M. FricHeT a en
1932 donne un critére nécessaire et suffisant pour que (sous I'hypothése
de l'existence d'une densite p (E, F) dans un domaine W d’'un R, de

mesure finie ou infinie) p("’ (E, F) tende vers p (F) uniformément par

10) Cfr. La Vallée-Poussin, Intégrales de Lebesgue, 2-i¢me édition, p. 103.
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rapport & E avecfw p(F)d F 0, et dans un’ autre mémoire sous des
hypothéses plus restrictives sur p (E, F) comprises dans les notres (I, II)
demontré que les p("’ (E, F) sont asymptotiquement périodiques,
compleété et étendu les résultats de M. Hapamarp. Nous allons retrouver
tous ces résultats dans le cours de I'analyse qui va suivre.

Rappel de propriétés de lintégrale de Lebesgue-Stieltjes. Si
(&) est une fonction d’ensemble bornée, (mesurable B) et W (F) une
fonction de point bornée (mes. B) alors I'intégrale de Lebesgue-Stieltjes
étendue a W, écrite

{ ' (F) 9 (d L)

< W

est par définition la limite (existant toujours sous nos hypotheses) de
n .
{ - ys
: i—; n7 f(d‘bl’n)

K étant le maximum de W (F), &, ensemble oi K — < '(F)<K '_‘nt_‘

Considérons la suite de fonctions d’ensemble complétement addi-
tives et bornées dans leur ensemble ¢, (8). .7, (8), alorssip, (&) ->¢ (8)

uniformément par rapport a &, c’est a dire s’il y aune, —> 0 tel que
|, (8) — =z (8) | < :, quel que soit &, alors p (8) est aussi une fonction
completement additive d’ensemble bornée et

f"'(F) 7 (d Sop) “9f W (F) 2 (d Aog).
v w w

§ 2. — Les ensembles finals

Partons d’un point quelconque E de notre ensemble. A un sous-
ensemble & quelconque de W correspondra une certaine probabilité pour
que le point mobile reste dans son évolution future toujours dans
’ensemble &. Il y aura une infinité d’ensembles & tels que cette probabilité
soit 1 et parmi ces ensembles nous distinguerons ceux qui ont une me-
sure minima. Dans nos hypothéses il y a toujours une infinité¢ de tels
ensembles qui ne se distinguent que par des ensembles de mesure nulle.
Nous les désignerons par ensembles conséquents de E et les écrirons V(E).
Considérons un ensemble conséquent de E: V(E), 'ensemble des points
de V(E) desquels on peut passe  avec une probabilité positive a Pex-
térieur de V(E) est de mesure nulle (car autrement il y aurait une proba-
bilité positive de passer de E dans cet ensemble — V(E) est ensemble

5

w

wo
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conséquent de mesure minima — et il s’en suivrait qu’on a une probabilité
positive de quitter V(E) a partir de E, contrairement a la définition
de V(E)). Nous pouvons éliminer cet ensemble. Aprés cela a partir de
n’importe quel point de V(E) le point mobile restera avec probabilité 1
dans V(E). Supposons qu’il existe dans notre ensemble un point E; a
partir duquel on reste avec probabilité 1 a I'extérieur d’un certain sous-
ensemble de mesure positive de V(E). L’ensemble conséquent V(E,) de E,
sera compris dans V(E) et de mesure plus petite (mais en vertu de nos
hypothéses de mesure > 7). On ¢liminera comme plus haut Pen-
semble des points de V(E,) desquels on passe avec probabilité positive
a l'extérieur de V(E,). S’ily a encore dans V(E,) un point E, et un
sous-ensemble de mesure >0 avec probabilité = 0 de passer de E, dans
cet ensemble, alors nous continuons la méme opération. Et ainsi de suite.
On arrivera finalement, aprés au plus une infinité dénombrable
d’opérations, a un ensemble G, qui est ensemble conséquent pour chacun
de ses points. Cet ensemble G, ou plutdt cet ensemble délesté d’un cer-
tain ensemble de mesure nulle qui sera défini dans le § 3, sera appelé en
raison de certaines analogies avec le cas fini : ensemble final.

Chaque ensemble consécutif contiendra au moins un ensemble

final. Il n’y aura qu’un nombre fini de ces ensembles, car ces ensembles
sont evidemment disjoints et de mesure >> .

Désignons les par G, , ..G

"y

Premiére propriété des ensembles finals: Théoréme I. La pro-
babilité pour que le point mobile se trouve encore a la n"™m¢ épreuve a
Uextérieur des ensembles finals G,/l -+ ... —J,—G,,e tend (exponentielle-

“e

ment) vers O avec /11 (uniformément par rapport a la position initiale).

Démonstration. Nous savons que quel que soit I'état initial on a
une probabilité positive de passer dans un ensemble final, par construc-
tion méme de ces ensembles, et si le point mobile est une fois dans un en-
semble final il n'en ressort que dans des cas de probabilité nulle.
Soit U I'ensemble des points F, tels que la probabilité de passer de F
dans I'ensemble des ensembles finals en moins de M épreuves soit < a.
Si a > 0 est suffisamment petit et I'entier M suffisamment grand U sera
de mesure <7 r. Comme par hypothése la probabilité pour qu’on soit
encore aprés N épreuves dans un ensemble de mesure -~ r, est <21 b,
il suit qu’aprés N épreuves le point mobile est avec probabilité > b
dans W — U et dans les M épreuves suivantes il peut passer avec pro-
babilité = ¢ dans les ensembles finals Il en résulte I'existence de deux
nombres M, —N-+ M et a;,—=a. b >0 tels que quel que soit I'état
initial dans W on ait une probabilit¢ _- a, de passer dans moins de M,
épreuves dans les ensembles finals. Il suit immédiatement que la pro-
babilité pour que le point mobile se trouve encore 4 la n M,i¢me
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épreuve a l'extérieur des ensembles finals est <\(l — a,)". Ce qui dé-
montre le théoréme.

Donc si & est un ensemble extérieur aux ensembles finals
P™(E, 8) —> 0
exponentiellement et uniformément par rapport a E.

§ 3. — Etude du mouvement a lintérieur d’un
ensemble final

Lemme. — Il existe deux ensembles de mesures positives A et B,
tels qu’on ait une densité de probabilité positive de passer dans 2 N
épreuves d’un point E quelconque de A en un point F quelconque de B.

Remarquons d’abord que comme nous avons vu, notre distribution
de probabilités ou de masses P (E, &) se décompose en trois parties,
masses finies réparties dans des points, masses finies réparties dans des
ensembles de mesure nulle aves densité infinie, et une partie répartie
avec une densité finie mesurable dans des ensembles de mesure non nulle.

Nous avons supposé que cette derniere partie, soit p™ (E, F),
que nous appelons la densit¢ de probabilité de passer de E en F, est
mesurable aussi en fonction du couple E, F.

Cette derniére partie n’est pas = 0 en vertu de notre hypothése Il
pour n = N Considérons en effet ’ensemble F(E) réunion de tous les

. \ ces s s \ 1
points ou la densité n’existe pas ou ou elle est > - La mesure de cet
i
ensemble est < 7 (car autrement la masse totale répartie sera > 1) il

lui correspond d’aprées notre hypotheése pour n > N seulement une pro-
babilité ou masse ~. 1 — b. Il reste donc une masse totale >>b répartie

P B
dans I’ensemble restant avec une densité < ; si nous remarquons
{

encore que I’ensemble des points ou cette densité est > z—n%(W_) aune

mesure > g b, nous avons mis en évidence une partie de la densité p(")
. . b . .
(E, F) qui est > 3 mes (W) dans un ensemble variable avec E mais de

mesure > % b.

Si cette derniére partie était continue, le lemme serait évident,
mais dans ’hypothése que nous avons adopté elle n’est que mesurable,
alors ce n’est plus évident du tout.

Nous démontrerons le lemme dans le cas d’'un R, . On peut toujours
ramener le cas d’'un ensemble d’un espace euclidien R a ce cas, en établis-
sant une correspondance biunivoque laissantinvariante la mesure. Alors
nous pouvonsréduire notre probléme au suivant: Une fonction P(x, y) étant
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mesurable superficiellement, ne prenant que les valeurs O ou 1, définie
dans un carré [0,0; 1,0; 1, 1; 0, 1 Jtelle que sur chaque parallélea Oy
I’ensemble des valeurs ou elle est 1 a une mesure linéaire > c; existent —
ils deux ensembles linéaires A et B de mesure positive, tels que pour

x z Aet y:Bon ait

1
P(x,y) == { P(x,2) P(2,y) dz>0 ?

I

Nous allons montrer qu’on peut répondre par l'affirmative, ce qui
démontrera notre lemme. Supposons d’abord que nous ayons démontré
qu’il existe dans notre ensemble I (I’ensemble ot P(xy) — 1) deux points
de densité tels que Q[x,, y,] et R[y,, z,|. Le point Q étant un point de
y densité nous pouvons prendre » suffisamment

petit pour que le rapport entre la mesure
de Il'ensemble des points de T comprise
dans le carré [x, - ¢, x; +p et y, — o, y,+¢]
et la mesure du dit carré soit >1 — e
Méme résultat pour le point R. Ceci posé
soit f; I'ensemble des points x de 'axe 0 x
x  pour lesquels la mesure linéaire de '’ensemble
Fig. 1 despointsde T d’abscisse x et compris dansle

[ S

[ i |

car1é autour de Q est << —g—p.

I’ensemble 6, de points y auxquels correspondent des ensembles liné-
aires de points de T compris dans le carré R d’ordonnée y et de me-

Alors mes 6, < 8p= et le méme est vrai pour

sure << Nous pouvons prendre pour Iensemble A lintervalle

Vs
(x,— ¢, X; +p) moins I'ensemble 6, et comme ensemble B Iintervalle
2, —p, 2,+p moins I'ensemble f,. Carsi x = A et y = B, on vérifie que

1 V1t o
( P(x,2) P(z,y) d z >f P(x,2) P(z,y) dz>p.

0 y:—-g

Il reste a démontrer 'existence des points de densité Q, R. Pour
cela remarquons que 'ensemble des points de densité est de mesure re-
lative 1. Si nous le projetons sur la droite O y, nous obtenons un ensemble
de mesure >, la projection sur 0 x est un ensemble de mesure 1, si donc
nous projetons I'ensemble des points de densité d’abord sur Oy, et ensuite
appliquons Oy sur O x, la partie commune avec I’ensemble des points de
densité¢ projeté directement sur Ox est de mesure >c¢ > 0. Il existe
donc bien 2 points tels que Q et R.

Il en résulte le lemme.
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Le lemme étant établi nous pouvons procéder a I'étude du mouive-
ment a lintérieur de notre ensemble final. Nous savons que notre
ensemble final est ensemble conséquent pour chacun de ces points; quel
que soit 'ensemble de mesure positive £ C (G, on a une probabilité posi-
tive de passer une fois au moins dans I’ensemble £ a partir de n’im-
porte quel point de notre ensemble final. D’autre part en dehors de cas
de probabilité nulle notre point mobile ne quittera pas l'ensemble final.
On démontre comme dans le § 2 que quel que soit 'ensemble de mesure
positive £ C @, il existe un nombre a (L) et un entier M (L) tels que la
probabilité de passer dans M épreuves au plus dans L soit > a (£) >0,
quel que soit I’é¢tat initial du point mobile (dans G). Alors comme dans
I’exposé 1) il en résulte sans la moindre difficulté le

Théoréme 11.(Sur la stabilité a la Poisson a l'intérieur d'un en-
semble final): En dehors de cas de probabilité nulle, a partir d’une
position quelconque initiale a lintérieur de l'ensemble final, le point
mobile passera une infinité de fois par chaque sous-ensemble de
mesure positive de I’ensemble final.

Corollaire: Si ¢ partir d’'un ensemble de mesure positive C G
on a une probabilité positive de passer dans un ensemble de mesure
nulle, le point mobile passera avec probabilité 1 une infinité de fois
par cet ensemble de mesure nulle.

(Ce ne seront d’ailleurs que ces ensembles mentionnés dans le théo-
réme et le corollaire qui seront obtenus avec probabilité 1 une infinité
de fois).

Considérons maintenant nos ensembles +o et B définis dans le
lemme. Par analogie avec le cas fini, nous dirons qu’il existe un chemin
d’ordre m d’un point E dans un ensemble £, par un ensemble £,,s’il y a
une probabilité positive de passer en m épreuvesde E d’abord en £,, puis
en £,. Nous dirons qu’il existe un chemin fermé d’ordre m d’un en-
semble £ en lui méme s’il y a, quels que soient les points E et Fe £, une
densité de probabilité positive de passer en m épreuves de E en F. Nous
allons montrer I'existence de tels chemins, existence qui dans nos hypo-
theses n’est pas évidente a priori. Pour cela nous allons diviser ’ensemble
final G en sous-ensembles, non nécessairement disjoints V..., V

V=V, +...4+V +...
chaque sous-ensemble V, groupant les points tels qu’on ait a partir de

chacun d’entre eux une probabilité positive de passer dans i épreuves,
dans I'ensemble 4. Nous distinguerons dans chaque V, une partie V

PR

iy hj
pour laquelle cette probabilité est > h, h, étant pris suffisamment petit
pour que la mesure de V; », SOit positive si mesV, = 0. Prenons un i avec

11) Nous désignerons par < I'’exposé > mnotre travail cité dans I’index biblio-
graphique.
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mes (V, h.-) # 0. Nous savons qu’il y a une probabilité positive de passer
de chaque point de B dans V, , ; nous pourrons choisir un nombre

k>0, un entier j et un sous-ensemble £ de B de mesure positive tel que la
probabilite de passer de Ee & dans V, , en j épreuves soit > k. La pro-

babilité d’aller d’un point E=£ dans i+ épreuves en o sera > k h; et
d’un point de A on a une densité de probabilité > d’aller dans un
point F de B en 2N épreuves. La densité¢ de probabilité d’aller d’un
pointEz L en 2N + i+ jépreuves dans un point F= £ sera donc >ph;k.
Nous avons donc bien un chemin aller et retour de £ en £ (par V, n €t
o) en 2N +-i -+ j épreuves. Considérons les ordres des différents
- chemins fermés d’un sous-ensemble de B en lui méme, formés tous d’une
facon analogue aux chemins de & en & considérés ci-desus. Il y a deux
cas possibles, ces ordres ont un plus grand commun diviseur d > 1, ou
cep.g.c.d estl.
Envisageons d’abord le premier cas. Posons alors

1=V, +V,, +...+V, +...
2=V, +Vy,+ A+ Vo, +---
d=V, 4+ Vo, + 4 Voo +- - -

Je dis que les ensembles i.j (i5%/) ont une mesure nulle. En effet
si cette mesure n’était pas nulle, il y aurait d’abord deux ensembles
Voari—j €t Vi aq—; Qui auraient une partie commune de mesure positive.
De cette partie on peut extraire un ensemble 6 tel qu’on ait une proba-
bilit¢ > = d’allerdans nd + 1 — j épreuves et en md }+1 -~ i épreuves
en Ao a partir de n’importe quel point de 6. En considérant alors un
chemin commun o —> B —> 6, on aurait deux chemins d’'un sous-
ensemble £, de B en lui-méme (£, -> 6 —> K —> £,) d’ordres divi-
sibles par d (hypothese): donc i = j. Il suit que I’ensemble

d=1

YiiFi+...+9

i=1

a une mesure nulle. Nous allons enlever cet ensemble de notre ensemble.
final. Il est évident qu’apres cette modification notre ensemble restera
ensemble conséquent pour chacun de ces points. Nous désignerons les en-
sembles 1,. . .,d, (disjoints maintenant) par sous-ensembles cycliques de
I’ensemble final'?). D’aprés la construction méme de cet ensemble, on passe
en une épreuve presque-siirement d’un sous-ensemble cyclique au sui-

12) Dans ce qui suit, quand il n’y a pas d’ambiguité a craindre, nous suppri-
merous les barres et écrirons simplement 1,..., d.
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vant, c’est-a-dire de 1 en 2...et de d en 1, (car d’'un point de 1 nous
avons une probabilité positive d’aller en +o seulement dans un nombre
d’épreuves de la forme nd, d’'un point de 2 nous n’avons une probabilité
positive d’aller en 0 que dans des épreuves de la forme nd -- 1, etc.
Si 'on avait une probabilite positive d’aller en une épreuve d’'un point
de 1 dans i (i # 2), on pourrait aller de ce point en +& avec probabilité
positive aussi dans un nombre d’épreuves de la forme 14 nd + 1 -- i).
Nous avons entre ces sous-ensembles le méme mouvement circulaire que
nous avons observé dans le cas fini pour le mouvement entre les sous-
groupes cycliques des groupes finals.

Si nous regardons les ¢épreuves seulement de d en d, nous serons
toujours (en dehors de cas de probabillté nulle) dans le méme sous-
ensemble cyclique, de plus les ordres des différents chemins fermés (au
lieu d’'une épreuve on prend comme unité d épreuves) n'auront plus de
p.g. c.d. > 1, nous serons somme toute ramenés au second cas ou d=1.

Etudions donc lecas d - - 1. Dans ce cas il y a un ensemble A de
mesure positive et tel qu’il y a deux chemins de +& en S d’ordres m, et
m, (m, premier par rapport a m,) avec des densités de probabilité posi-
tives (> 5, p. e.). Alors je dis qu'on peut prendre M suffisamment grand
pour que la densité de probabilité, pour qu’on passe de n’importe quel
point de I'ensemble final dans un élément de volume entourant un point
quelconque de o en M épreuves, soit >z, r étant un certain nombre
positif.

En effet nous savons qu’il y a une probabilité positive > a (o)
de passer en moins de n (/) épreuves d’un état E quelconque en Jo.lly

. a
a donc pour chaque point un 71, << n, () tel que P" (E, So) >
M étant suffisamment grand, on pourra mettre M sous la forme

M = n, + kym, + k,m,.

Ecrivons que la densité de probabilité d’étre en un point de Ao
aprés M épreuves est superieure a celle qu’on obtient en supposant que
le point mobile passe d’abord dans la n,7*™¢ épreuve dans o, fait en-
suite k, fois le chemin d’ordre m,, ensuite k, foisle chemin d’ordre m,.
Nous voyons que notre densité de probabilité est minorée par

a (o) (

M- ny—1 a J(D) M
¢, mes Ao 0, > ——2 (p; mes o) py,
n((./(f))(‘ ) g n((/b)(l ) ©

Ce résultat va nous permettre de démontrer que les probabilités

P™ (E, 8) tendent vers une limite indépendante de I'état initial en suivant
la méthode de MarkorF généralisée par B. Hostinsky et M. FRECHET.
Soit

P (&) le maximum de P (E, 8) si E varie

p'™ (8) le minimum de P'™(E, 8) si E varie
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Nons avons évidemment
P(m) ({‘;) = P(m+!) (g) > .. p(m +1) (&) > p(m)(@)_

Pour démontrer que P® (E, &) tend vers une limite indépendante de
Pétat initial, il suffira de démontrer que

pi™ 8 — p(m) 8)

tend vers zéro.
P"*M(E, 8 -P"TM(F,8) = f P™(H, 8) [P (E, d So,) — P™ (F,dfo,)):
G

" Soit V (E, F)=V I'ensemble £ ou
PY(E, L)- PM(F, L)=Aa(D)

atteint sa borne supérieure. Nous avons

f A(d«/%ﬂ):——fA(du(sH).
G-V v

P"M(E, 8) — PN (F, §) = f P™ (H, 8) A (d o) —
. ;

f P™ (H, 8) A (d Aoy) < [P™ (&) — p™ (@)!f A(d Aoy)
G—V

\%

fA(d«/bH): -»»f A(d A, )=P"(E, V) —PM(F, V)=
A\ G-V

=P*"(F,G—V)—P"(E,G—V)
P*(E,V) —P"(F,V)=P"(E,V)4+P"(E,G — V)—
—P"(F,V)+P"(E,G - V)]
1-- [P"(F,V)+P"(E,G— V)] =1,

Or nous venons de constater que quel que soit I’état initial la densité de
probabilité d’aller en M épreuves dans un point (ou plutét un élément
entourant un point) de A est > a;. ll suit

P*(F,V)4+P"(E,G — V) > P™(F, V &) +P" (E, (G — V] o) >
>ameso=1—1>0

[

h=r <<l
P™M (8) — p" ™ (8) < [P™ (8) — p™ (&)
P™@) — p™M(@) <:i—=0.
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Donc
pP" (E, &) -> P (8)

o

|P"(E,8) — P8 <= -> 0.

On montre sans peine que si & est de mesure positive, P (8) est
positive, en partant de ce que pour tout point il existe une probabilité
positive de passer dans un nombre fini d’épreuves dans &. Nous
désignerons ce cas par ,cas positivement régulier“.

Envisageons maintenant de nouveau le cas d == 1. Si nous ne
considérons que les points d’'un méme sous-ensemble cyclique [/ et
seulement de d en d épreuves, nous avons déja remarqué qu’'on se
trouve dans le cas ci-dessus. Par conséquent (0 <<t << 1) si

Eicelet § <l
| P"*(E,8) — P,(8) | <K:"—>0
P" (E, 8) — P,(8)

et P,(8) sera encore positive pour tout ensemble de mesure positive
< 1, et aussi pour tout ensemble de mesure nulle < [, tel qu'on ait une
probabilité positive d’aller dans cet ensemble a partir d’'un ensemble de
mesure positive << G.

Ensuite si E =/ et 8=/, alors nous ne nous trouvons dans /; que
dans les épreuves d’ordres n =1, — [ (mod d) et dans ces épreuves nous
nous y trouverons certainement. Il suit que.

PPW(E, 8)=0, si nzIl —I(mod d)
P® (E, 8 > P,(8), si n=I [ (mod d)
| P (E,8) —P,(8) | <Kt™

Nous voyons que la position initiale du point E dans I'ensemble
final n’influe sur les propriétés asymptotiques du mouvement qu’en indi-
quant 'ordre dans le cycle, c’est a dire en indiquant a chaque instant
le sous-ensemble cyclique dans lequel le point mobile se trouve.

Nous pouvons résumer tous ces résultats dans le théoréme:

Théoréme IIlI. L’ensemble final peut se décomposer en d sous-
ensembles disjoints 1,...d de mesures plus grandes que >> v tels
qu’on passe avec probabilité 1 en une épreuve cycliquement d’un
sous-ensemble cyclique au suivant. A part le rythme forcé introduit
par ce mouvement circulaire la distribution de probabilité tendra
exponentiellement et uniformément par rapport a la position initiale
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vers une limite indépendante de la position initiale. Plus précisement
si

Eel,6<Il, P"(E,8)=0 ns(,—[)modd
P" (E, 8) —> P, (8) n=(,—l)modd
| P (E,8) — P (8) | <<K+}
P, (8) > 0 si mes (8) >0,P, (8) =P, (& [))
En outre on peut faire toutes les remarques qui ont été faites dans
Iexposé § 4 (principe presque-ergodique etc.). Nous voyons qu’il ya

analogie compléte entre le cas fini et le cas continu sous les hypothéses
I et II. Enfin, on a

P,((&):[P(d o)
v g
P,()=1

P,(W—0)=0

§ 4. — Les probabilités dans les cas général

Si 8 est extérieur aux ensembles finals, alors
P™(E,8) <Ke "
Ona
P®(E,8)=0siE<G, &8G,=0

Nous avons considéré dans le § précédent les cas ou Ec G_ et
8 C G, supposons maintenant que E soit quelconque et & C [ («), en dé-
signant par [ (o) le I'*™¢ sous-ensemble cyclique de G,. Alors soit
Pr[E,G,]

la probabilité pour que le point mobile passe de E finalement dans G,
c’est & dire la limite de P (E, G,). De méme soit Pr [E, j(2)], la limite
de la probabilité (m —> <o) pour que le systéme se trouve a I'épreuve
md(a) dans j ().
PriE,j(@)= lim P™“(,j(@)
m —->
On a évidemment
d (2)
) PriE,j(a)]=Pr[E,G,]

=1

) PriE,G,] =L
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Ceci posé on trouve (cfr exposé § 5) que

P(n) (E, &) > Pr [E, In (a)]f pl(a) (d t/(9F) = Pr [E, l" (d)] Pl(a) (6)
&
ot
n =1-—1, (modd(x)).

C’est la périodicité du sous-ensemble cyclique [, («) qui est la
raison de la périodicité asymptotique de P™ (E, 8). La différence entre
P (E, &) et sa partie principale périodique, soit Pr™ (E, 8), sera ma-

jorée par la terme général d’une progression géometrique décroissante
indépendante de E et &. Posons

S(E, & =Y [P” (E,8—PrE, &)
n=1
la série S (E, &) sera normalement convergente et définira une fonction
d’ensemble bornée complétement additive, pour E constant.
Nous avons le tableau

Eel (2)[ P™(E,8) =0 8G,=0
. P™(E, 8) =0 8CIL(x) n7*l — I(modd(x))
” P® (E, 8) —>P,, (,)(8) »  m=I—l(modd (=)
>Osimes(6)>0n

] P(ﬂ) (E, 6) -0
p® (E, & —Pr [E, [, (2)] Pl(a)(é;), & <Il(x)
n=I[—1,(modd(a))

EsGal_i_' "+G’le

P™(E,8) - Pr(E, 8) = E PriE, j, ()1P;,, (&j (%)
o,J
n=j— j,mod d (=)

§ 5. — Les lI(E, 6), moyennes de Césaro
Nous avons vu que

P (E, 8) ~ Pr™ (E, 8)

expression périodique en n, dont nous avons donné la forme dans le
tableau du § 4. Comme dans le casfini la périodicité s’éliminera dans la
considération des moyennes de Césaro.

(n o (m) 2
NG (E,8) = P (E, &)+ n -+P (E,(ca)’ nE, 8=

lim N®(E,Q)
n->w
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Nous pouvons écrire

Y p®E 8 Y (P°E &) — Pr(E6)
“(")(E,@): 1 + 1

n

n

Si8< W XG, les Pr” (E, &) sont nuls et dans ce cas 11 (E,8)
tend vers zéro, 1 (E,8) =0si §<<W —-ZQG,,.

Supposons que & << I (2), alors les Pr® (E, &) ont la période d ()
et

PrY(E, 8]4. ..+ Pri™IE, 8]

(n) o oy
> (g, 8-l (E, &)= d(2)

et de I'expression des Pr (E, 8) résulte

Pr (E,8]+. . .+ Pr'E, 8] ={Pr[E,1 (x)|4. .. + Pr(E,d(2)} P, (&)
=Pr[E,G,| P, (8).
Donc

Pi) (8)

1l (€, 8)="Pr[E, G,] e

On voit que si Ec G, 8 <! (), Il (E, &) ne dépend pas de la posi-
tion initiale dans cet ensemble final:

n (E, @,,) _ P[éiu)(gf’) — “Ga (6)

et dans le cas général E, § quelconques nous pouvons écrire

l§ i
n(E, 8= ), Pr[E,G,] g, (8 = ), Pr[E G,]Ua,(€G,).
=1

=1

Nous allons envisager la grandeur
n [N® €, 8) — 11 (E, 8)] = D Pr® (E, 8) — n 1 (E, )+ R™ (E, &)
1

R™ (E, 8) tend vers S (E, 8). Soit D le plus petit commun multiple des
d ()

S PrOE, 8)—nll (€ &=Pr” €, 8+ .. +Pr® (E,8— ¢ 1l (E, 8
l n=pmod D

C’est une fonction périodique de n avec période D que nous dé-
signerons par

4@ (E, 8) =9 (E, 8)
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Alors nous avons

n (0?8 —M(E, 8] =R"(E. &+ (E,8),
ceci tend vers la fonction périodique

S(E, &)+ 4" (E, 8)

une limite n’existe pour tout & que dans le cas non oscillant. Remarquons
que ¢ est nulle si & n’appartient pas aux ensembles finals ou a un en-

semble final n’ayant qu’un seul sous-ensemble cyclique

§ 6. — Définition et critéres

Nous allons introduire comme dans le cas fini les notions de cas
pesitivement régulier etc.

Cas positivement régulier. Nous dirons que nous sommes dans le
cas positivement régulier, lorsque la probabilité P™ (E, &) pour que le
point mobile parti de E se trouve apres n épreuves dans & tend vers une
limite P (8) indépendante de la position initiale et positive si la mesure
de & est positive.

Introduisons la notion de noyau d’ensemble stochastique. Nous
désignerons par la toute fonction QY (E, &), dépendant d’une part d’un
point, d’autre part d’un ensemble, étant en tant que fonction d’ensemble
complétement additive, non négative et satisfaisant a Q" (E, W)= 1.
Un noyau d’ensemble stochastique sera dit indécomposable si pour
chaque E et & de mesure positive il ya un n avec Q™ (E, 8 > 0;
un noyau indécomposable sera dit non-cyclique, si-en dehors peut-étre
d’un ensemble de mesure nulle-on ne peut pas décomposer I'ensemble de
variation sur lequel il est défini en plusieurs sous-ensembles cycliques
tels qu’'on passe avec probabilité 1 en une épreuve de I'un au suivant.
Ce sont les généralisations des notions de matrices stochastiques, indé-
composables et non cycliques.

Alors il résulte immediatement des § précédents (on suppose tou-
jours que nos conditions I, Il du § 1 sont satisfaites):

Critére: La condition nécessaire et suffisante pour que le noyau
d’ensemble stochastique définisse un cas positivement régulier est
qu’il soit indécomposable et non cyclique.

Cas régulier. Nous dirons que nous sommes dans le cas régulier si
p™ (E, &) tend vers une limite P (&) indépendante de la position initiale,

Critére. Pour qu'on soit dans le cas régulier, il faut et il suffit
qu’il n'existe qu'un seul ensemble final et que cet ensemble ne se dé-
compose pas en plusieurs sous-ensembles cycliques.

Cas non-oscillant. On sera dans le cas non-oscillant, si P™ (E, @)
tend vers une limite pouvant dépendre de la position initiale.
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Critére. Pour qu’on soit dans le cas non-oscillant il faut el il
suffit qu’aucun ensemble final n’ait plusieurs sous-ensembles cycliques

Cas semi-régulier. On sera dans le cas semi-régulier si les
p™ (E, &) convergent dans le sens de Césaro vers une limite [1(8) indé-
pendante de Iétat initial, c. &. d. si I (E, &) est indépendante de la po-
sition initiale I1(E, &) — 1 (&). On voit sans peine en regardant la va-
leur des II(E, 8) donnés dansle § 5 qu'on a le

Critére. Pour qu’'on soit dans le cas semi-régulier, il faut et il
suffit qu’il n’y ait qu’un seul ensemble final.

§ 7. — Calcul des parties asymptotiques des probabilités

1. Cas positivement régulier. Noussavons que P (E, &) tend vers
une limite positive P (&) et P™(E, &) - P(&), < k4"; comme P"
(E, W)=1 il suit que P (W) =1, d’autre part en passant a la limite dans

PY*Y(E, 8) = f PO (F, 8 P™ (E, d Kop)

nous voyons que la distribution limite satisfait aux deux équations

P(8)= f P" (E, &) P (d Aop) l
w

m
P(W):fP(d:/(oE)—_-—l
w

Ces deux équations déterminent complétement les P (8), comme
on le voit sans peine (cfr exposé § 8 et ce Chapitre § 8).

2. Cas régulier. Nous avons encore une distribution stable
limite determinée par les équations (1), mais elle satisfait aussi aux
équations.

P@G) =1
P@ =0si8G=0

G étant 'ensemble final.
3. Cas non-oscillant. Nous savons que si 8 < G,

P (E,8 —> PriE,G,]P, (&)

et si 8 2G, =0, alors P® (E, &) —> 0. Nous n’avons donc qu’a nous
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occuper du premier cas & < G,. A T'intérieur des ensembles finals on se
trouve dans le cas positivement régulier, on calculera donc les P, (&)
par les formules de 1). Reste a calculer Pr [E, G_]. Nous avons en pas-
sant a la limite dans

P+ (E, G,) :j P™ (F,G,) PW (E, d Sop)
w
P’équation
PriE, G, = { Pr[F, G, PO (E, d Ao).
v W

On voit comme dans la cas fini que cette équation integrale n’a
qu’une seule solution satisfaisant aux condition évidentes

Pr[E,G,J]=1siE:s G,
=0si E ¢ Gy (B )

On a la relation:

2 PriE,G,) = 1

4. Cas singulier a Uintérieur d’un ensemble final. Supposons que
E«l, et § <[, alors nous savons que

P™ (E, 8 — 0 n # (I—1,) mod d (%)
—> P, (8) n = (I—1,)mod d (=)

P, (&) étant aussi limite de P"“ (E, &), si Eclet & <.
Si I'on ne regarde que des points de / et de d en d épreuves seule-

ment, les P (F, &) définissent un cas positivement régulier. Il résulte
de 1) que les distributions limites satisfont au systéme

P, (8) :f P (E, 8) P, (d fog)
4
P,()=1 &<l
et en sont les solutions uniques. Comme dans le cas fini, il résulte de

I'allure cyclique du mouvement qu’il suffit de résoudre un seul de
ces systémes, les autres s’obtiendront par les formules

&<1: P (8)= f PO (K, 8) P, (d Aoy)
d
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On vérifie encore les équations

[P, (8)+P,(&)+ .. . P (&) *_{ PO (E, 8)[P,(d Lo )+ . . . + P (dfop)]

oW
P, (W)+P,(W)+.. . +P, (W)=d (),

5. Cas singulier générul. Si E appartient aux ensembles finals ou
si & n’y appartient pas (8 £ G, = 0), les formules du § 5 et ce qui pré-
cede nous mettent sans difficulté en mesure de calculer les parties
asymptotiques des P™ (E, &). Supposons donc que E n’appartient pas
aux ensembles finals et que & est un sous-ensemble de [ (), alors

P™M (E, &) == Pr [E, [, (1)] P, (&)

Nous venons de montrer que le calcul des P, . (&) se ramene a la
solution d’une équation intégrale, il nous reste a calculer les Pr[E, j(2)],
c’est & dire les limites des P (9 [E, j (2)]. Un passage a la limite facile
nous montre que ces quantités satisfont en tant que fonctions de E a
Iéquation

Pr[E.j(2)]= f Pr(F,j (x)]P® (E, d foF)
w

et aux conditions
PriE, j(x)]=1 si Ec¢j(a)
PriE.j(m)1=0 si Ezk(@) [k (@®)7j(2)]

Ces conditions déterminent les Pr [E, j ()] sans ambiguité. Nous
avons donc ramené le calcul des parties asymptotiques des P (E, 8)
a la résolution d’un certain nombre d’équations intégrales ou les noyaux
sont des noyaux de Stieltjes.

Nous avons les relations

Pt ™ (E, 8) — f Pr™ (F, ) Pr'™ (E, d Sop) =
w

= f Pr™ (F,8)P™ (E, d fo) — f P (F,8)Pr'™ (E,d o)
w

w
desquelles on tire en particulier:

Pr(E [, ()] = f Pr [F, [ ()] P? (E, d Aop)
w

formule qui montre qu’il suffit de calculer les Pr [E, I (=)] pour un seul
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sous-ensemble / (z) de G,. On aura alors immédiatement tous les autres
Pr [E, j (2)] par la formule (2).

Lorsqu’on voudra pratiquement résoudre les équations intégrales
qui déterminent lesP, (&) et les Pr [E, [ (2)], on sera en general oblige
a écrire que p. ex. P, (8)est la limite de P (E, &) oit E= [ () et
d =d (2). _

Pi (8) =P (E, 8) +{P*’ (E, 8 — P (E, &)} +. ..
+{P"E, 8P (E 8+ -
série majorée par une progression géometrique a raison < 1.

Et de méme, Pr [E, | (x)] = lim P"?[E, I( a)]

PriE,{(x)] =PY[E, (9] +P®" (E, 1 (2) — P (E, [ (%) . .
+PU[E, [ (2)]— P"* " ?[E, I (@)]+ ..

Toutefois en certains cas il peut étre avantageux de passer par

les équations intégrales.

Comme |P™ (E, 8) — Pr™ (E, 8) | < KA", 0 << i < 1, la série

S (E,8) = Y, [P™ (E, 8) — Pr™(E, 8)]
n=1
est absolument et normalement convergente. Elle définit une fonction
d’ensemble additive et bornée. On peut facilement montrer que les
S (E, 8) satisfont a des équations intégrales qui les déterminent sans
ambiguité. Mais cela n’a pas beaucoup d’intérét parce que si 'on veut
les résoudre on sera en général amené a écrire que S (E, &) est préci-
sement égale a la serie qui la définit. Remarquons qu’on peut mettre
les S (E, 8) sous des formes ot n’interviennent pas les Pr™ (E, 8). Par
exemple dans le cas régulier ot Pr™ (E, 8§)=P (&), on peut écrire

S (E,8) =) n[P® (€, &) —P"*" (E, §)]
n=1

Il faut noter les relations suivantes, qu'on démontre sans peine.
SE, W) =0
SE,I()y=0 siEeG,
et
{ Pr™ (F, 8) S (E,d fog) =0

v W

{ S (F, 8) Pr'™ (E,d o) =0

Jw

qui montrent que les noyaux S (E, 8) et Pr™ (E, ) sont orthogonaux.

6
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§ 8. -~ Sur les constantes fondamentales de module 1 et sur les
fonctions fondamentales correspondantes.

Considérons les deux équations

7(E)=2 f 7 (F)PY (E, d op) 0y
w

$(8)=A\ { PV (F, 8) 7 (d Aof) )
7w

»(E) étant borneé, ¢ (8) une fonction d’ensemble complétement addi-
tive et bornée. Les valeurs pour lesquelles une de ces équations a une
solution non partout nulle sont dites les constantes fondamentales du

noyau P (E, 8). On déduit de ces ¢quations

w(E)YA™ "= f = (F) P™ (E, d Aop) 3)
w

(@) "= f P™F, 8) 4 (d Aop) 4)
w

Or les intégrales figurant aux membres droits de ces équations
restent bornées, ¢ (E) et 4 (&) ne sont pas partout nulles, il suit que

s
Toutes les constantes fondamentales du noyau P (E, 8) sont
en module = 1.
Si A est une valeur fondamentale de module > 1, s’il existe une
fonction =z (E) ou 7 (&) qui satisfait pour cet & a I'’équation (1) resp (2),
on peut écrire

2 (E)=2\" f 2 (F)Pr™ (E, d Lop)

w
+ an { #(F) [P™ (E,d fop) —Pr™ (E, Ao,)]

o W
respectivement

$(8)=n" f Pr™ [F, 814 (d Lop)
w

+ k'f {P™[F, 8] — Pr™[F, 81} 4 (d Aop)
w
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On en conclut que

f % (F)Pr™ (E, d fop) =0
. w
respectivement
f Pr™(F, 8) ¢ (d Aog) =0
w

équations qui se réduisent a

f'.a(F)Pj(a)(dwp):o j=1,. .d(@),

respectivement

fPr [E, j ()]  (d o) j=1,...d(a).
w

On déduit des équations (3) et (4) que les fonctions fondamentales rela-
tives a des constantes fondamentales de module> 1, satisfont a

?(E)=('A—1)f #(F)S(E, d Aop)
A\

ou
HE=0—1) j S (F, &) 4 (d Sop)
w

Revenons aux constantes fondamentales de module 1. 11 résulte
immédiatement des équations (3) et (4) que les membres droits étant
asymptotiquement périodiques avec période entiere D, on a

AD —1.
Donc toutes les constantes fondamentales de module 1 sont

racines d’une méme équation binome (ce qui est un résultat de M.

FrecHer dans I'hypothése de I'existence d’une densite p“) (E, F) telle
qu’une itérée soit bornée). 1l en résulte ensuite, le membre gauche étant
exactement périodique que

{ ¢ (F) {P™ [E, d Ao ] — Pr™[E, d Lo ]} =0

W

f [P™ (E, 8) — Pr'™ (E, 8)] 4 (d Aop) = 0.
w
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D’autre part

f o (F) Pr® [E,dzf(oF]:ZPr[E,I,(a)] f 3 (F) P, (d Sop)
W o

v Ga

— % Y a,,PriE, [ ()]

Les fonctions 2 (E) sont donc des combinaisons linéaires des
Pr[E, / (a)], et 'on voit de méme queles ¢ (&) sont de laforme X b, P, (8)
Cherchons les relations entre les a,,,. On doit avoir si A est une constante
fondamentale

Y a, PriE, l(a)] = f Y a,,PriF,1(:)]P" (E, Aoy)
w

=r Y a, | PriF,i()]P® (E, dfoy) =LY a, PriE, I (2)]
w

ol 1=(— I,) mod d (2).

Faisons E < 1(2), alors Pr [E, ()] =1, Pr[E, ' (8)] =0, I'équa-
tion devient

A, =a;, 4,0
et
4, = @G r=...=\N@"1qg, =2\"q
par conséquent si A %1
U =0 p=--03, =0
si M@ — 1, on peut prendre
a,=a 2" a,,=a, """, e, .=\a,

on trouve analoguement les relations

. _ d@—1 _ id@
bd(a),a""‘bd——l,a_"‘—)‘ bl,a =A bd,a
donc si A\ =1, by,=--=by,=0,si 2@ — 1, on peut prendre
4@ __yd(o)—1 _
bd,ahl ba’bd—la_)‘ ba""’bl,a“'ba

Nous voyons que les constantes fondamentales de module 1 du
noyau sont toutes les racines de I’équation:

T(OE@ — 1) =0
-3
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A chaque ensemble final G, correspond le facteur A1 __1=0et

les fonctions fondamentales relatives aux racines de \¥™ - 1=0
AOPrE 1 ()] 4+ 2P~ "Pr(E,2(2)] - . . xPr|E, d (2)]
APy (8)+17Py,, (8)+- - - A PPy, (8)

Au congrés de Bologne M. Hapamarp a donné, probablement sous
hypothése d’une densité p (E, F) continue, un certain nombre de ré-
sultats concernant les fonctions % (E) correspondant aux constantes
fondamentales de module 1. Ces résultats donnés dans I'exposé trés
concis de M. Hapamarp sans démonstration et sans explication des hy-
pothéses, ont été démontrés sous les hypothéses d’une densité p“)(E, F)
avec une itéré p(N) (E, F) bornée par M. FrecheT. lls sont fort cu-
rieux a priori, et on ne voit pas trop bien leurs raisons. Nous allons voir
qu’ils s’expliquent tres facilement par la forme donnée des fonctions
<(E). Supposons que = e’ soit une racine des équations ™=
pour a=—ua,, %, ... Alors nous pouvons écrire

t(E)=a, (" “Pr[E 1)+ ) +a, (Pr[E 1G]+ . )+

Pour simplifier 'exposé nous nous bornons au cas ott nous n'avons
qu’un seul a,>40, que nous pouvons supposer = 1. Alors soit " — 1=0
I'équation binome du plus petit degré que A vérifie, d(2)=Rv. II'vient

¢ (E)=[Pr(E, 1(2)|+Pr [E,v+1(=)|+ —+Pr[E,R—1)»+1 )]+
+A7[PriE2()) . A4 AT
et le maximum de % (E) sera atteint si

Pr[E,l(®)]+Pr[E,i+v(x)]+. .. Pr(E,(R— )vI(2)]=1

car

;Pr[E, j@)1=1, PriE,j(=)]=0

Dans ce cas 7(E) se réduit a A~ '. Les affixes des différentes valeurs de
module 1 que 2(E) peut prendre sont donc les extrémités d’un polygone
régulier & v cotés inscrit dans le cercle z==1 du plan complexe. (Dans
le cas général on aurait obtenu une figure formée de plusieurs poly-
gones réguliers a v cotés inscrits dans le cercle unité).

Soit 9 'ensemble des affixes des valeurs de module 1 que ¢ (E)
peut prendre. Il est évident que I’ensemble 9T reste invariant par une

2= )
rotation d’angles—y— ou 4. A chaque point de 9, soit ¢'*®,

l=
(6 =" ,0<CI =v), corespond un certain ensemble de points, soit e, de
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. Ll (E) -
W ot 9(E)=¢"""", de mesure>mn, care,, . _,,, est comme nous a
v

vons vu I’ensemble des points E pour lesquels

Pr(E,[(2)]+Pr(E,v+1(@)]+... +Pr(E,R—1v+4I(2)]=1
et cet ensemble comprend le sous-ensemble cyclique /(z) qui est de
mesure > 1. Les ensembles [, pour des valeurs différentes de & sont evi-

demment disjoints et leur somme X/ forme un ensemble total &

appartenant a W. Je dis que le point mobile passe presque-strement a
chaque épreuve de I'ensemble / dans I'ensemble —

En effet, si 6 =0 p. ex., [, dans I'ensemble de points ou

Pr(E,1(2)]4. .. +Pr(E, 1+-(R —1)v(x)]=1

—_— ’ . \
alors Ig_u, =[_, sera I'ensemble des points ou

Pr(E,2(x)]+. .. +Pr[E, 24 (R — 1)v(x)] =1

Et en vertu du mouvement cyclique qui nous a donné I’équation

Pr(E,l, («)]= f Pr[F,{2)]PW(E,d fo) 1==1 —I,(mod d (z))
w

Pr(E,1(@)]+...+Pr(E,IFR—1)v (a)]:ﬁPr[F,Z(a)]—}—. .

+Pr[F,24+R—1)v(a)} PO (E, d Lop)

donc si Ece,

1= {Pr(F,2(®)+...+Pr(F,24F(R—1)v(2)]} P (E, d L)

w

et cette égalité ne peut avoir lieu, si la probabilité de passer de E dans
I’ensemble des points ot Pr[F,2(2)]+Pr[F,24+v ()] 4 ...+
Pr [F,24 (R — 1)v(2)] << 1 —e¢ est positive. P'(E,! ,]=1. C.q.f.d.

§ 9. -— Le cas du battage des cartes

Pour des raisons de commodité, nous désignerons encore ici sous
le nom de battage des cartes le cas ou la condition suivante est remplie:

f PO (E, 8) d E = mes(8)
w
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On déduit sans peine qu’elle entraine

f P™(E, 8) d E = mes(8)
w
et

f Pr ™ (E, 8) d E = mes (8).

w
De
f P™ (E,W —2G,)dE=mes(W—XG,)
w

et

P™(E,W —XG,) —» 0
nous déduisons que
mes (W — 2G,)=0.

En dehors d’un ensemble de mesure nulle, W se décompose dans
les différents ensembles finals. Je dis que les sous-ensembles cycliques
mes (G,).

d (=)
trons cela pour les sous-ensembles cycliques d (=) et 1 (2). Nous avons

f[f P(E,du@F)]dE:f P (E, 1(x) d E = mesd ()
d (@) d(o)

=f f P(E, d A;) dE = mes 1 (z) = mes d (=).
We) VY d(a)

Considérons la distribution P, (8). Elle est déterminée par le
systéme

d’un méme ensemble final ont la méme mesure = Démon-

lf P’ (E, &) P (d Aop) = Pl(a) (8)
l (o) P,(a) (1 (a)) =1

mes (8) . o )
mpmsque la distribution uniforme est

une solution du systeme ci-dessus.

elle est donc égale a
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§ 10. — Les probabilités inverses

1. Probabilités absolues. Comme au § 11 de I'exposé, nous
pouvons envisager les probabilités absolues. Si nous supposons qu’a
I'instant initial on a eu la probabilité initiale Q, (8) pour que le point
mobile se trouve dans &, la probabilité ,absolue“ d’étre a la n-iéme
épreuve dans & est

QY (8)= f P™ (F, 8) Q, (d Sou).
w

Si au contraire nous supposons que le mouvement du point mobile n’a
pas commencé a une date finie, mais dure depuis ,toujours, on est
conduit & définir une probabilitc Q" (&), probabilité ,absolue* pour
que le point mobile se trouve a [linstant n dans & pour tout
n,(— o << n =), On voit sans peine comme dans le cas fini que ce
probabilités absolues sont nécessairement de la forme des

Pr(") (Ey @‘)

dépendant donc en général d’un certain nombre de parametres.

2. Probabilités a posteriori. Supposons d’abord que notre point
mobile n’évolue que depuis un temps fini et qu’a Pinstant initial O il
était dans E. Soit alors & un ensemble avec P(”)(E, &) >>0. Nous
pouvons nous demander quelle est la probabilité pour que le point
mobile qu'on a observé a I'épreuve n dans & s’est trouvé a 'épreuve m
(m<_n) dans un ensemble ]. Cette probabilit¢ sera donnée par la
formule de Baves et s’écrira

{ P — ™ (F, 8) pi™ (E, d Aop) f P" ™™ (F, 8) p (E, d Aop)
v J J

f P" =™ (F, 8) P™ (E, d Aop) P™(E, 8)
w

Elle dépendra en général den et de m, et pas seulement de n—m.
Dans le cas fini, nous avions vu que les probabilités & posteriori ne
changeaient pas lorsque on se donnait en outre les positions ultérieures
du point mobile aprés Pinstant n. Ici il n’en est plus de méme en
géneéral.

Les probabilités a posteriori calculées par la formule ci-dessus
perdent tout sens lorsque I'ensemble & est tel que P (E, &) = 0. Toute
fois il est intéressant de connaitre la distribution de probabilité a un
instant intermediaire lorsque et la position initiale E du point mobile et
sa position H a I'instant n est connue. Il est évident qu’en général cette
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loi de probabilité n’existe pas, nous pouvons toujours changer les
densités de probabilité dans un ensemble de mesure nulle et modifier
ainsi les lois de probabilités a posteriori, sans modifier les probabilités
a priori que nous supposons seules données. Mais si, quel que soit la
suite d’ensembles &, convergeant vers H, la probabilit¢ a posteriori
calculée par la formule de Baves tend vers une limite indépendante de
la suite d’ensembles particuliére, alors nous pourrons linterpréter
comme probabilité a posteriori pour que le point se trouve a I'instant
m dans l'ensemble ], sa position initiale ayant ét¢ E et sa position a
I'instant n étant H.

Si nous nous bornons pour l'instant a ’hypothese qu’il existe une
densité de probabilité born¢e et continue p (E, F), et que notre ensemble
est tel que dans chaque sphére entourant un de ces points de rayon
positif, il y a un ensemble de mesure positive de points de notre en-
semble 13), alors il est évident que si p™ (E, H) 3 0 cette limite existe et
sera égale a

fp“"’ (E, F) p"~ ™ (F, H) dF
]

p" (E, H)
Il existera méme dans ce cas une densité de probabilité a posteriori.
¢gale a
p™ (E, F) p"~" (F,H)
p” (F, H)

indépendante de tout ce que nous pouvons savoir sur le mouvement du
point mobile postérieurement a la n-i¢me¢ épreuve.

Supposons maintenant que le point mobile évolue depuis n=—— oo,
Alors les probabilités absolues sont de la forme Pr™ (E, 8)=Q"™ (8)
donc nulles en dehors de ¥ G,. Envisageons un ensemble & avec
Q™ (&) > 0, en adoptant un systeme déterminé de probabilités absolues
Q™ (8). La probabilit¢ a posteriori pour que le point mobile qu'on a
observé a I'épreuve n dans & se soit trouvé a linstant m (m <n) dans
un ensemble ] sera donnée par la formule de Baves

PO "™ (F, 8) Q™ (d o)

®(J, m| 8, ny=—

Q(ﬂ) (&)

Si nous savons que le point a été dans [/ (2) a I'épreuve n, nous savons

18) Nous désignerons cette hypothése par H pour ne pas avoir ala rappeler.
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que, en dehors de cas de probabilité zéro, le point se trouvait a
I'epreuve m <n dans I’ («),

n—m:=1[—1 (mod d (a)) 1)
nous pouvons donc écrire

d (o)

a lU(x)=1 JV (%)

)]
¥, m|&,n)=

Q(n) ( g’)

l et I’ étant toujours liés par la formule (1). Si & n’appartient qu’a un
seul sous-ensemble cyclique / (z), ce qui est le cas le plus intéressant, et
si Q™ (8) > 0, alors la probabilité a posteriori se réduit a

f pr—m (F’ 8) P v (@) (dlf(f’ F)
I (@)
Py (8)

Donc: si & n’appartient qu’a un seul sous-ensemble cyclique
la probabilité a posteriori ne dépend que de n-—m et est indépen-
dante du systéme particulier de probabilités absolues (pourvu que
Q" (8) > 0).

Si nous nous plagons de nouveau dans I'hypothése H, alors nous
pouvons définir une probabilité inverse pour que le point mobile observé
a l'instant n dans un point He [ («) s’est trouvé a l'instant m < n dans
F, égale a

P " (F,H) puy, (F)

— ™ (F, H)
piy(H)

les p,,, (G) ayant des significations évidentes et étant positives pour

G = [(2). Cette formule n’est démontrée que si Q™ (I (2)) > 0, on peut
la supposer vraie dans tous les cas.

Cette probabilité inverse sera indépendante de nos connaissances
sur le mouvement du point mobile apres l'instant n.

Supposons maintenant que n — m augmente indéfiniment, alors
de la formule (2) résulte que

ZQ" (0] P, (B-1(®) Py, J ' (2)]
Q" (8)

([, m| 8,n) =

ou
n—m=I[—1 (modd (a))
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® (J, m| &, n) est donc asymptotiquement périodique. Si & C/ (), alors
la probabilité & posteriori sera équivalente a

Pr [J1' (#)]
et dans I'hypothése H, la densité de probabilité inverse =" ~ ™(F,H),
Hel(a) est 0si FE U (), n—m=1—1 (mod d (2)), et tend vers
P (F)siFel ().

§ 11. - Quelques remarques

1. LesP™ (E, 8) peuvent-ils étre exactement périodiques? Si les
p» (E, &) sont périodiques en n, ils coincident avec les pr® (E, ). 11
suffit d’ailleurs que P (E, 8) = Pr'V (E, &), pour qu’on ait pour tout n,
PY (E, 8) =P r™ (E, 8). Interprétons I'équation P (E, 8)=P r (E.8).
Il en résulte d’abord que le point mobile passe dés la premiére épreuve
avec probabilité 1 dans les ensembles finals: P (E, £ G,) = 1 quel que
soit E. Maintenant soit E < i(2), & << i+ 1 (), (ou < 1(2) sii=d (@)
alors
PV (E,8)=P
Donc a lintérieur d’un ensemble final la probabilité de passer
dans une épreuve dans l'ensemble & ne dépend (en dehors de l’en-
semble &) que du sous-ensemble cyclique, dans lequel le point mobile
se trouvait a I’épreuve précédente.

Ces conditions nécessaires sont, comme on voit sans peine, aussi
suffisantes.

2. Sur un procédé permettant de ramener le cas singulier général
au cas non-oscillant. Envisageons I'ensemble WP de rI'espace R.p,
D-iéme puissance de I'’ensemble W du R, considér¢ auparavant, D
étant le plus petit commun multiple des d (%). Un point E de W sera
donné par la connaissance de D points E, de W. A co6té du point
mobile (soit P) que nous avons envisagé jusqu’a maintenant, nous allons
considérer un point mobile P se balladant sur WP et dont le mouve-
ment sera li¢ au mouvement de P dans W de la facon suivante. Si le
point P a été a la m D 1-ime ¢preuve au point E;, a la mD - 2-iéme
épreuve au point E, ... et ala D m - D-i¢me épreuve au point E, le
point P se trouvera a la m + 1-m¢ épreuve au point E (E,, .., Ep).
Nous aurons encore une probabilité bien définie P (E, &) pour que le
point P passe en n épreuves du point E (E,,. .., E;) de W® dans I'en-
semble & de W, s’exprimant en fonction des P (E, &) par

(8
i1y (©)-

P™(E, 8) = f_ P (Fp_pd op YPV (Fp_pdfop ). . P"P(Ep,d fop)
3
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P"°(E,, 8) — Pr° (Ep, &) (exponentiellement). Il suit que P™ (E, 8)
—> Pr (E, 8) exponentiellement. Supposons que Ep:i(2), p. e. [=d,
soit D = ¢t d, alors en dehors de cas de probabilité nulle le point P se¢
trouve a la mD - 1-¢m¢ ¢preuve dans 1 (o), & la mD - 2-im¢ épreuve
dans 2 (2) et a la m DD épreuve dans d (2). Le point P se trouvera
donc a la m-*me épreuve quelque soit m dans I'ensemble [1 («), 2 (2),- - .
d(x),...1(). .., d(=)] eta intérieur de cet ensemble P™ (E, 8) —> P (&)
exponentiellement et uniformément par rapport a E et 8.

§ 12. — Application au cas d’'un ensemble de mesure infinie, au
cas dénombrable et au cas fini

On peut ramener toujours la cas d’un ensemble W de mesure
infinie au cas ot W est de mesure finie en modifiant la définition de la
mesure de [espace euclidien de fagcon a lui attribuer une mesure finie.
On pourra p. ex. prendre un point arbitraire 0 comme origine, tracer
une’suite d’hypersphéres S, ..., S, de rayons 1,2,3,.. , n,. .. autour
de 0 et définir la mesure d’'un ensemble & compris dans la couronne
sphérique entre S, | et §, comme étant la mesure Lebesguienne ordi-

naire divisée parm. Il est evident que les fonctions mesurables avec

Pancienne mesure restent mesurables. Si aprés ce changement de mesure
les fonctions P (E, &) satisfont aux conditions du § 1 les résultats
des § précédents s’appliquent.

Nous allons supposer que P (E, 8) soit définie quel que soit E pour
tout ensemble & mes (B), que pour ces &, P" (E, 8) soit mesurable (B)
en E, enfin que la densité p™ (E, F), derivée par rapport a & de la fonc-

tion d’ensemble P ™ (E, &) existe sauf pour des coiples E, F de mesure (L)
nulle et soit mesurable en fonction du couple E, F.

Et qu'on ait l’hypothése:

II' Si mes W= o, ils existent deux entiers N et m, deux nom-
bres positifs 1 et b, tels que

PM(E, 8) <1—b simes (8S,)<<m

Alors tous les résultats établis précédemment s’appliquent aux

P™ (E, 8) dans ce cas, seulement les ensembles finals et sous-ensembles
cycliques sont maintenant tels que mes (& S,) > .

Supposons maintenant que 'ensemble W est 'espace tout entier
qu’il existe une densité de probabilité p (E, F) constante si E se meut

dans la couronne sphérique S, . ;, — S, et F dans la couronne S, , — §,.
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Alors la probabilite de passer d’'un point Ee S, ——S, , dans une

couronne S, — S, | ne dépend que des indices i et k et pourra étre
écrite p,, (i=1,2...;k=1,...). Le cas dénombrable est donc un cas
particulier du cas continu, ce qui était évident a priori. L’hypothése
II’ s’¢écrira alors:

Ils existent deux entiers m et N et un nombre b tels que

m
EP‘;’ > b quel que soit i.
k=1

Donc dans le cas dénombrable sous cette hypothése s’appliquent
tous les résultats €énoncés plus haut dans le cas continu. Ce cas a été
étudié pour la premiére fois par M. ForTeT. La solution compléte du cas
dénombrable est diie 3 M. KoLMoGOROF.

Remarquons encore que le cas d’'un nombre fini d’é¢tats peut de
méme se traiter comme cas particulier du cas continu sous I’hypo-
thése I, II.






CHAPITRE 3

LES VARIABLES ALEATOIRES ATTACHEES AU POINT MOBILE
§ 1.—Position du probléme

Plagons nous dans les hypothéses du § 1 ou du § 12 du Chapitre 2.
Comme dans le cas fini, faisons correspondre un nombre X (F) a chaque
point F. Nous supposerons sur cette fonction X(F) qu’elle soit me-
surable et bornée. Cette derni¢re hypothése a pour but d’éviter des com-
plications qui pourraient s’introduire dans le cas d’une fonction non
bornée, car nous ne supposons pas que la probabilité pour que le point
mobile se trouve dans un ensemble de mesure nulle & une épreuve
donnée est nécessairement nulle. Nous pouvons considérer les variables
aléatoires X(é') prenant la valeur X (F) lorsque le point mobile parti de E
passe a la n-*m¢ épreuve en F, et S‘hf') - X‘E”—f-X(é) +.. .+ X(E") somme
des valeurs X (F,) correspondant aux F, réalisés successivement dans

les n eépreuves considérées. 1l s’agit d’¢tudier ces variables.
Comme nous avons réservé la lettre & dans le chapitre précédent
pour désigner des ensembles, nous allons dans ce qui suit désigner par

O [A]

Pespérance mathématique ou valeur moyenne de A.

§ 2. —Le cas régulier

o [X] = f X (F) P™ (E, d Aop)
. w
P™ (E, &) convergeant vers P (&) il suit que

on [x] -»f X(F)P(d fop) =M
w

et

o [X — Mf — f X2 (F)P (d fop) — MP =%
w
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Considérons la différence

m[xP] M= f X (F)[PP(E, d L) P (d L)l

oW

soit K la borne supérieure de | X (F) | , et §, I'’ensemble pour lequel

P"(E, &) —P (&)
atteint sa borne supérieure.

| or [XP] M| <K{P"(E,&,)—P(B8)H+P(W—8&,)—P"(EW—8,)}.
De | P™ (E, 8) —P(8) | <0(e™*") quel que soit E et &, suit
M[XP] =M +0 (e *".
Envisageons maintenant les S&’. D’abord

o [SP] = Z X (F)PY(E, d Aop) = i o [X9].

i=1 i=1

De o [X“’]—e Met o [X® — M] = O [e™*"] suit
o [S™
[nE ] oM

et 91 [S{"] — n M estborné. De plus soit 8, ,, ensemble des points de W

ou*t 2 x (/) <x 'L, ators

; X (F)P' (E,d o)=Y, | X(F)P(dAop)+

=1 W

+X [ “IP'E, 8,.) P8, m)]

i=1 =—m

+0k2 E — | PO(E, A ) — P () |

ll-_~m

Aoj  étant un sousensemble de &, et —1 =6 =<1.

&, étant toujours 'ensemble ot P™ (E, &) — P (&) atteint sa borne
supérieure,
m

2 I POE ) — Py ) | <207 (8) P

l=-—c¢

or PY (E, 8) —P(8) = 0(e™ *™),le terme restant est donc quel que soit n

s . 1 ,
inférieur en module a C s C étant une constante.
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D’autre part
n

YIPOE 8,,)— P, JN=R"ES8,,) —>SE &,

i=1

m

Nkl ko
Y TPreEe, ,,,)—P(es,,:..m)]tlZ RO (E, 8, ,)-

i=1l=—m =—m
En faisant tendre n et m vers I'infini, nous voyons que

v

o ST — nM] ~->J X (F)S (E, d Aoyp)
et "
oM [SP — n M]= f X (F)R™ (E, d Aop).
VoW

Passons 4 9 [ST — n M]%. On a

n n=1 n
o [SP - nM]? t; o [X® — M]2+2; o [(XD— M){_Zi; l(xg’— m)]

n n
Y o [XP— M]? = na? etoR (XY — M) Y (X9 — M)]
i=1 t=i+1
peut s’écrire
O [(X§ — M) o &[S0 — (n — t)yM]].
Si a la i-*me épreuve le point mobile a été en F, alors

M = O [ SU=h M(n—1t)]
ce qui tend vers,

f X (G) S (F, d fog).

On conclut comme au premier chapitre que

o [SP —nM1* ="+ (E)

o2 :f [ X (F) 42 f X(G)S(F,du‘b(})] (X (F) — M)P(d o).
w vow ’

+™ (E) tendant vers une limite ayant une forme analogue a celle
du cas fini. Considérons maintenant

o [SE — o [SP1]% = n+* + 9 (E) 4 [M(Sg)— M ]’
2

=ns 43" (E)+ {f X(F)R‘"’(E,dcf(op)’.
w

7
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Par conséquent
on {SI — or [SY 1}/ n—>a2.

Nous avons donc obtenu les deux résultats. L’espérance mathéma-
tique et le carré de I’écart type de S,(.") tendent divisées par n vers des
limites indépendantes de la position initiale du point mobile. De plus
les différences entre ces grandeurs et leurs parties asymptotiques ten-
dent vers des limites. -

Si I'existence de la limite de 1 [S{" |/ netde o [SY — n MP [ n
est due & 'homogénité du mouvement et au fait que, grace a la ten-
dance rapide de P (E, &) vers une limite indépendante de la position
initiale, ‘NZIX;{’ . Xg“’ M|tend rapidement vers zéro si t augmente indéfi-
niment, I'indépendance de cette limite de la position initiale est dae
principalement a la stabilité a la Poisson telle que nous 'avons démon-
trée dans le théoréme Il. En effet supposons qu'une de ces limites-la
(cellede O [S{" | / n ou celle de O[S nM|® /| n) soit comprise
entre a et a + ¢ dans un ensemble de mesure positive. Alors elle sera
partout comprise entre a et a -+ :, comme on montre sans peine par
une décomposition de I'espérance matheéematique. On en déduit immé-
diatement l'indépendance de la limite envisagée de la position initiale.

Supposons maintenant que 5 < 0. Alors les mémes raisonnements
que ceux que nous avons faits dans les § 3, 4, 5 du Chapitre 1 nous
montrent qu’on a le théoréme

Théoréme. Dans le cas régulier, si 3“0, la loi de probabilité
de[S{" - nM]|/5\/ ntend vers la loi réduite de Gauss (unifor-
mément par rapport a E). Tous les moments de [S{” - nM] |3V n
tendent vers les moments de la loi de (Gauss. ‘

I n’y a rien d’important a changer dans la démonstration du
théoréme du logarithme itéré et nous pouvons énoncer (5 7= 0).

Théoréme du logarithme itéré: La probabilité pour que l'on ait
pour au moins unn > N l'inégalité

IS —nM | > \V2sn(lg,n—+clgzn)

tend vers zéro avec N7, si c >%— , est égale a 1 sic= %

A T'encontre des démonstrations des théorémes ci-dessus, il y a un
peu de différence pour le cas 5 == 0 entre le cas fini et le cas qui nous
intéresse. Comme nous nous servirons des probabilités a ‘postériori,
nous allons adopter I'hypothese H (voir § 10, Chapitre 2).

Nous allons de plus supposer qui on se trouve dans le cas
positivement régulier. Alors on démontre par des raisonnements
semblables mais légerement plus compliqués que ceux du § 5, Cha-
pitre 1 que dans I'hypothése H, si 5 — 0, aprés soustraction d’une
constante M de chaque X (F), soit X (F) est presque partout nul,
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soit en dehors d’un ensemble de mesure nulle X (F) ne prend qu’une infi-
nité dénombrable de valeurs et XV 4. .. X © est bien détermine par la
connaissance de la position initiale E et de la position F a la (5 1)™
épreuve (pourvu que p*“ "V (E, F) > 0) et ne dépend pas de p. On aura pour
tout chemin fermé, c’est a dire pour toute suite d’é¢tats E, E,, E,. . En_

avec p (Eo, E)) p(E|,E;). . p (En 1, Ep) > O (sauf si E, appartient 4 un
certain ensemble de mesure nulle)

EX(E,.):O

i=0

en dehors peut-étre de chemins de E, en E, de probabilité totale nulle.

§ 3. — Cas singulier a I'intérieur d’un ensemble final

Supposons maintenant que nous avons d > 1 sous-ensembles
cycliques 1,... d. Le point mobile aura le mouvement circulaire bien
connu. Il suit des propriétés de ce mouvement comme dans le cas fini,

que la loi de probabilité de X‘g’ est asymptotiquement périodique avec

période d. la partie principale étant la loi de probabilite qui résulte de

la distribution P, (8), [, désignant le sous-ensemble cyclique dans
n

lequel se trouve le point mobile parti de E & Pinstant n. (Si E = /, alors
n =1, -l (modd)). Il suit que

M [ XY |eo { X (F) Py (d o) = ITAI,
A, n n

M XD — M, 1% e 52
E 'n lﬂ
et O [Xg"] — _N—\I/ sera majoré par le terme général d’une progression
n . .
géométrique a raison inférieure a 1.
Envisageons maintenant les S = X X{” . Si nous posons

X’ (F) = X (F) — M, si F ¢ i, alors
Sy = s X"

n
se distinguera de S‘Ff') de la quantité non-aléatoire E M{t .
t=1

(S = Y, | X (F) PV(E, d Ay)
t=1

&

_—;;“ X (F) [P (E, d fop) ~ Py (d Ao ].
=)
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Donc si n —> o

oI [S] —>fX(F)S(E,d<KsF): f X’ (F)S (E, d Aop).
w

v W
Evaluons
n n—1 n
o [SgP1% = Yo [X{"1P 42 Yo (X 3] X
t=1 t=1 Jj=t+1

Le premier terme s’écrit & une quantité bornée prés
d
RN
d =

=1

Le second s’écrit
n—1
2). | X (F)on [SU] PO (E, d fop),
t=1
w
et comme

oI [s";—”],»[ X(G)S (F,d o) = f X'(G)S (F,d foy),
w .

(YR
il sera égal & un terme borné prés a

21y | x®| J X'(G)S (F, d og) | P, (d o).
w w

i=1

Par conséquent

T

gn [S/(fl)]z ! n ___)J

X’ (F) [X’ (F) + f X(G)S(F,d A ,)]1(d J@F)zs?.
vow

w

En revenant aux X (F)
d
o — % ?:: f XFE—M)[XF) 42 { X(G)S(F,d Aop)] P, (d Lfop)
=t 7 < W

Nous avons

n

e[S ] = Tor [x¢] = 1M, + 2w [

=1
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Or 9 [S{™] tend vers une limite finie si n —> oo, et

d

M, :df X(F)N (d fo ) =d M

i=1

d’ot1

o [SP] | n — f X (F) 11 (d fop)

et

om [SP] — n ’- X (F) 11 (d Aop)
1 4 W
est bornée et asymptotiquement périodique. Maintenant

M [SP — oM [S || = o [SVF — { o [S™ 1
Donc
m[SP — o [SPIP| n - o
et cette limite est aussi la limite de

o (S — n M) [ n

On voit sans peine que la différence entre O% [SE — or [ST]? et
n o% est bornée et asymptotiquement périodique.

Les raisonnements du § 7, Chapitre 1, qui s’appliquent sans change-
ment montrent que les théorémes démontrés sur les S dans le cas
régulier s’étendent au cas actuel.

Remarquons que si 5 = 0, méme si I'on n’a pas I'hypothése
S(") — n M restera borné en dehors de cas de probabilité arbitrai-

rement petite dans le sens de la loi forte des grands nombres.

§ 4. — Le cas singulier général

Supposons maintenant que nous ayons plusieurs ensembles finals
G,,- -- G, avec les probabilites Pr |E,G,] de passer dans I'ensemble

final G,.

Soient M, et =, les limites de 9 [SE"] /n et o S o [SL])}?/n
calculées sous 'hypothése que E = G,. On voit sans difficulté, exacte-
ment comme dans le cas fini, que la loi de probabilite de S(E") | n tend’
vers la loi discontinue prenant avec probabilité Pr [E, G ] les valeurs M .
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Les moments de S / n tendront vers les moments de la loi limite.
En particulier M (E), limite de 9 [SU]/ n sera égale a

M(E)= X Pr(E.G, M,

ce qui pourra encore s’écrire, vu la valeur de 1 (E, )

M(E) = { X (F) 1l (E, d Sop)

- W

mais cette derniére formule n’est pas trés instructive. De méme
m[SP/n - ME] > Z/:Pr [E. G,] [M,— M (E)}2 = W2 (E)

Nous avons des expressions analogues pour les autres moments.
Supposons maintenant que les M, (au moins les M, avec Pr [E, G,] >0)

soient toutes égalesa M. Alors la loi de probabilité totales de
[SY - nM] [V n tendra vers

X X2
) 1 Tz m IX|+X
§a: Pr[E, G,] —\/—Z:Maf e 2 dx—l—; PriE.G,| S0t

la premiere somme étant étendue a ceux des ensemble finals avec ,>>0,
la seconde aux autres.

Les moments de [SY” —nM]/\/n tendront vers les moments de la
loi ci-dessus.

Dans le premier cas (loi discontinue avec plusieurs valeurs possibles)
ni la loi des grands nombres, ni a fortiori la loi forte des grands nombres
ne sera applicable. Dans le second cas par contre, en dehors de la
loi des grands nombres dans le sens Bernouiliien, la loi forte sera appli-
cable sous la forme suivante: si 5 est le plus grand des 3, avec
Pr|(E, G, >0, et530, alors la probabilit¢ pour qu’on ait pour au
moins un n > N

| S — nM | >V'25%n(lg,n+clgs n)

, 1 . 3 o =
tend vers zéro avec < sic > —. Si 3 est nul, alors les S — nM resteront
N 2 E

bornées en dehors de cas de probabilité nulle, la loi forte des grands
nombres sera donc encore applicable.

S’il n'y a qu'un seul ensemble final, {Sg')—nM}/x V'n, 570
tendra vers la loi de Gauss réduite et en dehors de cas banaux (plu-
sieurs ensembles finals avec le méme M et 5 ) ce sera le seul cas ou la
loi de Gauss a lieu.
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Dans le cas général on monire sans peine que

o [S8] =n ) PriE, G,‘]Ma—i—f X (F) S (E, d Sop) +
a w

f X(F)4"™ (E, d ;) + 0
w

et que le carré de I'écart-type peut s’ecrire sous la forme

o [SY — n ME) = 2 W(E)+ n 2L Pr[E, G,] 2

~2nf W2 (F) S (E, d Ao)
w

+2 J [X (F)--- M(F)]|[M(F) — M(E)[S(E, d o)+ (E, d fo)]+R’(n)
w

R’ (n) étant borné.

§ 5. — Application au mouvement: fréquences

Nous allons étudier ici les sommes S(é') lorsque les X (F) sont =1
si Fe&,=0si Fe & Ces variables aléatoires ne sont rien autre que le
nombre de fois que le point mobile passe dans n épreuves a partir de E
dans 8. Nous les désignons par m™ (E, &).

Supposons d’abord que E = G,. Alors si 8 =0, le point mobile
ne passera qu'avec probabilité nulle dans &: m™ (E, &) = 0 avec
probabilité 1.

Si & << G,, nous pouvons supposer que & appartient a un [/ ()
déterminé, et soit de mesure positive. Alors

/2

P (@
O [m" (E, 8)] | n—=> 11 (&) = J(_()i_(i) -0

Calculons maintenant

lim 9% (m®™ (E,8)—n N(8)P/n=12

n—> o

Les M, ,,de la formule du § 3 sont toutes nulles en dehors de M,,),
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et en tenant compte des valeurs de X (F), on trouve en vertu d’une
relation signalée au § 7, Chapitre 2:

P[(a) @ _Pl(a) (@)J—f—Zf S(F, 8) Pl(a) (d Aop)
’32 = &
d (=)

®WE, 8 -—nll(8
SisZ O,m ( s)ﬁ ( )suivra a la limite une loi de Gauss

réduite.

Sis—0, m™E, 8) - n11(8) restera borné. Dans tous les deux
cas le nombre de realisations suivra la loi uniforme des grands
nombres, dans le premier le théoreme du logarithme itéré.

SIEeW —XG, et § <W — XG,, 'ensemble & ne sera touché
par le point mobile qu'un nombre fini de fois, dont I’espérance mathé-
matique est S(E, 8). SiE: W — £G, et 8 << G, alors

ox [ &, &)] 10— P [E, G106

La loi de probabilité de m™ (E, 8)/n tendra vers la loi discontinue
prenant avec probabilité Pr [E, G ]la valeur |1, (&) et avec probabilité

1—Pr[E, G,] la valeur zéro.



CHAPITRE 4
LES MOUVEMENTS SUIVANT L’EQUATION DE SMOLUCHOVSKI
§ 1. — Les probabilités

Position du probléme. Nous avons envisagé jusqu a maintenant
seulement des cas ou I'on n’avait qu’'une suite discrete d’épreuves. On
répérait la position du systéme ou du point mobile périodiquement aprés
des intervalles de temps constants. Nous allons maintenant supposer
qu’on controle constamment le mouvement du point mobile et qu’il
existe une probabilité bien déterminée pour que le point mobile partide
E se trouve apres un intervalle de temps t dans un sous-ensemble & de
W, cette probabilité P (E, &, t) sera toujours supposée indé¢pendante de
I'instant de temps initial et de tout ce que nous savons ou ne savons pas
du mouvement du point mobile antérieur & cet instant initial. Nous ferons
la méme hypothése de mesurabilit¢ et nos hypothéses sur W ne se
distinguerons pas de nos hypotheses dans le § 1 Chapitre 2. En outre
nous ferons sur les P (E, &, t) les deux hypotheses.

I. IIs existent trois nombres positifs T, a, « tels qu'on ait quel
que soit E '

PEET)<1—a si mes (8) < a

II. P (E, &, t) est continue si ¢ > T, par rapport a ¢.
Cette fonction P (E, &, t) satisfera aux équations

1>P(E 8 =0
P(E,W,¢)=1

(¢)) P(E,é;,t—{—-r):fP(F,é’),t)P(E,dz/(oF,r)

Elle sera en outre complétement additive par rapport a &. De
I'hypothése I et de (1) résulte que

PE&H<1—a simes (8) < aett >T,.

Nous allons étudier le mouvement sous les hypothéses ci-dessus.

%
-,
g
-
2
2
)
2
)
-
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Remarques historiques. L’équation (1) s’appelle équation de
SmorucHovsky. Elle a été considérée pour la premiére fois par ce phy-
sicien dans la théorie de la diffusion. Dans 'hypothése d’une densité de
probabilité p (E, F, t), elle s’écrit comme suit

(1) p(EF, t 47) :f pE G t)p (G F,)dG
w

1=f p(E,G,)dG.
w

M. B. Hostinsky a démontré que si p (E, G, f) est continue, bornée
et positive alors lim p (E, G, t) existe et est indépendante de E. MM.

t —=>

KryLorF et BogoLiouBoFF ont étudié aussi I'équation (17) sous I’hypothése
que p (E, G, t), soit continue par rapport aux trois variables et bornée
pourt > 0. En se fondant sur des théoremes de M. FrecHer ils ont obtenu
des résultats qui en tenant compte de nos résultats et de nos notations
peuvent étre résumés en disant qu’a 'intérieur des ensembles finals on
est pour les p (E, G, ¢) dans le cas régulier. (Au lieu d’ensembles finals
MM. Kryrorr et Bogcoriousorr parlent d’ensembles ergodiques). Ce
résultat sera étendu dans ce § dans nos hypotheses.

Etude des propriétés asymptotiques des P (E, &, t).

EnvisageonslesP (E, §, n s) en fonctionde ns. P (E, &, n s) satisfait
aux conditions du § 1 du Chapitre 1l et est par conséquent asymptoti-
quement périodique avec une période D  qui d’aprés les résultats du
Chapitre II est bornée quel que soit s. De I’équation (1) résulte alors en
prenant t = n s, s fixe, que P (E, &, #) est asymptotiquement périodique
avec la période s D_.

2) P(E,6,t+sD,n) -P(E&t) >0 sit—>co
uniformément par rapport a E, &, t et n. Or nous pouvons prendre s arbi-
trairement petit, P (E, 8, f) admet donc des périodes asymptotiques

arbitrairement petites. Si nous prenons s — Lm(m =1,2,...), on vé-

rifie sans peine que (2) a lieu aussi uniformément par rapport a m. lis’en
suit que-quelque petit que soit le nombre : >0 — on a 2 nombres

’

7, (0 < < " < 1) tels que

P(E,&,t+ <) > lim supP (E, &, f)—e
t—>cw

P(E, 8, t++) < lim inf P(E, §,t) +¢
t—> o
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oit 0 <e<<Ke *(Ketx >0 indépendants de z). En vertu de la conti-
nuité pour t > T, il en résulte que P (E, &, t) tend vers une limite.
P (E, &,t) = Pr[E, 8]
Il n’existe pas de sous-ensembles cycliques.

Soient G, ... G, .. G, les ensembles finals pour P (E, &, n),

Pr[E, G,]la limite de P (E, G',L n).Pr(E, 8] étant la limite de P (E, 8, n).
pour n — < est de la forme

PriE, 8= Y. PrlE,G,]P,(&).

Désignons par G, I'ensemble des points E ou Pr [E, G;] =1.G,
qui comprend G, constitue une sorte de fermeture (non topologique)
de G;, nous l'appellerons ensemble final pour P (E, &, ). A Tintérieur
de G, P (E, 6, t) tend vers une limite P, (&) indépendante de E (= G,).
Mais cette limite est nulle si 8 << G, G|, qui peut étre de m esure non
nulle. , )

Pr(E,G,] étant la limite de P (E, G, t) satisfait a 'équation

Pr(E,G,] = { Pr[F,G,)P(E, d A, ).

vow

Comme Pr[F,G, ) << 1si FgQ,, il résulte qu'on a

P(E,W—G,)=0  siEcG,

On a visiblement Pr [E,G,]1 = Pr[E,G, ]. on peut donc aussi
écrire

Pr(E,8]1=XPr([EG,|P,(8)

ou P, (&) est complétement additive, > 0, mais n’est plus nécessaire-
ment > O pour tout ensemble << G, de mesure positive. [Si P(E, &, 1)
est continue pour ¢ >0, ou peut définir les ensembles finals G: d’une
facon identique au Chapitre 1l et dans ce cas on a P, (&) = O pour tout
ensemble << G, de mesure positive].

La fonction d’emsemble P, (&) limite de P (E, &,¢) si E<G, sera
donnée comme on voit sans dificulté par le systeme

l P,,,(<‘3):f P (F. & t)P, (d Aor)
o G

“

P,(G,) =1

ou t est quelconque. La solution P, (8) de ce systéme est unique, comme
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on voit par la démonstration que nous avons employée dans le cas
d’une suite discrete d’épreuves.
Les Pr [E, G, ] satisferont comme nous savons a

Pr[E, G,] :f Pr[F,G,]P (E, d Ay, t)
w

et seront déterminées par les conditions évidentes
PrlE,G,]=1 si E = G,
Pr(E,G,]=0 siE« G, (B a).

L’unicité se démontre comme dans le cas fini.

Nous voyons que le mouvement régi par I'équation de Smoru-
cHowsk! sous nos hypothéses se distingue du mouvement dans le cas
d’une suite discréte d’épreuves avec les hypotheses du § 1 Chapitre 2
par la non-existence de sous-ensembles cycliques et du mouvement
circulaire entre ces sous-ensembles. Ceci est ¢évidemment da a I’hypo-
thése de continuité des probabilités par rapport au temps. 1l résulte que
si nous considérons une distribution P (E, &) quelconque, ¢lle ne pourra
en général étre interprétée comme obtenue comme section d'une solu-
tion P (E, &, #) continue de ’équation de SmoLucHowski pour ¢ constant.
Il faudra pour cela plusieurs conditions dont nous venons de trouver
une assez importante mais non suffisante. Nous nous proposons de
revenir plus tard sur cette question.

De I'équation (1) et de P (E, &, t) = Pr |E, &] exponentiellement
par rapport a ¢, normalement par rapport a E et &, résulte que

'P(E,8,t)—Pr(E&8]| <Ke %
avec A > 0.

Nous avons suppose jusqu’ici que P (E, &, t) soit continue en ¢
pour ¢t > T, supposons maintenant que P (E, &, f) soit aussi intégrable
en ¢ pour f > 0!4). Alors l'intégrale suivante existe

S (E, 8) :f (P(E, 8, t) —Pr[E,8]}dt
0

et sera bornée quel que soient E et &. On aura

S (E, W) = 0.
Si nous posons
t
n(E 8 1H=+ {P(E,@,t)dt
v o
N(E &8¢t >0 (E 8 =Pr(E 8 sit->o
et lim (11 (E, 81— N(E, 8= (E, 8.
— >

14) Cette hypothese sera conservée dans ce qui suit.
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Dans le ,cas du battage des cartes généralisé“ c’est a dire si ’on
a pour au moins un et alors pour tout ¢

{ P (E, &, t) d E = mes (8)
v W
mes (& G,)

alors mes(W —XG,)=10 et P, (8) = “mes (G,) -

§ 2. — Les variables aléatoires attachées au mouvement.
Introduction

Supposons qu’on se donne de nouveau une fonction de points x(E)
bornée et mesurable sur W. Alors considérons une variable aléatoire
égale a x (E) si a l'instant ¢ le point mobile parti de F se trouve en E.
Désignons par T, (f) la position aléatoire du point mobile parti de F
(a linstant 0) a linstant f. Nous avons donc a étudier d’abord les
fonctionnelles x [T (f)] et aprés les fonctionnelles

f X [Tq ()] dt
0

qui généralisent ici les S{. Les auteurs qui s’occupaient jusqu’a main-
tenant de telles intégrales n’avaient en général pas pensé nécessaire de
démontrer 'existence de ces intégrales sous leurs hypotheses.

Nous croyons pour notre part indispensable de montrer cette exis-
tence, avant de faire d’autres enoncés sur les propriétés asymptotiques
de cette expression. Nous serons obliges pour montrer que x [T (#)] est
Riemann-intégrable de faire des hypothéses assez restrictives sur x(E)
et d’ajouter encore une hypothése supplémentaire pour les P(E, &, t).

Nous supposerons donc :

1. Que x (E) soit uniformément continu dans le domaine W.

2. Si S.(p) désigne une hypersphére de rayon  autour de E,

alors quel que soit p, uniformément par rapport a E
P(E, S; (1), t) —>1 si t —=0.

Nous allons commencer par démontrer que x[Tg (f)] vérifie pour
chaque f une méme condition locale de HoLpER généralisée (en dehors de
cas de probabilté nulle). En termes précis:

Lemme. Pour chaque t déterminé et quel que soit F,il y a uné
tel que pour tout < (0 = = <2%) on ait

x[Te+9)1 x(Te (O] <2()

o (x) étant une fonction positive, décroissante si ©—>0, avec
9(t)—> 0, en dehors de cas de probabilité < =(3)—>0, sié—>0.
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Nous utilisons dans I'’énoncé ci-dessus la notion de probabilité
pour qu’une fonction aléatoire satisfasse a une certaine inégalité pour
toute valeur de I'argument dans un certain intervalle. Nous n’avons pas
encore défini cette probabilité, nous accepterons la définition de M.
KHINTCHINE.

Soit x une fonction aléatoire du temps ,,Soit S un ensemble arbi-

traire fini d’instants appartenant tous a 'ensemble T, <~ t <~ T, et W
la probabilité pour que | x [ == X (¢) soit satisfaite en au moins un de
ces instants. Comme probabilité pour que l'inégalité | x | = X (¢) soit
satisfaite au moins une fois dans l'intervalle T, << t << T, nous définis-
sons la borne supérieure W de W, pour tous les choix possibles du
systéme S. Si nous désignons d’autre part par W _ la probabilité pour que
pour tous les instants de S I'inégalité inverse : x < X (f) soit valable et
si nous interprétons la borne inférieure W de W comme probabilité
pour qu’on ait pour tout t de T, = t << T, cette inégalité, alors la con-
dition nécessaire W -+ W = 1 est satisfaite*.

Cette définition nous suffira amplement pour nos buts, P'usage
principal que nous ferens du lemme étant la démonstration de I'existence
de lintégrale de x [T (¢)] et dans la définition de cette intégrale de
RiemanN n’interviennent que des ensembles finis d'instants.

Ceci pose, il suffit ¢videmment de démontrer que x [T(z)]  x(F):
satisfait & une condition généralisée locale de Honper. Les positions du
point mobile étant liées en chaine simple, et la fonction x (E) étant
supposée uniformément continue, il suffira méme de démontrer que la
distance | T (r) — F | satisfait 4 une condition locale de HoLpber. Pour

ce dernier but, observons qu’il existe une suite d’instants #,>>0

L=ty o =

. “ae A . ’ ’ ’ Vi
et une suite de grandeurs positives décroissantes ¢, €p,.. .8z, 6, —> 0,
telles que la probabilité pour que

| Te(t)— F | > ¢,

soit <Z 7:—2 De plus ¢, — 0, t, >t .,

tendant vers zéro, nous pouvons trouver une autre suite décroissante de
grandeurs positives e',: (—=> 0) telles que, pour tout = (f,,, << = t)la
probabilité pour que

les intervalles de temps ¢, — -tn+l

| Telt) —Te ()| <5,
soit > —‘,]2— Considérons la suite
e,+ ¢, = ¢,. Onae, > gy > - > 0.

Soit %’ (t)1a fonction continue décroissante définie dans I'intervalle
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0, t égale a =, _, pour T =t et linéaire dans lintervalle t, _, f,. Je
dis que
Pr{ Tg(t) —-F| =% (1)} —1
o< t<t

si =—>0. Pr [A] étant la probabilit¢ pour qu'on ait A pour tout
o<t<rt

tde0<<t<r
Pour cela soit Y, la borne supérieure de | T () -F)|dans lin-
tervalle £, ., =t <t ,. Nous avons

PriY, >¢]=<2Pr{ Tq(t)—F|>¢,).
En effet, envisageons un ensemble S quelconque d’instants
t,. . tmy avec topy =t < .. . < tm<"t,.S0it Y le maximum de
| Tr () —F  pour le systéme S considéré. Nous avons évidemment

m

Pri{| Te(ta)—F | >en) 2 Pr[ Y >en] YopiPrl Te(t) —Te(t) | <cn}

i=1
ou p, désigne la probabilité pour que, pour la premiere fois dans la suite
des ' T (t;-) -~ F , on ait T¢g (t',~) — F > &, sous I'hypothése
que Y > ¢ .

OnaY ' p,=1et Pr{|Te(t)— Tet,) <>
1
2

1

2 donc

Pri| Te(ts) —F | >¢en) >—= Pr{Y$ > ea).
En prenant la borne supérieure des Pr {Y(ns) > sn} pour tous
les choix possibles de I'’ensemble fini S

Pr{Y, >z} <2Pr{|Tp(t) F' >c |

SilonayY, <<e¢,ona!T.(f) —F| <e, =% (t) dans tout
Vintervalle ¢, _ ,'t,. Pour démontrer qu'on a | Te(t) — F | =% (f) dans
tout l'intervalle 0, ¢ avec une probabilité tendant vers 1, il suffit de
montrer qu’avec probabilite 1, seulement un nombre fini des événe-

ments Y, sont réalisés, ou encore (d’apres le lemme de Cantelli) que

Z Pr{Y,~ ¢, | converge; or

o o0 } o 1
Y Priy,>e) <2 ZZP’{' TF(t")——-F|>s"}<2le—]§
n=2 n=
ce qui démontre le lemme.
Nous allons en déduire le
Théoréme. Sous nous hypothéses x [Tg (1)) est en dehors de cas

de probabilité nulle, Riemann-intégrable par rapport a t.
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Envisageons une division D de Yintervalle T,, T, par une suite
d’instants T <t <<t,<...<<t,<<T,, out, <t <t,<<.. .< tn<tn+l,
outy=T,t,, , =T, A cette division nous allons faire correspondre
la somme

n+1

MIX[T ¢, —t,_)
i=l1
Soit X (Tg (f)) la borne supérieure des valeurs de x (T (f)) dans
Vintervalle (f, _,, f)) et x[Tg ()] la borne inférieure de x | Ty (t)] dans
le méme intervalle. On a évidemment
n+l n+1 n41

E’—c | TF(ti)](ti ‘ti—r)ézx[TF(ti)](ti"' fi——l)éE x[TF(Q}(ti_1i~l)

=1 =1 =1
ou encore en deésignant les trois sommes qui interviennent dans cette

formule par J, 3, Jp
on aura B
Jp=Jp =3,

Si nous considérons des divisions succesives D, D, D,, ... chaque
division étant emboitée dans la precédente, c’est a dire la division D,

contenant tous les instants de divisions de D, _,, on a

C

p>Jp,> >Jp > . .»Jp >J, > . .>Jp

k

Les grandeurs J—Dk étant décroissantes et bornées inférieurement
et les ng étant croissantes et bornées supérieurement tendent vers des
limites J et J (dépendant a priori de notre suite de divisions).

Soit T, < ¥ — ... <t, < T,ladivision D, , %, le maximum
de t:‘ — tf;l pour la division D,. Je dis que si la suite de divisions est telle
que ?)Dk tend vers zéro, alors en dehors de cas de probabilité nulle, J.

et J sont égales. En effet envisageons la quantité positive
ng+1

Z {X [TF(tzl'( )] —X [TF(t:‘( )]} (t:'{ - t:'ll )= jDk '_;Dk>-j_—"3

i=1
Comme ’p, tend vers zéro, en vertu du lemme, la probabilité pour que
X (Tg (t',.")) >£[Tiglk)] ~>¢ tend vers zéro et est inférieure a n(r)Dk), alors

I'espérance mathématique de 3, — Jy, est
ng +1

<2M1 Gp) ¥ (¢ ) +2:(T, - T)=2(T,—T,) (1M + <),

i=1
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La probabilité pour que jDk*— ng > o tendant vers zéro avec aDk
quel que soit ® > O (théoréme de Tchebycheff) il suit que j:_J _en

dehors de cas de probabilite nulle. 1l suit que pour cette suite de divi-

sion considérée, en dehors de cas de probabilité nulle, la limite
ng+1

T N ) XITe )

existe. Si maintenant nous considérons deux suites de divisions emboi-
tées D, et D}...quelconques pour lesquelles le maximum des intervalles 3,
k

et BD'k tend vers zéro, en formant la suite D”, la division D} contenant
tous les instants de divisions de D, et de D, et en comparant les
limites de Jy, , de Jp et de jf)'/;' on voit sans peine que cette limite ne

dépend pas de la fagon dont nous faisons tendre les intervalles vers zéro.
Il en résulte que x [T (f)] est Riemann-intégrable C. g. f. d.

Dans ce qui va suivre nous allons utiliser le lemme bien connu.
Lemme. Si une variable aléatoire y, bornée tend si n -- <o vers

une autre variable aléatoire y bornée, alors quel que soit i >0
lim 9y’ |— 9N [lim y' | — oM [y,
Jlim 9y, | [tim y, ] ]

Plagons nous dans les hypothéses dans lesquelles nous avons
déemontré que

n—>0w j=1

t
lim Y x [Te ()] £ = f x[To () dt
0

[t:= % t] existe stochastiquement. L’espérance mathématique de

n t t n
3 X [Te ()] 5 est - 9% { x[Ty (£} et O [x (Tg (1))
i=1

i=1

étant une fonction continue du temps:

t
Y o x [T, ()] % . f o x [T, (f)ldt.
o

i=1

Comme les x (F) sont bornées, on en deduit en vertu du lemme

t t
o | f x[Te(0]dt]| = {Qlt{x[TE(t)]}dt,
o “o

Calculons maintenant

n 2 t 2
lim @rz{z x[T, (t)] 7’;-} — m{f xITE(t)]dt} .
n—>w 0

i=1
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On a
n 2 n 2
o { ; x [Tg @)1 % } :Z o Lx(TE(t)Fl—z+

+2 Z—%{x(T (t»Z} x [T, (t)1~}
M { x[Tg (t,.)]}2 étant bornée, le premier terme du second membre tend

1 . .
vers 0 avec rE Envisageons le second. Nous pouvons écrire

{x[T (t)[leT (t)]t}_fx(F)dt

i+1

o {Z X [Ty (1)) %}P(E,d&,:,f,-)
j=1

et

t(1—w)
): x [Ty ()] 5} > f R { x[Ty (1))} dt
0

]—.l
ot » — lim F' Nous pouvons donc écrire en désignant par A une quan-

"tité variable tendant vers 0 avec%

n—i

(G-1)
mlz‘ [T (,)’]:f O x [Tp (O d £+ A
0

J='

et

| = ")

t(l—n—i)
[x(F){f 91l[x(TF(t)]dc}P(E,d:/bF,t,)—l—
Jow 0

+ A’ f | x(F) P(E,d o, t)
w

f x(F)@K‘Zx[T ()] ’IP(E dfog, t)=
w

et

i=1

t t—1
2f d:l[ x (F) [f oM x [TF(rz)]drz}P(E,dd(oF, 7).
o Juo U,

2
@ll{z x| T ()]~ } tendra vers
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Comme on a

oM { x [Ty (O} = f x (G)P (F, d Lo, 1)

v W
il suit que
t t
%[fx[TF(t)]dtl:f fx(G)P(F,d«/bo,t)dt
‘ 0 J w o
Donc

2

(A) em{ f x [T () dt } =

1%

0
t t—1,
2f dr, f drzf x(F){ fx(G)P(F,dL/(oG,rz)}P(E,du‘(oF,-:,)
0 v 0 w ’

w

§ 3. — Propriétés asymptotiques de I'intégrale

t
f x [T (t)dt.
v o0

Supposons que nous sommes dans le cas régulier.

Alors
P (E7 {"” t) ->P ({‘;)

et

0
donc

t

oM [%f x [Tg (1)) dt} —=»f X(F)P(dfop) =M
l 0 w

et

m{f x [Tg (8] dt}— Mt — fx(F)S(E,d:/(oP).

v W

Calculons maintenant

t 2
lim —i—@tt{fx[TF(t)]dtht}.
0

t >
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Soit x* (F) = x (F) -—— M, alors en appliquant la formule (A) et
en effectuant d’abord I'intégration par rapport a =,

! 2
Lo [f X (Te(dt | =
0
2%f de fx’ (F){fx’(G)S(F,du‘(sG,t-r)}P(E,d:/bF,:).
‘ 0 ¥ W w

DeS(F,8,t —t) -> S (F,8) et de P(E, &,t) — P (8) suit sans
peine

2

lim ‘T‘m{f(x[TE(t)J_M)dt}
- f f(X(F) M)(X(G) —M) S(F, d foy) P (d fo)
WY W

:ffX(F)X(G)S(F,dszﬁ)P(cMoF)=°2-
w w

Il ne fait pas de difficulté de montrer que

%{fx[TE(t)]dt—tM}»—tcz
0

est borné et tend vers une limite dépendant en général de E.
Envisageons maintenant la loi de probabilité de

t
f x [T, (H]dt,
0

pour I'établir le plus commode est de constater que si 'on pose

1 i
X0 = f x[To (t)1dt X9 — f x [Tg ()] dt
0

< i1

SO =XO 4 . XO

la loi de probabilité de Xg’ est bien déterminée lorsqu’on connait la

position du point mobile pour t =i — 1 et la connaissance de Xg)
(j £i— 1) nous donne un renseignement moindre sur la position du
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point mobile pour f = i — 1 que la connaissance de sa position pour
t = j. Donc quel que soient E et & et quels que soient nos renseigne-

ments sur les valeurs des Xg’, I = j, la probabilité pour que le point
mobile se trouve a linstant ¢ =/ - 1 dans & difféere de P (&) d’une
quantité <~ Ke * . Ceci joint 4 'homogénité du mouvement et de
570, Xg) borné, étaient les seules propriétés du mouvement dont nous
avons eu besoin dans le Chapitre 1 pour démontrer que

n
[Z Xg) —n M] |5V ntend vers la loi de Gauss et que les

=1

n
moments de [Z Xg) —nM ] ] \/ n tendent vers les moments de la

i=1

loi de Gauss. Sin<<t<<n-1.

t
n
f X [T @®)dt—tM= Y X9 _2M4ca—1<A<1
0 =1

Il suit que:
t
Si c#Of x [Tg ()]dt —tM [s V't suit une loi de proba-
0
bilité tendant vers la loi de Gauss réduite. Les moments de

t
{fx[TE(t)]dt—tM [s\V'T
0

tendent vers les moments correspondants de la loi de Gauss.

Les évaluations des erreurs restent valables et montrent, comme
il n’y a rien & changer non plus dans la démonstration du théoréme du
logarithme itéré, que la probabilité pour qu'on ait pour un n > N

n
Y x9 an> V'o2n (g, n + clgs n)
=1

1

tend vers 0 avec —l—si c > i, est égalea 1 sic = 5 -

N

Si I'on définit la probabilité pour qu'on n’ait pour aucun ¢t > T

t
fx[TE(t)]dt—tM > V2t (g, t + c lgst)
0
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t
comme au § précédent, il suit de ce quef x [Tg()]dt —t Mnese
0

(1]
distingue que d’une quantité bornée de x [Tg(t)]dt —[t]Mqu’on
Yo
a le théoréme:
Théoréme du logarithme itéré. Si 570, quel que soit E, la pro-
babilité pour qu’on ait pour au moins un t > T linégalité

f[x[TE(t)]—M]dt
0

. . 3
tend vers zéro si ¢ > 5

> V'2:2t(lg,t +clgs i)

estégaleélsicé%.

t
Sis=0, f [X[Tg (f)]— M] dt restera bornée en dehors de cas
0

de probabilité nulle dans le courant des épreuves.
Le cas ou il y a plusieurs ensembles finals donne lieu & des lois
limites pareilles a celles du § 4 Chapitre 3.

§ 4. — La durée de séjour du point mobile
dans un ensemble

Nous avons étudié dans le cas fini et le cas continu le nombre de

répétitions a partir d’'un point E d’'un ensemble &, c’est & dire la fonction-
n

nelle du mouvement du point mobile Z X g’ ot X(Eo =1, si alai-¢me
1

épreuve a partir de E le point mobile se trouve dans & supposé mesurable
B, et 0 ailleurs. Ici le nombre de réalisations sera remplacé par la durée
de séjour. Ce serait alors la mesure de I'ensemble aléatoire des points de
Pintervalle (0, t), ou X|[Tg (f)] — 1 pourvu que cette mesure existe
[X(F)=1siFe&, = 0 si Fz8]. Nous allons nous borner d’abord
a des ensembles & particuliers, nous supposerons les & des domai-
nes fermés. Alors considérons une couche mince 3 & enveloppant
Pensemble & et définissons-y X (F) de maniere que X, (F) (-=1 dans
& =0dans W & - 4 &) soit continue et que 0 = X, (F) = 1. Alors
nous savons que 'intégrale Riemannienne
t

X, [Te ) dt
<0
existe dans le sens stochastique aussi mince que soit & &.
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t
& étant fermé, nous pouvons rendre { P(E,¢ &, t) dt arbitraire-

“ 0

n
. ti\ t
t 86, —| = i
ment petite, donc ; P(E,o{’, n) P < & si n > N. Dans

5 i)

i=1

I'espérance mathématique de la contribution de 3 & est

n 1 N t_
< ; —E—P(E,oé;,—n'—)<s.

. 1 4
Il suit que la contribution de % & pour l’intégralef Xs(Tg@))dt
0

a une espérance mathématique <<e. Cette contribution étant positive et

t
e pouvant étre rendu arbitrairement petit, l’intégralef Xy (Tg(®))dt
0

t
converge si 8 & —> 0 vers une limite [ X[Tg (f)1dt avec proba-
0

bilité 1. Cette limite sera par définition la durée de séjour dans &, dans
(0, t), du point mobile parti de E. Nous nommerons cette durée de séjour
aléatoire D] (E, &).

Si O est le complémentaire par rapport a W d’un domaine fermé,
soit &, alors par définition la durée de séjour dans O sera f Df) (E, &).

On étend facilement cette définition a des ensembles plus généraux.
Prenons un ensemble & de ceux pour lesquels nous avons défini

la durée de séjour. En appliquant le lemme du § 2 on montre sans peine

que les formules sur 'écart-type et I'espérance mathématique de l'inté-

t
grale f X |Tg (f)]1d t restent valables encore dans notre cas.
0

t t t
@Yz[fX[TE(t)]dt]:f@n{X[TE(t)]]dt:f P & 1)dl
0 [4] 0

t
1
+ o [fo X[TE(I)]dt]—>_Pr[E,&].
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Supposons que & < G,, E< G, alors Pr [E, 8] = P, (8):

t
%911 [f X[TE(t)]dIJ -> P,(8).
0

L’écart-type de
t

1 )
v_?f [X[Tg(H1—P,(B)]dt
0

tend vers une limite s avec

szzzf f X (F) X (G)S (F, d o) P, (d o).
Ga Ga

Donc

oz:zf S (F, & P, (doy)
Je

formule d’une simplicité remarquable. Si 5320 il résultera du § pré-
cédent que

Dj (E, 8) - t P (8)
VT

suit une loi tendant vers la loi de Gauss réduite, et la probabilité pour
qu’on ait pour au moinsunt > T

|D{(E, 8)—tP,(8)| > V271 (lg; I = Iga?)

tendra vers zéro avec 15 > 3 sera = 1 si 1< 1.

T 2’ 2
Dans le cas s = 0, | D(', (E, 8) - tP_(8) | reste<< kdans le cou-

rant des épreuves en dehors de cas de probabilité tendant vers Oavec k™"
et la loi forte des grands nombres sera a fortiori satisfaite.

Il en résulte qu’a I'intérieur d’'un ensemble final la durée relative de
séjour dans un ensemble tend uniformément presque-siirement vers

P,(6).

Supposons maintenant que nous n’avons qu’un seul ensemble final.
(Cas régulier). Alors les formules que nous avons données ci-dessus res-
tent vraies quel que soit E. Seulement P (&) est nulle si & est extérieur a
I'ensemble final, il en est de méme de 5.
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Dans le cas général: si E= G, et & quelconque, la durée de séjour
se réduit sauf dans des cas de probabilité nulle a la durée de séjour dans
8 G,, elle est donc nulle si & G, = 0 et nous avons regardé¢ plus haut le
cas ou 8 G, 0.

Si E se trouve a Pextérieur d'un ensemble final, alors le point mo-
bile ne reste dans W -— X G, qu’un temps fini en dehors de cas de pro-
babilité nulle. La durée de séjour dans un ensemble & extérieur aux ensem-
blesfinals est finie avec probabilité 1 et son espérance mathématique est
S(E, &). Si & fait partie de G,, alors le point mobile passe avec proba-
bilit¢ Pr |E,G,] dans G, et sa durée relative de séjour dans & y tend
presque-siirement vers P, (&), ou il passe dans G, (37 ) et alors I'en-
semble & n’est atteint que dans des cas de probabilité nulle.

Remarquons que si 'on admet que les P (E, &, ¢), satisfaisant aux
conditions du § 1 et du § 2, sont des fonctions d’ensemble absolument
continues, alors on peut définir une durée de séjour dans tout ensemble
mes (L). Ces durées de séjour étant définies on peut déduire, si X (F) est
bornée et mesurable (L), que x [Ty (¢)] est Lebesgue-intégrable en dehors
de cas de probabilité nulle.
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