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PREMIÈRE THÈSE

MÉTHODES HT PROBLEMES

DES

GÉOMÉTRIES DIFFÉRENTIELLES
EUCLIDIKNNE ET CONFORME

INTRODUCTION.

Ce travail comprend trois grands Chapitres, eux-mêmes partagés eu
sous-Chapitres; une division en paragraphes numérotés se poursuit d'un
bouta l'autre du Mémoire. iNous donnons après celle Introduction une
liste des Ouvrages les plus fréquemment consultés et des abréviations
par lesquelles nous les désignons dans les références; une Fable des
matières suit le dernier Chapitre.

L'objet du Mémoire est l'application à l'étude des géométries diffé-
rentielles euclidienne el conforme (Tune méthode de calcul géométrique,
et la comparaison des résultats ainsi obtenus el exposés avec ceux qu'ont
atteints des méthodes voisines.

Les principes du calcul géométrique sont dus à Möhiiis, llamilton et
surtout Crassmaim; l'œuvre entreprise a été continuée, après Gibbs,
par différentes écoles avec des méthodes parfois légèrement divergentes :
on peut signaler l'école italienne (Peano, Burali-Forti, Mareolongo,
Boggio, etc.), et l'école allemande (Crassmann d. ,L, Mehmke,
Muller, etc.); le développement des méthodes symboliques voisines qui
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ont uboiiii à l'établissement du calcul tensorïel a ramené l'allcntion sur
les» procédas do calcul plus géométriques, et une fusion des moyens mis
eu triivre est en train de s\>pérer. Cm» école hollandaise ( Schouten,
Struik, Hla\al\) a mis au point les procédés de calcul géométrique et
établi leurs relations a\ec les méthodes du calcul dillercntiel absolu;
d'intéressants résultais ont été ainsi obtenus concernant les géométrie*
différentielles de di\ers espaces.

D'autres procédés de calcul, basés sur les formes de Pfallet la dille-
rentiation extérieure, développées par M. E. Cartan, ont également
permis à cet auteur d'édifier des théories d'une grande importance; en
les utilisant dans ce Mémoire, nous a\ons eu en \ue de situer les unes
par rapport aux autres ces diverses méthodes, voisines aussi de celles
de la géométrie intrinsèque de Cesàro, et en quelque sorte île les
regrouper, (lette comparaison a nécessité des calculs largement détaillés,
sou\ent donnés avec, plusieurs notations; l'exposé s'en lrou\nul alourdi,
comme aussi par la nécessité de concilier des notations assez dilférenles,
lâche parfois délicate, nous profiterons de cette Introduction pour dégager
les grandes lignes et les résultats de notre travail.

1. Le Chapitre I constitue d'abord un alphabet et une esquisse du
calcul géométrique, et non seulement du calcul vectoriel; car si
celui-ci, après une longue attente en Trance, est maintenant générale-
ment accepté, il n'est qu'une partie de méthodes plus complètes.
L'exposé que nous donnons s'apparente à ceux de MM. Schouten et
Struik d'une pari, Hurali-l'orti et Boggio d'autre part, et nous avons
essayé d'adapter les notations multiples qui traduisent les mêmes objets
ou les mêmes opérations sous des formes diverses. Notre exposé est
cependant limite aux notions qui .seront utiles dans les Chapitres sui-
vants .

En partant d'un espace projectif à n -H i unités de base, ou points,
dont les objets sont soumis au\ homographies d'un groupe fonda-
mental Vip, nous indiquons d'abord comment apparaît la dualité dans un
tel espace; celte dualité joue un rôle plus important quand on substitue
au groupe projectif général son sous-groupe unimodulaire, ce que nous
faisons dans la suite.

Nous donnons alors» les expressions des tenseurs ou noyaux géomé-
triques et indiquons comment se traduisent les opérations simples aux-
quelles on les soumet ; les tenseurs attachés aux transformations linéaires
sont l'objet de développements particuliers.

Vient ensuite l'élude de l'espace métrique avec une polarité fonda-
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mentale, la substitution des éléments contrevariants aux éléments cova-
riants, sur laquelle nous faisons les réserves nécessaires.

Vvec l'espace nffin et la métrique vectorielle nous atteignons l'espace
euclidien et indiquons le» opérations qui leur sont propres.

Dans l'exposé de la diUérentialion el de la dérivation des formes géo-
métriques, nous faisons une large place aux opérations alternées et
montrons leur relation simple avec la dillerenlialion extérieure utilisée
par M. Carlan: à côté des symboles de dîffércnlialion viennent aussi
ceux des transformations infinitésimales et l'opération de la parenthèse.

Plusieurs paragraphes sont alors consacrés à la géométrie vectorielle
du plan, aux décompositions des homographies dans ce domaine, aux
formes différentielles et dérixées et aux parties [mariantes de ces expres-
sions; le rôle des vecteurs unitaires qui servent de hase aux repères est
mis en évidence.

11. Dans le Chapitre II, nous nous limitons à l'espace euclidien à trois
dimensions et étudions le* déplacements d'un repère constitué à partir
d'un point origine, de niasse un, de trois vecteurs unitaires deux à
deux rectangulaires, un espace euclidien étant attaché à ce repère. Nous
utilisons le groupe (i,. de l'espace euclidien pour arriver aux notions
de structure et courbure.

Une amputation de la géométrie euclidienne peul alors être réalisée,
les opérations de celte géométrie étant traduites par des opérations vec-
torielles : nous retombons ainsi dans un domaine familier, mais ici
encore la simplification apportée peut faire disparaître certains aspects
utiles des éléments géométriques ou des opérations.

Si nous reprenons ensuite des exposés bien connus de la géométrie
des courbes et surfaces, c'est d'abord pour fixer avec précision nos
notations, pour permettre ensuite la comparaison avec la géométrie
conforme qui sera étudiée suivant le même plan. En géométrie différen-
tielle, nos notations j>ont assez \oisines de celles de MM. Schouten et
Struik pour permettre l'interprétation des formules dans le langage du
calcul tensoriel ; nous restons d'autre part en relations constantes avec
les notations de M. Carlan, ce qui permet de juger l'aide qu'une des
méthodes peut procurer à l'autre, ou recevoir de celle-ci. Si l'on déve-
loppe les calculs îles formes et différentielles extérieures, ou des noyaux
dérivés, à partir des éléments du repère, ou retrouve les formules très
géométriques du calcul de M. Cesàro.

C'est surtout aux éléments superficiels que nous nous sommes inté-
ressé dans la géométrie des surfaces; cette nouvelle amputation permet



d'utiliser certaines notions simples données au Chapitre 1 pour le plan
euclidien; elle nous fait négliger aussi des propriétés géométriques
intéressantes.

La méthode de calcul géométrique qui1 nous exposons s'est, pendant
ce temps, peu à peu débarrassée des préoccupations de repère, el des
notations très générales permettent un calcul rapide sur des expressions
faciles à interpréter; citons en exemple les formules

(76) '/,<!> - </M* ; (j x )

(76') Y,* _ Yw«l> (.1 x<r>Vt

(99) ('/,*);- ( ^ x ^ - - K . A S ^

(98) V,* 1 - k ( . 7 x * ) .

Nous pensons avoir ajouté quelques développements à l'élude des
courbes tracées sur une surface; si certains problèmes ne sont que
posés, leurs solutions qu'esquissées, nou* a\ons au moins ramené ces
problèmes de géométrie dilVérentielle à des problèmes de la théorie des
formes algébriques : celte algébrisation était un des buts que, se pro-
posaient les fondateurs du Calcul différentiel absolu dans leur célèbre
Mémoire de njoo.

Les problèmes suivants (§§ il{-.*>8 ) sont plus» nouveaux ou ont été
moins étudiés auparavant. Entre la géométrie d'une ligne ou d'un fais-
ceau de lignes sur une surface, el la géométrie de la surface, se place
un intermédiaire d'une grande importance : la géométrie des réseaux
angulaires de lignes (faisceaux de eongruences). à laquelle» se rattache
naturellement la théorie du déplacement parallèle. Le rôle des vecteurs
unitaires est à nou\eau précisé, et les calculs sont développés, qui per-
mettent de déduire d'un réseau angulaire; des familles d'autres réseaux
en relations étroites avec le précèdent : opération analogue à une
dérivation qui fait passer d'un réseau dirigeant à une suite de réseaux
dirigés, assemblages de réseaux jouissant de propriétés remarquables.

On peut ainsi espérer, si l'on commence l'étude d'une surface rap-
portée à un ^sterne de lignes coordonnée*, passer du système de repère
attaché à ces lignes à d'autres systèmes plus favorables. Nous avons
insisté sur l'importance des réseaux associés, directement associés,
incidents. Quelque* réseaux particuliers sont aussi étudiés, réseaux à
géodesiques et réseaux isothermes, réseaux déficients. Nous pensons
a\oir apporté là des développements utiles.

III. Le Chapitre III aborde l'étude de l'espace conforme déduit
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de l'espace euclidien usuel par les transformations composées d'un
nombre pair d'inversions. Quelques pages d'introduction (§§ ÎKM50)
permettent l'adaptation des notations anv éléments de l'espace con-
forme, iappellent les groupements remarquables d'éléments. La théoiie
du repère mobile est ensuite reprist», avec les repères cl les méthodes de
M. Car tan.

L'étude des courbes de l'espace conforme mène à la particularisation
du repère ('particularisalion naturelle) qui semble le mieux convenir au
cas général; les invariants sont formés et interprétés, la position des
éléments comitanls est précisée: la comparaison avec la géométrie,
euclidienne est possible à chaque instant.

Dans l'étude des surfaces comme dans celle des courbes, nous nous
bornons aux connexions induites, introduites par M. Cartan pour ces
\iiriétés plongées dans l'espace conforme. \ ces connexions sont
attachées des particiilarisations fondamentales: pour les surfaces aussi;
nous allons au delà d'une telle particularisation pour arriver à un repère
«impie, fourni par la partieularisalion canonique. Mors que la particu-
larisation fondamentale reposait sur la sphère harmonique H, la parti-
eularisalion canonique fixe un pôle de repère W, eomilanl au point M
qui décrit la surface et est l'origine du repère. Des propriétés de la
sphère H et du pôle W sont indiquées, comme aussi la signification de
l'élément linéaire (ou angulaire) dm- alors choisi pour la surface.

Les relations avec la géométrie euclidienne des éléments ou invariants
mis en évidence dans la géométrie conforme ont d'abord été établies, de
sorte qu'il est toujours pjssible dans la suite de faire les calculs ou
d'interpréter les résultais as ce les notations de lu géométrie euclidienne.
Vlais le choi\ définitif du repère permet aussi de traiter les calculs en
géométrie conforme par des procédés calqués sur ceux de la géométrie
euclidienne; c'est ce que nous appelons la géométrie canonique réduite.

[•il nouveau pas est fait avec l'étude des courbes tracées sur les sur-
faces; il j a lieu de noter ici un changement de connexion, la géométrie
sur une courbe n'étant pas la même si l'on plonge celle courbe directe-
ment dans l'espace conforme, ou si elle est tracée sur une surface de cet
espace : au cercle oscillateur de la courbe se substitue le cercle harmo-
nique, qui en est l'image MI1' la sphère harmonique. Une famille de
courbes d'une grande importance, celle des cercles induits de M. Cartan,
est alors mise en évidence, pour le rôle qu'elle joue \ is-à-vis de la parti-
cularisation fondamentale et de la connexion induite, ou encore du ten-
seur de courbure correspondant.

Les calculs ajam été pousses jusqu'à permettre le raccordement des
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invariants propres des courbes avec les invariants qu'elles possèdent sur
les surfaces, nous pensons que la géométrie des lignes en géométrie
conforme est amenée à un point équivalent à celui atteint en géométrie
euclidienne; mais les formules sonl naturellement plus compliquées, et
le besoin d'expressions analytiques appropriées aux changements de
variable géométrique ê fait sentir.

La notion de réseau angulaire de lignes subsiste en géométrie con-
forme, mais sans doute laudra-t-il y ajouter un groupement nouveau,
celui des coniplrwes harmoniques, que nous avons essa>é de définir. 11
y a là un vaste rlinmp d'études, avec des représentations intéressantes
sur la splièrs H, qui reste ouvert.

Les problèmes de contact et d'applicabilité des surfaces mettent en
évidence, à coté de la forme quadratique o(

o
2) des as\ mplotiques con-

formes, une forme cubique c/ft
M : ces formes inter\iennent pour la déter-

mination des surfaces conformes. Certaines familles de surfaces, les sur-
facesisothermiquesen particulier, appelleront encorede nouvelles études.

Nous sommes reslé élémentaire en n'abordant pas la théorie des
groupes d'holonomie, mais nous avons montré, dans une Note placée
après le Chapitre 111, les liens qui existent entre la théorie des réseaux
angulaires et celle des changements de connexion euclidienne des
surfaces.

Qu'on nous permette de conclure : il semble que «le l'élude compa-
rative des différentes méthodes se dégage l'impression que la théorie des
expressions et différentielles extérieures peul être étendue, avec des
notations empruntées au calcul différentiel absolu ou au calcul géomé-
trique, à des produits moins restrictifs, de façon à joindre aux formes de
Pfairies formes de \[onge et les expressions multilinéaires de différen-
tielles. La régularité de ces méthodes, où les éléments orthogonaux à un
élément géométrique viennent constamment compléter celui-ci, est par
ailleurs un guide précieux pour les autres procédés de calcul.

Enfin, comme nous en exprimons l'espoir, on peut escompter que des
géomélries englobant celles de l'espace euclidien et de l'espace conforme,
tout en s'appujant sur les résultats acquis dans ces disciplines, leur
ouvriront de nouvelles voies et éclaireront en retour les procédés mis en
œuvre.

En terminant, nous tenons à exprimer à M. E. Carlan l'hommage de
notre gratitude pour les conseils et les encouragements que nous en
avons reçus; nous sommes heureux aussi d'avoir pu utilisera diverses
reprises les travaux de G. Demartres, l'un de nos regrettés professeurs.
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CHAPITRE I.
NOTIONS DE CALCUL GÉOMÉTRIQUE.

1. — Les éléments de l'espace projectif Ell+, ;
les groupes fondamentaux G,, et G,l/;.

(. Considérons l'espace projectif (//-H i)-aire E,,+l, à groupe fonda-
mental G;,, comme engendré par l'élément primitif point : n -\- i points
de base e/, ou unités du premier ordre, choisis arbitrairement, forment
un système de référence, ou repère. Par rapport à un lel repère, tout
point p a « + i coordonnées homogènes xl

p I . r ' e , ( / o , i , -}., . . . , / / ) ,

les valeurs proportionnelles des coordonnées suffisant d'ailleurs à fixer la
position du point, de sorte que le point

Àp - lÀ.r'e/

ne diffère du premier que par le facteur numérique A.
Les produits extérieurs d'ordre q des points de base, dont le nombre

est celui des combinaisons sans répétition de n -+-1 objets q à y, consti-
tuent les unités extérieures d'ordre q attachées au mémo repère ; une
forme extérieure d'ordre q est une combinaison linéaire de ces unités ;
en particulier, le produit extérieur de q points

[p,p2...p,/l (?</# \)

constitue un espace projectif y-aire inclus dans E / lH, dont les coor-
données par rapport, au repère choisi sont les déterminants d'ordre q
déduits du tableau des coordonnées des q points

Toute forme extérieure d'ordre n + 1 se réduit à un seul terme, donc est
multiple de l'unité d'ordre n

Une telle forme est une quantité scalaire.
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2. La dualité dans l'espace projectif E,,+ , résulte pour l'instant de la
correspondance qu'on peut établir entre les unités d'ordre </el m - i — gs
puis entre les formes de ces ordres ayant mêmes coordonnées ; en parti-
culier on peut envisager l'espace EIIM au point de vue tangentiel en le
considérant comme engendré parles produits extérieurs d'ordre /i, con-
çus maintenant comme éléments primitifs. La multiplication extérieure
«le ces éléments est alors dite régressive, alors qu'elle était progressive
dans le premier cas.

(lette dualité dexieul plus parfaite si l'on substitue comme élément
générateur à un produit d'ordre n son quotient par l'unité scalaire U :

Q - ] T [ P I P I . . - P « | .

Q peut s'appeler copoint, où point covariant, tandis qu'avec les conven-
tions usuelles p est regardé comme contrevariant ; ces définitions ont
leur origine dans les transformations projectives de l'espace E,,+ i, for-
mant le groupe fondamental (i,,.

Soit en effet £ une transformation de ce groupe, ou homographie,
agissant sur les points de E„ ,, et transformant un point p en un point p'

La même transformation, agissant sur une forme extérieure d'ordre q,
la transforme en une autre de même espèce ; posons

[p'. P'. • • • P7I [V?Pi -V?P* VïP</1 tfr'' [p.Ps • • • Pvl-

V? '*' étant la puissance ^extérieure) d'ordre q de l'homographie § ( ' ) ; en
particulier

étant le déterminant de la transformation ; on voit que

§ "" est Vadjointe de l'homographie # , tandis que ^ ^ r n est dite contra-

grrdiente à g.

Les substitutions contragrédientes ^ et 'J[,,+v ? opérant respectivement

( l ) Pour ce qui concerne les produits et puissances rxlérieurs «riiomograpliies et réci-
procités, voir H. Mehmkc (P. V.).
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sur les point et copoint p ut Q, conservent leur produit extérieur'

IQ'P'J IQp].

La contragrédiente et l'adjointe d'une homographie çj sont identiques
si $ est unimodulaire (à déterminant unité) : les homographies unimo-
dulaires forment un sous-groupe Gw/, du groupe projectif G^ ; par les
opérations de ce sous-groupe l'unité scalaire U et les produits extérieurs
d'ordre / i + i sont invariants : nous resterons désormais à Vintérieur
du sous-groupe Gw/,.

II. — Quelques opérations de l'algèbre tensorielle.

3. Si Ton échange Tordre des termes Q et p du produit extérieur [Qp],
on a

[pQl-(-i)"[QpL

aussi est-il préférable, pour éviter les changements de signes, d'intro-
duire un nouveau produit :

dit produit scalaire (à liaison simple) des éléments d'ordres i et n ; ce
produit est invariant dans G«,,.

Dans tout repère, la dualité déjà signalée permet de faire correspondre
aux unités contrariantes e, les unités covariantes E{- telles que

Ef!e« i. E,!ey-o (;>«)•

Les éléments e; et Et sont polaires réciproques par rapport à l'hjper-
quadrique d'équation ponctuelle - ( # ' ) - = o, et le premier membre de
celte équation e*l conirevariant pour les transformations £j.

Faisons à ce sujet la remarque suivante : les transformations § opèrent
sous» différentes formes sur les éléments géométriques qui peuvent être
sujets à des \ariances diverses : invariance, covariancr, contrevariance,
variances mi A tes ; il sera commode d'employer le mol comptants (') pour
designer les éléments ainsi conservés ou transformés, chaque fois qu'il
ne sera pas nécessaire de préciser le mode de varianec.

La multiplication scalaire n'est qu'un terme d'une suite d'opérations
analogues, douées delà propriété dislributive, qui interviennent dans la

{x) H. WSITZÊNBÔGK, InvaHanten Theorie,
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théorie générale des lenteurs ; l'algèbre modérai! désigne par ce nom de
tenseur toute forme multilinéaire ou multiple de variables (coordonnées) ;
le calcul géométrique arrive à la même notion de la façon suivante : soit
par exemple

abCdEf

une succession d'ordre <>, ou produit sans liaison de 6 éléments ordon-
nés ; considérons en même lemps la succession

VuTzYX

d'éléments à variances opposées, rangés dans Tordre inverse ; le produit

(9) abCdEf'VuTzYX iaiXnbiYi(C!z) id!T)(E!u)(f !Vi

est dit produit (scalaire) à liaison sextuple, ou d'ordre 6, des deux
successions précédentes. Do même

(3) abCdEttVuTzYX abCd(Ef.'Vu>TzYX
(Ef.'VuiabCdTzYX.

succession d'ordre 8, osi le produit à liaison double (scalaire) des deux
successions primitnes, obtenu en ne saturant dans chacune que les deuv
éléments voisins du s\mholc d'opération, parles éléments opposés.

D'une manière générale, deux successions d'ordres p el q a\ec r élé-
ments opposés à partir du SMiibole d'opération, et rangés en ordre
inverse, donnent naissance par une multiplication à liaison r-uple (ou
d'ordre J'S/>, q) à une succession d'ordre p -hq — 2/*; les produits sans
liaison, à liaison simple, etc., le produit scalaire, rentrent dans cette
définition générale.

Un tenseur géométrique, noyau [i\ multiplication scalaire) du tenseur
algébrique correspondant, est une combinaison linéaire de successions
de même ordre et de même constitution, c'est-à-dire où les cléments
correspondants sont de même espèce : ses ordres covariant, contrevariant,
total, sonl ceuv de ses ternies monômes (successions) ; considéré comme
opérateur et saturé par une succession opposée de même ordre total,
regardée comme objet \ariablc soumis à l'opération, il donne naissance
au tenseur algébrique. Un tel 1103au est nul quand son produit à liaison
complète avec une succession arbitraire est nul, donc en même temps
que le tenseur algébrique correspondant : comme il est composé linéaire-
ment au moyen d'unités qui sont des successions de même constitution,
ses coordonnées par rapport à ces unités sont alors toutes nulles».
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En utilisant la forme multilinénirc des tenseurs et la propriété dislri-
hulive des multiplications, on définit de même les produits à liaisons des
tenseurs entre eux. ; en particulier, deux tenseurs de même ordre ou non,
sont a polaires quand leur produit à liaison maxima est nul.

Les tenseurs d'ordre zéro sont les nombres, ceux du premier ordre les
points et copoints ; les plus utilisés ensuite, ceux du second ordre,
représentent les transformations linéaires homographiqueset dualistiques
opérant sur des éléments d'ordre i ou n. Quand nous représenterons
une homographie ou une réciprocité par une seule lettre (majuscule)
nous sous-entendrons souvent (comme nous l'avons déjà l'ail) à la droite
de ropérateur le symbole d'opération ! du produit à liaison simple.
Nous poserons ainsi, pur exemple,

K ~ l a B , efi- 2 CD

pour les tenseurs produisant les transformations

x'_<\'x - £(B!xja, X'-

Signalons en particulier le tenseur unité 11, ou transformation identique,
qui sous cette forme opère sur les points avec le noyau

11 = 2e«E/ (/ =- o, i,-> /*)

tandis qu'il opère sur les copoints avec le noyau

Les poinls et copoints étant les éléments fondamentaux de notre E f f + i ,
on peut encore, avec MM. Burali-Forti et Boggto (E. C.) considérer
l'action d'un tenseur d'ordre q sur une succession d'ordre q — i par une
multiplication à liaison {q — iVuple, le résultat étant alors un élément
primitif : à ce point de vue, il esi logique de considérer le tenseur
d'ordre q comme une transformation (homographie au sens large)
d'ordre q — i.

t. Certaines propriétés importantes des tenseurs (indépendantes de
leur rang) sont données par la constitution commune a leurs termes
monômes; nous (lirons, par exemple, que abCdEf est le schéma de
constitution d'un tenseur l a b C d E f ; un tel schéma met en évidence
le rangement des éléments covariants el contrevarianls : par une exten-
sion du mot monôme, il indiquera les groupements symétriques, alternés,
cycliques, etc., que peuvent présenter les éléments. On pourra parfois
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sons-entendre le signe de sommation el représenter symboliquement
(nous dirons schénialiquemcnt) le noyau par son schéma.

Appelons isomères d'une surcession celles qui s'en déduisent par per-
mutation des éléments, isomère d'un tenseur un tenseur déduit du
premier en remplaçant les termes de celui ci par leurs isomères prove-
nant d'une même permutation. Considérons en particulier une succes-
sion piP:».. .p</ d'éléments analogues : soient lp la somme des isomères
pairs (déduits de la succession par permutations paires), 2/la somme
des isomères impairs (pur permutations impaires) : les tenseurs

s'appellent respecti\cment produits symétrique (ou algébrique) et
alterné dés éléments ; dans les formules de composition, ce dernier joue
un rôle analogue à celui du produit extérieur [p ip a . . . p v | des mêmes
éléments (•) : ces deux produits sont isomorphes.

i i

Remarquons qu'un tenseur d'ordre // -t i de schéma p t pj. . . prt p a en
même temps, à un facteur symbolique près, le schéma Qp el peut ainsi
être regarde comme du second ordre ; aussi qu'on pourrait, dans la défi-
nition des tenseurs, utiliser exclusivement les éléments d'une espèce:
points ON copoints.

I n tenseur à schéma symétrique ou alterné e&l dit lui-même symé-
trique ou alterné ; ces groupements sont importants parce que dans un
produit entre tenseurs où des éléments groupés en successions (au sens
large) Tune symétrique, l'autre alternée, se trouvent complètement liés,
le résultat est nul (2) ; ainsi

(SabCdSFV*(ïvUT«Yx)- <>, pour /•£!!.

L'annulation d'un tenseur entraîne évidemment celle de tous ses iso-

(') Ainsi, dans Kw+|f luul tenseur alterné d'ordre g>/i-t-i*C9l nul.
(a) Signalons drs formules de récurrence, comme

3 ! xyz - 2 ! (xyz -+- yzx •+• z îy) , 3 ! kyz = 2 ! (xyz -t- y S -+• zxy),

et des formes plus compliquées, par exemple

zxy t-zyx-+-xzy-hyzx— zxy
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mères, Tordre des éléments n'apparaissant plus dans le produit à liaison
complète.

Les isomère* d'une succession, puis d'un tenseur, pouvant s'obtenir
par une suite de transpositions effectuées sur deu\ éléments, et mémo
deux éléments consécutifs, on peut faire choiv d'un symbole pour repré-
senter une telle transposition, symbole all'ecté d'indices désignant la
place des éléments qu'il intervertit ; nous représenterons par R le syin-

hole (W transposition des éléments de rang* y. et «3 (à partir de la droite),
par S <*t A tas symboles produisant respectivement la symétrie et l'alter-
1 «p aft
nance dos mêmes éléments ; symboliquement

i 'S i K

"(4) S *> "*

Les indices seront supprimés quand il n'y aura que deux éléments en
jeu.

m . — Les transformations linéaires.

5. Nous ferons usage, dans ce paragraphe, des schémas pour repré-
senter les homographies et corrélations. Soient les homographies

<\' aB, 3 uV
les corrélations

il = CD, y = ef.

La transformée de ^ par JC s'obtient en agissant avec DC sur U, avec
'1"1 sur V; si Ton pose

q q
il vient

3, =- cU'u.acw v -. je J u V! 5ëi^ = x'^

3Cinl représentant la conjoint? de «1C1"1, obtenue à partir de cette der-
nière et en renversant le schéma. D'après

on voit que

JêïïT (X-> inverse de 3t)
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(pourle cas général où l'homographie JC n'est pus dégénérée, 3C[n+i]

de sorte que la transformée de l'homographie ƒ( est encore

De même 2>' sera transformée (en utilisant la conjointe DC de 3C) eu

•e

et c l en

En opérant avec une corrélation dl, par exemple, on obtient les trans-
formées d'espèces différentes

(dliwl étant l'adjointe «le dl, dllwl et d£ les conjuguées de dl1"1 et dl).
Parmi les homographies à rattacher à «1C, et opérant comme elle sur

les points, citons :

«!£-•, son inverse, ainsi que les diverses puissances (positives ou
négati\es) à liaison simple.

JClfl{, conjointe de l'adjointe (et adjointe de la conjointe), dont nous
avons montré la relation à la précédente. Dans les homographies agissant
sur les copoints :

A', conjointe, et cU'1"1, adjointe.

Rappelons qu'une homographie <)£ satisfait à une équation fondamen-
tale de Ilamillon-Ca>le^, de degré inférieur ou égal à n H- i, qui est une
relation entre <fC et l'homographie identique *\l (cas particulier d'une
relation symétrique plus générale entre n -f-1 homographies) ; si l'on
écrit cette relation

) . # " • + - ' - / ' 0 1 / ' = o ( /» = o , i , . . . , * - M )

le coeflicient |/,(^C). in\ariant d'ordre/^ de ^(î, a pour expression

I (X) —±!l—11!—.ijt'[f»iaii"+<-/»ï] w/'H^^uf/'1, lo = l„4-i = i
H p\\n i—py . J

(le dernier produit étant un produit scalaire double entre tenseurs exté-
rieurs d'ordre />). Il faut signaler en particulier l'invariant linéaire

(6)
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Comme autres homographies importantes liées linéairement à d£, con-
sidérons encore

et sa conjointe, dite cyclique de

ain î que l'homographie normale (À invariant linéaire nul)

(8) \X « I C - J ^ U ,

permettant l'importante décomposition

(9) 'X~!r^u ~sx-

Enfin, aux opération» déjà envisagée* sur les homographies, nous join-
drons celle de h parenthèse (de S. Lie), définie par

considérée comme une multiplication entre X et ƒ/, et dont le produit
est une homographie normale.

Quant aux corrélations, nous utiliserons leur propriété d'engendrer
les homographies par une multiplication à liaison simple, soit

ef!CD ( f ! C i e D

et le fait qu'une corrélation est la somme d'une partie symétrique (pola-
rité) et d'une partie alternée

Si l'on introduit la réciprocité conjuguée (à schéma renverse)

<V) K<* 8r t -A* ,

on aura les nouvelles décompositions

LK - •>{& K̂R (de même pour S').

(') VV. WOIQT, GoUingen JSachrichten, 190}.-- C. BIRALI-FORTI et R. MARCOLONQO

(T. V ) . - J--^. SCIIOUTBN(V. \ . ) .
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Quant à l'adjointe 0lln] (ou S'17") d'une réciprocité, elle est d'espèce

différente de celle-ci, ainsi que l'inverse 6l"s = ^ [ /<+TJ (OU S'""1).

IV. — L'espace métrique et la polarité fondamentale.

(t. Considérons dans En+, une polarité <î agissant sur les points et
définie par une hyperquadrique non dégénérée ('c?"f+l1^ o) ; utilisons
exclusivement les repères formés par les (/i-f i) èdres polaires réci-
proques par rapport à lT, de sorte que l'équation tangentielle de cette
hxperquadrique soit 2(xi)

i= o, son équation ponctuelle 2( .r*)2=o;
alors

Les homographies de (jup conservant celte propriété des repères satis-
font à

et forment évidemment un sous-groupe de Gwp, celui qui conserve
Thyperquadrique fondamentale, ou absolu; on vérifie du reste que les
équations

entraînent

L'espace E,/+, soumis seulement aux transformations de ce sous-groupe,
que nous désignerons pnr (!„,,», acquiert un caractère métrique : à tout
élément, à tout tenseur, correspondent par la polarité fondamentale un
élément, un tenseur, bien déterminés, et la correspondance est involu-
tive. Considérons en particulier des éléments réciproques e,- et E/

e/.E, i, e/.E, e,!E,_o it>/).
Comme

le produit scalaire de deux éléments a les formes équivalentes

(ni a!B 'a!*fb-=^!?ab- 'C'VAB _ A!b;

conçu comme un produit entre a et b, ou A el B, on lui donne le nom
de produit intérieur des éléments de même espèce et Ton peut le repré-
senter par

a |b = A|B.
THÈ1B DELENS
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7. Ceci permet alors de substituer les éléments contrevariants aux
covariants, ou inversement (identification symbolique d'éléments qui ne
sont qu'isomorphes), à condition de substituer en même temps de façon
convenable la multiplication intérieure à lu multiplication scalaire ; une
telle substitution n'est d'ailleurs valable qu'à l'intérieur du groupe Gum,
où Ton peut toujours rétablir les éléments primitifs, et s'étend alors aux
tenseurs de tous ordres et aux multiplications définies sur eux, en rem-
plaçant le* liaisons scalaires par des liaisons intérieures. Cette identifi-
cation symbolique n'est d'ailleurs pas sans inconvénient ; c'est un moyen
de calcul qui permet de représenter plusieurs formules (isomorphes) par
une seule, cl facilite le passage des formules relatives à un espace E^ à
celles relatives à des espaces inclus (sections) E7(<y < p) ou l'extension
inverse, grâce; aux propriétés connues des transformations par polaires
réciproques, par exemple : mais elle masque la réalité géométrique en
mettant en évidence des éléments orthogonaux à ceu\ qui interviennent
réellement, en ne permettant plus de distinguera première \ue, parmi
les comilants, ceux où l'absolu n'inlenient pas effectivement ; nous en
ferons cependant usage.

Les polarités fondamentales °? et °?' sont liées aux homographies iden-

tiques 11 et 'II par les relations

Après l'identification, ces quatre transformations sont représentées par
le même noyau -ef.

De même une homographie <fC = aB peut être écrite sous deux formes
principales

d t - C D , ff'=ef.

Il s'ensuit que les comitants de ïfC peuvent s'exprimer comme comitants
de $ ' et <ï, ou de «T et (31 ; inversement

Ainsi l'invariant linéaire de <St donne un invariant de S'et 9f, c'est-à-dire
un invariant absolu de e>'

En particulier



Plus généralement, l'équation fondamentale de <fC peut être considérée
comme une relation identique entre tS' et l'?, etc.

Sans développer davantage l'étude des analogies entre homographies
et corrélations animée par l'introduction de la polarité fondamentale
qui définit la métrique de ErtH_M rappelons qu'on appelle conjuguée d'une
homographie <U' l'homographie de même espèce

(i>) R<\' 'fSC'f i'friCT),

c'est-à-dire la transformée de sa conjointe par la polarité fondamentale,
ou la conjointe de sa transformée ; il en résulte

et pour les homographies £J de G,,,*

(i3) V?K¥f- f c U-| i§ .§ ,

ce qui, sous la forme déjà donnée

indique la conservation de la polarité absolue 4Î' par la transformation Ci*

8. \près l'identification symbolique

T *C' - *? - T' - *U - Ôî.

on attribuera indifleremment aux homographies ou réciprocités les
décompositions fournies par les formules

ce qui mène a la décomposition du tenseur du second ordre on parties
irréductibles (*),

(l) Cette décomposition, pour l'espace \erlorirl ïv trois dimensions, ost due à
J A. Sclioulen (V. \ . ) . Voir également, pour les dé< omposilions plus génerales, E. CARTAN,
en particulier Journal de Mathênwtiijues pures et appliquées, <f série, l. I, iyi ;
J. A . Sc i iouThN, Nieuw Archiv voor II Lhunde,(a) 13 , 1920.
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Nous poserons encore

[ MS ~ SN = H' partie droite du tenseur,

(.5) Ji*-.<u = l!,

' i l A =- G» partie gauche du lenseur.

Pour tous ces symboles s'appliquant aux tenseurs du second ordre,
nous pourrons écrire s\ mboliquement

i - l l B A II K S A H D - « 8 - K = (« OU —C

Tous ces symboles sont échangeables deux à deux, et en particulier,

III) DA Ail - o

En outre, pour deux tenseurs © et ©',

les tenseurs partiels do noms différents étant apolaires; cette expression
est aussi celle de l'invariant lineaire l( de Ç©' (ou de ©'©), ce qui
permet de commencer la décomposition de ce tenseur; on n'obtient pas
aussi facilement les autres parties de cette décomposition, car © et ©'
conçus soit comme homographies, soit comme réciprocités, sont natu-
rellement soumis à des décompositions différentes. On obtiendrait le
résultat avee les schémas des diverses parties, mais pour l'exprimer
simplement, il faudrait utiliser les relations d'incidence entre divers
éléments générateurs de l'espace, ce que nous n'avons pas à déve-
lopper ici.

Tous les symboles linéaires précédemment employés peuvent s'ap-
pliquer à des tenseurs d'ordres quelconques, en les affectant d'indices
comme nous l'avons indiqué pour S- A< K-

On utilise aussi le symbole non linéaire K, réciproque de, pour
représenter les transformées d'adjointes d'homographies ou corrélations-

\\(X)- TcX'M^,

= 'f WW' ( de mrme pour S').

V. — L'espace affin et la métrique vectorielle ; l'espace euclidien.

i). Laissons de côté dans E /n t le sous-groupe Gum précédemment
considéré et portons notre attention sur le nouveau sous-groupe dna des-



homographies conservant un copoint ou hyperplan privilégié EOy que
nous représenterons désormais par V; imposons-nous, en outre, d'uti-
liser seulement des repères dont tous les sommets, saufe0, sont situés
sur V, tels que

|Ve«l i, IVe,] - o ( /y o),

repères qui se déduisent les uns des autres par les homographies (~{

de Gua; les relations

mettent bien en évidence le fait que ces homographies engendrent un
groupe.

L'espace E,,+l, soumis aux opérations deGMt/, devient un espace afftn
dont V esl l'hyperplan de l'infini, espace dit à n dimensions; la masse
d'un point p de E / /+ , est le produit scalaire [Vp] ; cette masse est nulle
pour les éléments de V, appelés \ecteurs, dépendant linéairement des
vecteurs de base e,, e2, . . .. en ; les formes extérieures d'ordre q de ces
vecteurs s'appellent encore formes \ectorielles à q dimensions et com-
prennent en particulier les produits extérieurs : bnecteurs, trivec-
teurs, etc.

Comme nous l'avons \u, les éléments de V forment un En inclus
dans E,,+, ; une h>perquadrique à n dimensions de cet E„, simplement
dégénérée dans Ert+|, définit une polarité 3»(â l / r H I = o, âln] ?£ o), et
les transformations de G„„ conservant cette hyperquadrique, ou la pola-
rité qu'elle détermine, forment un nouveau sous-groupe G,. ; l'espace E„+«,
soumis uniquement aux transformation!» de (i,.. e*»! l'espace euclidien
à n dimensions dont lej> propriétés sont bien connues; les repères que
nous utiliserons dan* cet espace ont pour éléments de base un point e0

de Iliade unité et n vecteurs, deux à deux perpendiculaires et tous de
longueur unité

le symbole X étant choisi pour la multiplication intérieure définie
par & dans l'espace vectoriel V. Dans cet E„, soit £/ l'élément conjugué
à e„

Si Ton considère en même temps les hyperquadriques comitantes
de E l l + I . non dégénérées
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on voit que pour des vecteurs u, v,

tandis que pour des points a, b,

a seul une signification absolue, '??ab variant avec l'hyperquadrique •?
choisie avec le centre e„; aussi le produit intérieur §

peut être appliqué non seulement aux vecteurs, mais aux formes du
second ordre formées à volonté de points et de vecteurs. Les formes
nom elles ainsi obtenues représentent les hjpersphéres et hyperplans
de E/,+ 1 ; nous en ferons usage au Chapitre III.

VI. — Différentiation et dérivation des formes géométriques.

10. Soient * , * , , * « , . . . , V, . . . des» formes géométriques quel-
conques de Enfi (qui peuvent être des nombres ou scalaires), les *
étant de même espèce, et qui dépendent de q paramétres variables i*1;

Aét%

nous définissons la différentielle d$> à partir des démée* partielles -r—t

par

l'opération d ayant la propriété distributive

quelle que soit la multiplication représentée par le symbole o, à con-
dition toutefois que cette multiplication soit une opération invariante
par les opérations cj du groupe fondamental (i ou du sous-groupe dans
lequel nous opérerons.

Si, en particulier, les ul peuvent être regardés comme les coor-
données, curvilignes en général, d'un élément géométrique variable m,
de différentielle



la différentielle d$ peut se mettre sous la forme

En effet, <& étant fonction de m, d<l> est linéaire en dm et -7—• dérivée
de <D par rapport à m, représente l'opérateur, qui, agissant sur une
différentielle dm, «îm, . . . , ou un élément de même espèce (et du même
domaine) que celle-ci, donne la différentielle correspondante d<I>,
0$, . . . , ou une forme de même espèce que O; sauf quand m est un
nombre, -r- a, du reste, un noyau d'espèce différente de <t>.

Si les variables peinent se grouper en coordonnées de différents élé-
ments m, n, p, . . ., on aura, de même,

Tïn' an' dn' " ' é t a n t ' e s c 'ér*vécs partielles de * par rapport aux élé-
ments variables m, n, p, . . . qui peuvent d'ailleurs être d'espèces
différentes.

On peut aussi utiliser les formules de changements de variables géo-
métriques, avec des fonctions intermédiaires, du type

à condition que les opérateurs intermédiaires soient définis; du reste,
nous ne soulè\erons pas ici de difficultés sur l'existence des dérivées et
supposons les formes employées <ï>, xl\ . . . , m, n, . . . (fonctions ou
variables géométriques) dérivables autant qu'il en sera besoin, les
dérivées et différentielles successive* étant définies de proche en
proche.

11. Considérons le cas qui nous intéressera daxantage, où m est un
élément primitif, un point par exemple, et où la forme <& dépend de m
seul; en isolant dans — le noyau que nous représenterons par V$,

noyau dérivé, V, nabla, étant un opérateur différentiel agissant sur $,
on aura ( * )

(i8) r/<I» = ^-r/m = VWdm
r/m

( l) D.-J. Struik (M. D.) et J.-A Schouten placent le nojau dérivé V<t> à droite de la
différentielle dm.
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et de même,
ôcf> ^ V<P ! 8m, S *

On aurait ensuite

8 //<!> o V<I> i dm V<I> ! o dm =~ V' *:8m dm V* ! o r/m,

d'où la combinaison importante

8 r/<ï> — r/ 8<I> = V'<!>?( 8m </m — dm om) V*î( o dm — f/ 8m).

Donc, pour les symboles de diiïérentiation arbitraires rf, ô échan-

geables

V'<I>':( om dm — r/m om) - v V'«̂ ï 8m dm = o,

c'est-à-dire que le tenseur Vr*<l> aura un schéma terminé à droite par
deux facteurs échangeables, puisqu'il n'agit pas sur un produit

silleriu' om dm; ces doux facteurs sont, du reste, covuriants, les diffé-
rentielles dm, dm étant regardée* comme contrevaiïniiles.

Réciproquement, si Ton part d'une forme T,/ linéaire par rapport à
la différentielle dm el qu'on peut écrire

M\,_e!,/m,

5^ f /_ ,/\|'6 -_ .,xei om dm Q\(odm — d8m)

pour des symboles rf, ô échangeables, Mi\/ sera une différentielle exacte
si Vft a les deux derniers facteurs de droite de son schéma échan-
geables, c'est-à-dire peut s'écrire

Ve = aB . . . UV.
puisque cela entraine

aB .. . ' UVî?8m^m/ = o.

Si, en particulier, *T,/ est une forme de Pfaff

on sait qu'on pose (• )

(19) »' = 8w'/

6j' étant le covariant bilinéaire ou différentielle extérieure do w, et

[ du1 dut ] — on' dui — du1 oui

(') Cf E. CARTAN (I. I.).



étant un produit extérieur de différentielles (par une extension aux nom-
bres, déjà employée, de la notation du produit extérieur). Plus généra-
lement,

( 'ÀO ) [ « ' (0/ J = Wç M j — wj/ w£

s'appelle produit extérieur des formes de Pfaffu' et w ;̂ si At et Ay sont
les noyaux de ces formes, on a, du reste,

wj, — Ai ! '/m — [ A, (/m], wj = A/ ! //m = [ A/ r/in],

[w'w/] = [A,SmJLA/ '/m|--[ A,'/m ] | A, 3m 1

= — ' A, A,T ôm ̂ /m — > À, A/? om <7m,

expression alternée à la fois par rapport aux noyaux A;, Ay et aux diffé-
rentielles dm, dm.

12. On se rend facilement compte, sur une succession de h éléments,
et par suite sur le schéma d'un tenseur d'ordre k, que la différentiation
donne un tenseur d'ordre h de même constitution que le tenseur pri-
mitif; par suite, qu'il en est de même pour le schéma formé par les
h premiers éléments de gauche du schéma du noyau dérivé, qui est
d'ordre h -h î (c'est son ordre covariant qui a augmenté d'une unité par
la dérivation). Soit ainsi

<l> aBCDefgH.

/ /BO-i(r/B.C B.v/C </C.B C.'/Bï - ^ ( ' /BTC BTJC) BTC,

schématiquement; de même,

f/efg-e.f .g, ,

Pour passer d'une différentielle dp à la dérivée Vp, il faudra écrire

Vp = qR,
de sorte que

<7p — q(R! dm),

q étant un élément de l'espèce de p, R un élément covariant; puis, dans
la dérivée d'une forme <1> contenant un élément p, laisser q à la place
de p et renvoyer R à la fin de la succession (à droite), de sorte que cet
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élément R soit lc premier à agir sur une différentielle dm, placée aus-
sitôt après le symbole de multiplication (• ).

Il s'ensuit que des tenseurs isomères ont des différentielles et des
1103 aux dérivés qui sont respectivement isomères entre eux ; deux formes
différentielles isomères dont lc schéma a gardé le même dernier élément
à droite sont par suite différentielles exactes ou non m même temps.

La combinaison alternée déjà utilisée o*l\t — d^z qui, pour des sym-
boles d, «5 échangeables, éliminait les différentielles secondes et était,
par suite, comilanle aux différentielles premières, peut se généraliser
avec un nombre quelconque de différentielles. Soit ainsi :

dans les mêmes conditions. D'où, en particulier :

La différentielle extérieure d'une fonction bilinéaire alternée de
différentielles échangeables est nulle quand cette forme est diffé-
rentielle exacte, et réciproquement; c'est, pour les fonctions scalaires,
la propriété connue du covarianl trilinéaire. Un autre cas intéressant est
le suivant :

La dérivée d'une forme symétrique, elle-même dérivée exacte, est
une forme symétrique; et plus généralement :

Si une forme symétrique d'ordre h est dérivée exacte, elle est
dérivée exacte d'ordre h d'un scalaire.

Les formules où figurent des produits extérieurs, ou alternés, de diffé-
rentielles, ont cependant un intérêt particulier parce que ces produits
intervenant sous les signes d'intégration, elles fournissent des relations
entre intégrales de dimensions h et h + 1.

13. Si l'on part d'un scalaire 9, les premiers éléments dérivés sont

V? — F, gradient de 0.

V'ç = G*F2 schématiquement.

En partant d'un élément covariant du premier ordre P ( ,

(') On a donc, en général,
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comprend généralement la partie alternée

et le double de cette partie s'appelle le rotationnel de P f .
Si Ton part, an contraire, d'un élément contrevariant du premier

ordre p ( ,
Vp,

donne naissance à l'invariant

appelé divergence de p, .
Dans le cas où l'on a substitué au groupe fondamental G un des sous-

groupes conservant des éléments privilégiés (infini, absolu), les combi-
naisons de ces éléments avec les formes différentielles ou dérivées sont
de nouvelles formes comitanle*, que l'on considère comme obtenues par
de nouveaux opérateurs différentiels; on a distribué à ces formes ou à ces
opérateurs les noms de gradient, divergence, rotationnel, laplacien, etc.,
souvent après avoir employé, en particulier, l'identification symbolique,
d'où une certaine confusion déjà signalée. Mais en particulier, le lapla-
cien A peut être défini pour une forme 4> quelconque par

2

(ai) A* =. T**?T,
i

lïf étant la polarité absolue 2e?; le tenseur A<1> est de munie espèce que

le tenseur primitif <&, et en outre, les schémas de <l> et A<l> ont même

constitution, d'où l'importance de cet opérateur.

Remarque. — Quand les différentielles dm, om, . . . varient dans
un domaine moins étendu que le E;JI, utilisé, il peut > a\oir ambiguïté
sur ce qu'il convient d'appeler noyau d'une forme différentielle, noyau
dérivé, etc., un tel no\au pouvant être arbitra ire m (Mit prolongé par des
termes dont le produit par une différentielle quelconque du domaine
restreint est nul; ce cas se présente déjà dans l'espace euclidien EWL, où
les différentielles d'un point \ariable de masse constante appartiennent
à l'espace vectoriel à n dimensions. Les théorèmes précédemment éta-
blis ne s'appliquent pas alors au no)uu prolongé, mais ;iu noyau restreint
susceptible d'agir sur ces différentielles; en d'autres termes, c'est, par

exemple, Ja propriété de V(->; ôm.r/m qui est à considérer plutôt que
celle de V0; de même pour les autres noyaux dérivés.



l t . \ côté des différentielles arbihaires */m, om, . . . , un élément
variable m peut être soumis à une variation de forme urf/, u appar-
tenant à un champ défini eu fonction de m dan* un certain domaine; si
l'on pose

©étant le symbole de la transformation infinitésimale considérée (c'est
sensiblement la notation de S. Lie), une forme <t> fonction de m aura la
variation correspondante ©<t>.rff, avec

ria) $<l> V«l>!$m - V*!u.

notation analogue à celle des di(Térenlielles. Dans le cas où u est défini
dans le même domaine que m, on peut considérer © comme une homo-
graphie à laquelle est soumis seulement l'élément m; mais © agit
comme un swnbolc différentiel, et non comme une homographie, sur un
élément autre que m; son action sur le bivecteur fabj, par exemple, sera
de le transformer en

[Sa.b] -r- [a.Sb] - >[$"U j [ab J

et nonen © l a l[ab].
La formule (21 ) permet de considérer ©<l> comme dérivée de 4> pour

r élément u (pour un point m de masse unité, et un vecteur u unitaire,
c'est la dérivée dans la direction u). Un symbole © est échangeable
a\ec le.s symboles de différentielles ordinaires (échangeables), mais
deux symboles © et ©' ne peuvent, en général, être échangés entre eux.

Si l'on elfectue sur les symboles © et©' l'opération alternée de la
parenthèse

à cause de la symétrie terminale de V-<I>, on a

déporte que^la combinante (©'©) de © et de ©' est un nouveau sjm-

bole analogue àceux-ci; on vérifie aussitôt l'identité de Jacobi relative à
trois symboles ©," S', ©",

Nous n'avons pas .séparé ici dans les expressions ©m le symbole *5 de
l'objet m, parce qu'on ne peut le faire dans le cas où m n'appartiendrait



plus au domaine de définition de u, c'est-à-dire où © ne serait pas une
homographie de ce domaine.

VII. — La géométrie vectorielle du plan euclidien.

15. Dans le plan, domaine vectoriel à deux dimensions, nous pren-
drons un repère fixe e,, eL> avec

[e , e , ]= - l f
d'où les unités co\ariantcs

v e* w e '

puis, après introduction de la polarité fondamentale

'f - E'i Eh

nous utiliserons l'identification symbolique en substituant aux opé-
rations scalaires les opérations intérieures, la multiplication étant indi-
quée par le symbole X , d'où

T _ 01 ~ e'f . e?.

À côté de ce tenseur, nous introduirons le \ei*seur t'7 produisant la
rotation directe d'un angle droit du vecteur qui lui est soumis,

;t e>e, — 8 , 6 , - ->eset1

J satisfait à l'équation fondamentale

jr* = —01» = —01,
d'où

Soit a un vecteur quelconque

ci a =- — a x J = — a,e, 4- a,

£&>
Pour deux vecteurs a, b, f. ' JX

m rabl ^ v
> a b - a b ~ b a - — L-J(e t e , —8

Acceptons pour simplifier de représenter par 1 l'unité biveetorielleU,
d'où

•>aB= — [ a b p ,
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Par rapport aux deux vecteurs du repère, les opérations extérieure et
intérieure font en quelque sorte double emploi depuis l'introduction
de *T,

a, ~ ei x a -- — [e2a] - — Je 2 xa = etxJa,
« i - e i x a - [ e , a ] — J e i x a = — e i X J a .

Pour les tenseurs du second ordre, nous pouvons, à côté de l'inva-

riant intérieur | , , introduire un invariant linéaire extérieur E,,

M) Ei*- --iie^--| l(x fj).

On complète alors la décomposition du tenseur 2C en mettant la
partie droite sous la forme

»<u' = i (X , W ) = i / JX)J = i J(

(D̂ C = o est la condition nécessaire et suffisante pour que les homo-
graphies X et J soient échangeables),

(«5) <x'_ i d . x v u tiX.d -

En partant, pour cette décomposition de la forme dyadique

Pour une dyade ab, la décomposition en parties gauche et droite est
particulièrement intéressante (') :

fiab- i(ab-i-Ja.Jb),

Dab- ^(ab —Ja.Jb).

La première partie est une similitude, la seconde une antisimilitude,
produit (à gauche ou à droite) d'une similitude par une symétrie arbi-
traire; cette décomposition détend donc aux homographies générales,
mais pour une dyade on peut, par deux choix de la symétrie, mettre en

(•) V. C. DhLfcNS, UEnseignement mathématique, t. XXIII, iga3.
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facteur la similitude Gab, de sorte que l'autre facteur représente une
projection orthogonale; en effet,

avec

ce qui ramène à

ab= ('U-cljGab =a'fx(ab ^a.<*'b} >afx(Jab,
7 ( ab ( G a b ) x ( f c l l c i 3 ) ( a b J a J b ) x b'f- >Gab xb?.

Si, malgré l'emploi de l'identification symbolique et de l'opérateur J ,
on préfère employer les formules établies avec des produits extérieurs,
on pourra développer aussi les multiplications à liaisons extérieure!»
simples ou multiples; il sera alors commode, dans une telle opération,
de lier de préférence les éléments de même rang, soit à partir de la
droite, soit à partir de la gauche, dans les deux tenseurs soumis à Topé-
ration. On pourra ainsi poser, par exemple (*),

' î[(abc...)(uvwx...)!

(28)
| [ . . . defg)(...yzt)]2

et Ton arrivera en particulier à des formes extérieurement apolaires à
droite ou à gauche quand le produit correspondant, à liaison maxima,
sera nul.

16. En géométrie différentielle, considérons différentes fonctions de
deux variables indépendantes u\9 te2 et les dérivées de ces fonctions. Pour
un scalaire cp, nous écrirons (2)

grad? = V? = 5,e,

(M La notation avec crochets employée pour les transformations linéaires est une
simplification de celle ci, I indice élant omis.

C1) L'adjonction de nouveaux indices (i , j , A . . . - i , a) à une lettre déjà utilisée
représente ici une dérivation partielle par rapport à des coordonnées rartêsienncsarp # 2 ,
relatives au repère fixe e p e2, car
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Pour un vecteur,

( rti

y ^ a i e , - a , e , ;

rota - Ei V<7 = aji — a , 2 - a( x e2 — a « x e , . Hola = i \ Va = r o t a . J ,

«li\ a — li Vu — a,, i a22 — a, x e, a 2 x e i , Di\ a = -i[\ Va = diva.^tl .

de sorte que pour un gradient

. mtgrad? =- o,

' t

Pour deux vecteurs a et b, formant un similirepère (figure semblable
à un repère).

rotb - diva, Kotb — J Diva,
di\b = — rota, Divb — J Hota.

Pour une homographie

X _ lrw / 6,6/ - h,e,

(les parenthèses enfermant les opérateurs <X\ et cU'2 indiquant que
ceux-ci ne sont pas liés aux vecteurs qui les suivent).

Convenons d'appliquer les symboles | H En h, etc., sans nouveaux,
indices, aux deux facteurs <h> droite d'un schéma d'ordre quelconque (i)'r

nous introduirons les vecteurs

(33)
'9""" ' "*"' hu hï^.X',6,

Dans le cas du noyau dérivé d'un vecteur

^ rot Va — o.
( 3 t ) / d ivVa-Aa - a , , - a„.

•>
Pour une homographie numérique <p*ll,

(35) ^ d i v ? i ; ; - • * * * •
/ rotç'U - et grade,

etc.

(') On peut généraliser'les notations

r o t - K,V d i v - ^ V R o t = 2 A V D i v ^

pour des homographies d'ordre quelconque.
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17. Nou:» aurons en particulier à nous occuper des vecteurs de lon-
gueur constante ; soit, par exemple, un vecteur unitaire a,, et soit a2 = J&t
le vecteur formant repère avec le premier. La relation

a f = ,
donne par dérivation

<36) a, x Va, i- K Va, x a, = -/a, x Vai = o.

Il s'ensuit l'importante propriété que le noyau dérivé d'un vecteur
unitaire est une dyade, homographie dégénérée de rang un. En effet,

[a, x Va, .a, x Va, ] - [a, as] ( Va, )i'J - ( Va, >'•! = o.

On peut écrire cette dyade sous la forme

Vat = Ja ,£= a*f.
f = a« x Vai

et aussi, d'après (26),

GVa,= i(roia,.J-, diva,.01),

Va, = *>a3x (i Va, — agiotai.a

(37) f = rotai.ai (livai.Ja! = rotai.ai iotaa.a2

= — Rota, x as — ttota*x at.

Le vecteur f a d'autres propriétés remarquables ; en effet, si l'on
pose

(38) Va, = J ^ a e , Va - Ja, Va = a2 Va,
<3g) f=-Va grada.

En outre, le vecteur f ost le même pour tout vecteur unitaire b t fai-
sant un «mole constant avec sa.

Quant «à lu propriété de Va, d'être une dyade, elle n'est pas particu-
lière aux vecteurs unitaires; soit, en effet,

v = rai,
Vv = i>Va, a, Vr -i>a2Va a, VP,

a< et a2 étant des vecteurs différents, la condition nécessaire et suffi- '
santé pour que Vv soit une dyade est

TIlî.ftE UELENS
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donc

soit

donc la longueur du vecteur v doit être fonction seulement de son
inclinaison (M; c'est évidemment une propriété qu'a tout vecteur de
longueur constante, mais qu'il était bon de rappeler. En outre, la for-
mule (39) montre que

D'autres vecteurs importants sont rattachés à a, ; l'équation (3(i)
entraîne

Va, x ai - •> S ̂ »i x a, - •> { Va, x a, - Nota, x a,

soit différentes formes du vecteur qui représente la dérivée de a t dans
sa propre direction.

Supposons en particulier que les variables */,, //, soient les coor-
données (eumlignes en général) d'un vecteur m d'origine fixe et consi-
dérons une courbe décrite par l'extrémité de ce vecteur, a, étant le
vecteur unitaire porté par la tangente à cette courbe dans le sens des
arcs croissants; modifions un peu les notations en posant

a,—t— -yT> a2= p [normale pi incipale (*)|,

(IJ =- Vt > t - Hott x t - pf x t - p Va x 'Lf - ' ' "p = I p
<fs r r ds ils* p r

est alors le vecteur de courbure k de celte courbe et

(4o) m t t = —divp = t x f = — [pf ] = -

est la courbure. Soit plus généralement sur la courbe un vecteur
vitesse v [sur la courbe les paramétres 5, a, t (temps) sont fonctions

(') C'est à dire que v ne dépend que d'un paramètre : (Vv)hl - o traduit la propriété
connue du déterminant fonctionnel.

(2) Otte opération de dérivation angulaire ne s'applique chez M. II. INevillc (M. F.)
qu'aux vecteurs soumis à un noyau géométrique et non à ceux qui constituent ce
noyau.

(3) Nous adoptons la convention de M. H. Neville (M F.), d'après laquelle le rayon
de courbure et la courbure d'une courbe plane ou yauclie sont des mesures algébrique»
suivant la normale principale, orientée à volonté.
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l'un de l'autre],
v = p(a)t,

est le vecteur accélération; mais ces considérations demandent à être
étendues à des familles de courbes et des champs de vecteur*, ce que
nous ferons plus loin.

Si Ton tient compte de
a, x a2 = o,

après dérivation, on voit qu'on peut donner à f les formes

f — a, x Va, — — at x Va* = - (a* x Va, — at x Va$),

mais on a aussi évidemment, puisque

Vai = a*f, Va2=- — a,f.
f _ Va, x a-—Vasx a,,

formule qui prend une signification remarquable pour les champs de
vecteurs quand on introduit les transformations infinitésimales

to,m — ai. ium ~ a-,

Enfin le vecteur g = Jî formant similirepère avec le premier jouera
aussi un rôle important dans la suite :

(',/) g = Va, x a , Va,x a- = Nota, x a ,
g =z rotai.a2— mta-.a, =- rota,.Ja, — diva,.ai,

g, et g2 étant les \odeurs de courbure des courbes dont a, et a2 sont
les tangentes unitaires. Nous aurons à revenir sur ce sujet el lui donner
d'amples développements.

18. Nous résumons ici ce qui concerne los équations différentielles
de Pfaff au point de vue des transformations infinitésimales, les nota-
tions employées permettant un exposé concis et concret de la question.
Soit

(43) w - b x ^ / m ^ ^ a x ffm —, [a.^/m] = [6m. dm] = o

une équation de Pfaff dont les courbes intégrales forment la famille

«2) = const.
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d'équation différentielle
dj r_ V/' x dm = o.

On a donc aussi

(44) 6/ =\fx <Sm = o,

c'est-à-dire que la fonction ƒ est invariante pour la transformation S,
qui conserve individuellement les intégrales de l'équation donnée. D'ail-
leurs, si F est une fonction arbitraire d e / , d'après

la fonction F est également invariante pour la transformation & définie
par l'équation différentielle, et dont les courhes intégrales sont les carac-
téristiques on trajectoires.

Les courhes intégrales de (43) ^oul conservées dans leur ensemble,
mais échangées entre files par une transformation infinitésimale © si

fonction arbitraire d e / .
On \rrifie aussitôt qu'alors

d'où, par comparaison avec (44)i

1 étant une fonction arbitraire des variables. C'est la condition pour
que l'équation (43) admette la transformation infinitésimale 'S; elle
admet évidemment, dans ces conditions, la transformation # , mais
celle-oi est alors caduque pour elle, de même que seî> multiples JJL<S>.

Quanta la transformation ©, sa connaissance donne un fnrlriir intégrant,
aussi nous pourrons dire que Cm - - u constitue un vecteur intégrant
de l'équation (43). En elfet, on peut écrire

Donc
Vf- F(/>



- 37 -

est le gradient d'une fonction intégrale/; le facteur intégrant essentiel
est

¥ ¥ I

(47) [6m.©ml Ltfm.u] b x u

Si l'équation (43) admet une nouvelle transformation infinitésimale
définie par ©'m = u', on a également

fonction arbitraire d e / ,

[6m(G«îm — Fff'm)] = o,

ce qui indique entre les vecteurs Sm, ©m, ©'m une relation de la
forme

(18; G(/>Sm—

et donne l'intégrale

G(/) [Ôm.e'm] b x u '



CHAPITRE IL
GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE EUCLIDIENNE DES COURBES ET SURFACES.

I. — Le déplacement général du repère mobile.

19. Nous nous plaçons ici dans l'espace euclidien E4 ù trois dimensions,
soumis aux opérations du groupe fondamental G, indiqué au para-
graphe 9, et utilisons les repères normaux congruenls que nous avons
choisis pour ce cas. Mais nous établirons d'abord les formules relatives
au groupe plus étendu {\,tf, du paragraphe 2. 1/unité scalaire l étant
invariante parles opérations de ce groupe pourra encore être remplacée
par i, et la distinction entre plans et copoinls disparaîtra.

Considérons un repère fixe eoe,e2e., et un repère mobile a0a,aoas

doué de la liberté la plus grande possible, c'est-à-dire dépendant primi-
tivement de i.") paramètres; soienta un élément arbitraire (pointou vec-
teur), invariablement lié au repère mobile, e l'clément homologue du
repère (ixe; si Cj est la transformation de G,,p amenant le repère (ive en
coïncidence a\ec le repère mobile.

Pour un déplacement infinitésimal du repère mobile,

'/a -= ' /£e-= ' /£ .£->a .
Posons

//a = «IC,* a.

L'action de l'opérateur différentiel </, agissant sur a, peut donc être
remplacée par celle de l'homographie <3C; en vertu des propriétés du
symbole d1 son action sur un tenseur exprimé au mo)cn des éléments
contrevariants pourra de même être remplacée par celle d'un tenseur
approprié, fonction linéaire de <-ïC,/, dont nous allons voir Ve\pression
dans quelques cas.

Pour un élément covariant (plan) B = | b , b j b 3 ] , on a



ou, d'après (7), __
ffB - X*B = Ltf.B— XB.

Mais Çj étant uni modulaire,

donc, par diflérentiation,

et il reste seulement
<IB= — XB.

Pour line homographie fi = aB schématiquement,

<i6 = XaB — a.îCB •= «U'6 — *W - (x$\

'Les réciprocités donneraient des formules analogues. Pour un scalaire

w = [Ba] = a!B.
on vérifie aussitôt

dm =- Xa!B — ai 5ÜB = <».

11 s'agit dans les formules précédentes de tenseurs fixes par rapport au
repère mobile; pour un tenseur variable par rapport à ce reprre, c'est-
à-dire dont les coefficients par rapport aux tenseurs de même espèce
formés avec les éléments du repère mobile sont variables, la différen-
tielle comprend deux parties : la première, que nous indiquerons par
l'indice '•>, proxicnl de la differcnliation des coefficients et est donc une
différentielle relative au repère; la seconde est celle qui a été précédem-
ment calculée en considérant les coefficients comme constants. Nous
aurons donc

(5o)

h -

u v W, c^|, 9 étant des point, plan, homographie, scalaire, à coefficients
variables (en général) par rapport au repère mobile.

20. Tout élément mobile u peut encore être déduit d'un élément
fixe a du repère mobile par une homographie arbitraire ^1 qui ne serait
définie que par la donnée de quatre paires d'éléments homologues. La
formule

u = 3Ja
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donne par diflércnliation des relations en accord avec les précédentes.
Portons notre attenlion sur le cas où l'homographie *̂ | appartient elle

aussi au groupe (<«'/>; modifions un peu les notations en posant pour un
instant (cl pour Cj? OL pour <U'),

a, c l e , ( i — <>, i,*>, 3),

b , = cfle, = Ca.ii
donc

t& = m .

Les b, comme les a, constituent des repères mobiles par rapport au
repère fixe e„ et l'homographie (? traduit le mouvement de b/par rapport
à a/. Par différentiation,

</a, — ^cl.cl-'a/ = a a/,

Comme on a aussi

en posant

A cause de la présence de y au second membre, cette formule montre

que p n'est pas en général la transformée de OL par C\ donc que OC, liée

au repère a/, ne varie pas de façon co mi tante avec ce repère. En outre,

et par suite,

Si Ton a ainsi une suite de repères en déplacements successifs chacun
par rapport au précédent, jusqu'à

on aura

où £CT=rfCT^«<S~l est la différentielle relative au repère bt- précédent,



et ainsi do suite. Cette formule n'est autre que celle de composition des
mouvements d'entraînement (à l'intérieur de G,(/)). Si h1 repère a; est
caractérisé par rapport au repère, fixe e/ par des paramètres» dont les dif-
férentielles introduisent des formes de Pfafl' o>. le repère b, par des
paramètres introduisant des formes *ÏT, la formule (,">iO donne les GT en
[onction des ro et des différentielles caractérisant les déplacements
relatifs; de même pour la formule générale (5*'{).

21. Revenons aux. notations du paragraphe 19 et considérons en par-
ticulier la combinaison

Posons de même

Il résulte des formules (5o)

(54) » = ^

Or, pour un élément fixe a du repère a/,

>' = 8 </a — </ Sa =

Mais (rfa)f = o, les symboles d et o étant échangeables, donc

(55) X = X'

formule sur laquelle nous reviendrons.

22. Nous n'avons jusqu'ici tenu compte que des propriétés des trans-
formations C] du groupe Gup: pour passer aux transformations de Gn

nous devons faire intervenir l'infini et l'absolu, c'est-à-dire traduire la
conservation du plan de l'infini et de la polarité absolue (ombilicale)
par les transformations du groupe, soit

Nous pouvons tenir compte de ces relations en utilisant le fait que Ge

est le groupe des déplacements euclidiens. Comme on le sait, toute
transformation infinitésimale de ce groupe est une combinaison linéaire
des symboles des transformations infinitésimales génératrices du groupe
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qui n'est plus qu'à 6 paramètres. Si nous rapportons au repère mobile
ces si\ transformations, nous pourrons poser

i cl, ai A,, a ,V, c\:; a^Ai—a*Ai"—— c\ij,

(')0) ' c\2- a.A,, a.V. c\,1 a. A;—-a{A, - — cl\,
( c\, a.,A„ -a»V. cl.', a2A, —a,A* = — clf,

de sorte que les cl4 engendrent le groupe des translations, les cl; celui
des rotations autour de a0. Les formules de composition par parenthèse
de ces transformations, ou formules de structure du groupe, sont

o (/,ƒ,/=.!,•>, 3), (k*i,j),

Si Ton pose

(58) cX' — w'clt fi'cXt w'cl3 to:jcl-; wjcl-,1 o'fcLJ,

les o)1' et les &>ƒ étant des formes de PfafT, ou pour simplifier l'écriture,

(58') X

avec
cXJ = c\v, i

et de même pour les w, on aura

les cijk étant les coelficienlï» de structure du groupe G,..
La formule (58) montre que M est un symbole infinitésimal carac-

térisant le groupe des déplacements euclidiens; ce symbole dillère des
symboles do transformations infinitésimales génératrices de groupes à
un paramètre, eu ce sens que les différentielles > soul incorporées; la
même formule met en évidence dans 3C les deux parties relatives au
groupe des translations et au groupe des rotations autour de a0. Nous
allons reprendre une décomposition analogue pour arriver à des for-
mules uniquement vectorielles.



23. Considérons pour cela le déplacement Ĵ comme résultant d'une
rotation autour de e0, siiisie de la translation de e» en a0; soit eojij2j ;, la
position prise par le repère après la rotation

ji=-a,, j t - a , , j i^aa.

La rotation et la translation ont respectivement pour noyaux

1

% tf = 1l -(a0— e«)V.
La relation

S = ^
donne par diflerentiation

Tout point p, de masse unité, peut se mettre sous la forme

p -= a0 u,

"u étant un vecteur quelconque que nous supposerons ici fixe dans le
repère mobile. Or

e,,^ r/6.©-i =. /AS =. </ao.V,

^a/.J/! ! 'U — (a«—e«)V [,

d'où

cl,/a0 = o,
Dans

x =e a
seule la première partie £ agit sur le point a0, seule la seconde partie (fl
agit sur un \ecteur u.

tSt étant ainsi séparé en deux composantes, on voit que

ou

- |c\clj
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en posant, d'une manière générale,

(61) •>J x

groupement symétrique pour SC et ^1, alterné pour d et 3; puis en
tenant compte de ( C% C(n = o.

Par suite, les formules (,VV) relatives au tenseur de courbure JC, nul
dans l'espace euclidien, mettent en é\idence les tenseurs, également
nuls, de courbure de translation (ou torsion), et courbure de rotation

Mais on peut maintenant ramener les opérations sur les points à des
opérations sur les \ecleurs et l'élude de la géométrie (différentielle)
euclidienne à celle de la géométrie vectorielle. On peut, en effet, repré-
senter la première composante C* par le vecteur c/a,, et substituer à la
seconde composante cl son isomorphe Clx de l'espace vectoriel

En substituant de même à la rotation dv sa correspondante vectorielle

on voit immédiatement que l'on a

24. Nous utiliserons désormais uniquement les formules relatives à
l'espace vectoriel métrique, aussi nous supprimerons l'indice V employé
précédemment; mais nous ferons la réserve que le point n'intervenant
plus, mais seulement ses différentielles qui sont des vecteurs, cette sim-
plification nous prive des formules relatives aux droites et plans (repré-
sentés par les bivecteurs et trivecteurs glissants) et d'analogies avec les
géométries projeelive, el conforme; il sera d'ailleurs facile de revenir
aussitôt aux formules de l'espace euclidien. En outre, pour simplifier les
notations, nous utiliserons de nouveau l'identification des éléments
covariants et contrevariants, et. en conséquence, n'emploierons plus
d'indices supérieurs.



Devant faire jouer un rôle primordial à l'origine du repère mobile,
nous désignerons par m celte origine, par o celle du répète fixe. Rap-
pelons alors les notations : repère fixe oei e^e,, repère mobile ma,a.2a3;
polarité fondamentale C'P et homographie identique cll avec le noyau
intérieur

K _ IL _ . . 6 / — - a , .

L'homographie fond unenlale caractérisant la rotation du repère mobile
est

Cl — ( 0 2 3 C l 3 , w , , C l | 3 (O|*C\S I — £ c > , y C l y O

cl/,-=a/a/— a/a,-,

et les formules de déplacement de ce repère sont

,'

(63)

La propriété de la rotation finie

donne par diflPérentialion la relation connue

cl Kcl = ° (MI t0// **// = °»

c'esuà-dire que l'homographie c l est alternée; on peut lui donner la
forme

cl - ir/a/.a/ - — £a, r/a,- ï^a,.a/

et la représenter par un bivecteur, ou le vecteur réciproque (rotation).
Les formules de courbure1 sont

(64)

isoit, pour la translation,

( (dm)' = (r/m);o clgdm — ci^ ôm =
(65)
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et pour la rotation, par l'intermédiaire du tenseur

(65')

On peut aussi écrire, pour un vecteur u quelconque,

chacun des termes de l'équation étant nul.

n . — Formules relatives au déplacement à un paramètre.

2t'J. Le déplacement du repère mobile est supposé défini par celui de
son origine, qui décrit une courbe (ou une droite). Le cas est bien
connu et nous nous contenterons de rappeler qu'on peut particulariser
le repère en celui de Serret-Frenet mtpb (t tangente à la trajectoire,
p normale principale, b binormalc); le paramètre choisi étant l'arc de
courbe, nous écrivons les équations

(/m - (/s t .

( 6 6 )

Les parlicularisations successives imposées au repère ont été, d'abord

at = t OU O), = f /S, OU = (•>., = - <).

et les conséquences en résultant par différentiation extérieure : c'est la
particularisation fondamentale qui fixe la connexion; puis

b X (ft = W| 3 = <>.

particularisation principale (ou osculatrice)) d'où

ffs fis

- = /. et - = rj, courbure el torsion linéaires, élant les invariants de la
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courbe et pouvant être des fonctions arbitraires de .v; l'homographie de
la rotation a pour expression

\ a - * * , , . ^ ^ . - ^ ( p t - t p )

la dernière forme mettant en é\idence la rotation autour de la droite
rectifiante (Lancrct).

On a encore, les accents indiquant les dérivées par rapport à Tare,

(60')

m - t
m" — t' — . xp
m ' - t " - — x2t • x'p xr,b.
m"-t"^ — üx'xt (x11—x1 —xr,*)p ; (JX'T, , xr/)b,

d'où l ' équa l ion dif férent ie l le (*)

(()8 ) x'-T,m'% — (•>.x'XT, x2T,')m"

— (x"xr, — •jx'-'r, — X'XT,'— X*TJ — x* V ) m " -+- (X'X3T, — **T,')m' = o,

qui se réduit à

(M) xm1"— x'm' x:{m' = o

(en annulant le coefficient de XTQ' dans l'équation générale) pour les
courbes planes.

Les conditions de contact local de deux courbes, résultant des for-
mules (6G) ou (6(V) sont connues; on peut amener deux courbes à un
contact du premier ordre» en un point quelconque; ce contact s'élève à
l'ordre n si les valeurs de p et de ses n — 2 premières dérivées (/i>a)T^
de 7 et de ses // — 3 premières dérivées (n >3 ), sont égales au point con-
sidéré. Pour les contacts d'ordres 1, a, 3, on peut ainsi substituer à la
courbe sa tangente, son cercle de courbure, une hélice osculalrice (par
exemple, cjlimlro-coniqiie ou sphérique).

L'applicabilité sans déformation de deux courbes peut être considérée
comme la possibilité d'un contact prolongé; pour deux courbes, l'appli-
cabilité du premier ordre est toujours possible; celle du second ordre
l'est si pour chacune p est la même fonction de .s; celle du troisième
ordre a lieu si 0 et 7 sont respectivement les mêmes fonctions de s : les

{x ) Les solutions m de l'équation (l>8) don ent satisfaire à m ' * — t * - - i .
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deux courbes soul alors égales, avec les mêmes équations naturelles, ou
la même équation différentielle (68).

'La connexion induite d'une courbe, considérée comme espace à une
dimension, résulte d'une projection ortbogonale sur la tangente; elle
fournit les formules

Par suite, deux courbes quelconques sont isomorphes (applicables
avec déformation).

On pourrait aussi considérer une projection orthogonale sur le plan
osculateur

ô^m- dsX .

Ut = . *P

Les formules (69) font correspondre à la courbe donnée sa rectifiée,
les formules (6(/) son aplanie, la correspondance étant réalisée, dans le
premier cas, sur la développable décrite par les tangentes à la courbe, au
moyen des trajectoires orthogonales des génératrices: dans le second
cas, par les trajectoires orthogonales du plan oscillateur issues des
points de la courbe: l'applicabilité du premier ou du deuxième ordre
correspond alors à l'égalité des rectifiées ou des aplanies de deux
courbes.

III. — Déplacement à deux paramètres.
Connexion induite d'une surface.

26. Nous reprenons la méthode de M. Cartan des particularisations
successives du repère mobile jusqu'à ee que son déplacement soit défini
par celui de son origine, qui décrit une surface, (jette méthode consiste
encore en une réduction de l'homographie cl.

La particularisation fondamentale consiste à prendre la normale n
comme troisième vecteur du repère

a3 = n, n x dm = o)3 = o,

<3t dans la suite nous supposerons toujours effectuée cette première par-
licnlarisalion.

Le mouvement du repère ne dépend plus dès lors que de trois para-



mètres : les deuv paramètres aM M2, qui fixent la position de m el un
paramètre v pour la rotation autour de la normale. Les formules du
déplacement sont ramenées à

dm == (0| ai -i wj as

dis — ,

Nous pourrons séparer, dans les vecteurs précédents et les tenseurs
constitués avec eux, les composantes à la surface (éléments internes),
que nous affecterons de l'indice s, el les composantes externes avec l'in-
dice e. De même, les opérations entre tenseurs superficiels attachés au
point m, c'est-à-dire considérés comme faisant partie de l'espace eucli-
dien à deux dimensions constitué par le plan tancent à la surface en m,
seront indiquées par le même indice s (qui pourra être sous-entendu).

Les éléments superficiels se déduisent de leurs correspondants spa-
tiaux par projection orthogonale sur le plan langent, l'homographie
réalisant celte projection et s'appliquant aux vecteurs étant

La surface se trouve ainsi pourvue d'une connexion induite (de l'es-
pace euclidien ambiant), caractérisée par les formules (')

(70

avec

'f, dm =- dgm = <•>, ai - w, a2 = dm,
= . (.), sa-.=: 6LS9L[,

= w81 a, . = til, as

Dans l'espace, ces formules sont complétées par

i
c2e dsii = r ta i = w J 3n = c \ e a, ,

te dB., = dedit = w „ n = CXeaSï

çis du. = f/,,11 = 0)31 ai -

avec

(l) rfym, dva,, rf^a,, dsn sont équivalents ù *f» rfm, U\rfa,, c^rfa3, efjdn; d e
même pour les termes en de; cette équivalence ne subsiste plus en général pour les
pseudo diiïérentielles d'ordre supérieur. Pour les diverses diffêrentiations comilantes,
voir E. CARTAN(E. R.).

TUl'.SE DELENS
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Les homographies Cl, et (ÏLe peuvent s'écrire

(70
rfn.n,

11 est bien entendu que les symboles ds ne sont plus de vrais symbole*
de diHérentiation, c'est-à-dire ne jouissent plus des propriétés des sym-
boles usuels d et en particulier qu'ils ne seront plus en général échan-
geables; leurs propriétés les rapprochent plutôt des symboles infinitési-
maux de transformations. Mais nous aurons à considérer des expressions
différentielles dont les noyaux, composés de vecteurs superficiels, agissent
de la même façon sur des différentielles rn d et dos différentielles en ds

et pour lesquelles, par suite, le calcul nr sera pas modifié. Ce sera le cas
en particulier pour les formes de Pfaff o> et les formes extérieures plus
générales introduites par M. Carlan, et c'est ce qui fait l'intérêt do ces
méthodes.

Pour la courbure de translation, on a maintonant, d'après (65),

De même, les formules relatives à la courbure de rotation se scindent
en

j * ,3c = a ; - uj a,c\. j - jaec\e j = ci;u -. jaec\el = o,
(73') ( )

| ejcR =P c i ; - yI acc\c | = ci;.w -21 aea, j = o,

dont la première détermine le tenseur de rotation superficiel JC^, la
seconde étant équivalente aux équations de Codazzi pour la surface.

formules qui permettent de calculer ce tenseur sous ses diverses formes,
soit

27. Avant de terminer la particularisation du repère, on peut profiter
du degré de liberté qui lui est laissé pour rechercher les comitanls
locaux par la méthode des transformations ^infinitésimales compatibles
avec les liaisons déjà imposées ; la particularisation fondamentale a
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déterminé n comme fonction de m. D'après

(o3 = n x dm = o,

e./, = •> V,n £ 8m dm = [w,, w, -f- w3î w2] = o
entraîne

\ u)13=À"it0| Â3t»>, = Ci x //m, Ci =

ict f = A*co A o j = c 2 x dm, c 2 =

d'où la symétrie de la forme asymptotique

!

ç<2) = — du x f/m =

f^ = —VJfn = a,Ci a 2 c , - c ,a , c2a2.

Si Ton suppose qu'on a fait rentrer la surface donnée dans une famille
de surfaces parallèles dépendant d'un paramètre c/3 choisi de telle sorte
qu'on ait dans l'espace

n — V//;1.

il n'y a pas de différence d'expression entre le noyau Vn et le noyau V*n
défini seulement pour les dépincements superficiels

Vsn = Vn — V' u.h

etstest ce qui explique la symétrie du tenseur f(2\
Réservons pour l'instant la caractéristique 0 à un déplacement du

repère laissant invariables l'origine m et la normale n, donc se réduisant
à une rotation superficielle. Si l'im pose

on obtient
0m = ot e{ = et = o,
0a, = <va2,
8a2 = —el2a,,
on = o, en = c3s = o,

tti et u2 étant lïxés avec m, il re t̂c la seule forme différentielle et2 dépen-
dant d'un paramètre, qu'on peut choisir pour poser

Comme ô représente une variation superficielle, les formules (73)
donnent

8 dm = d Sm = o,
h dn = d Su =0,
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et Ton a aussi les formules détaillées

On vérifie immédiatement

Ô (h1 = O, 0?<2> = O,

ou

o(<Ym)* = o, —o(V/n x dm) = o, 8[<7,m.r/.,m], = o, 8[f/ ,n.^/ sn],= o.

Les paramètres A,, Â2, A3 sont soumis aux variations \

8A-, = 2A3 ÔP, 8Aa = (A2— AO OP, BA2 = — 2A3 8P
ou

d'où aussi

Nous choisirons de préférence comme invariants locaux

Quand on aura annulé de, la rotation du repère autour de la normale
ne dépendra plus que des paramètres de position M,, wa; les formules
précédentes montrent qu'on peut en particulier donner au repère la
particularisntion principale

e12=8i> = o, A:3=o,

les vecteurs du repère étant suivant les directions principales de la sur-
face, tangentes aux lignes de courbure en m (nous écartons le cas des
ombilics).

Toute au ire particularisation finale annulant èv est également accep-
table pourvu qu'on tienne compte des relations entre kiy A*2, k3 résul-
tant de l'existence des invariants H et R.

Le repère étant (i\é, on a alors

7:) I f =

gt et g* étant aussi des invariants locaux dépendant de la dernière par-
ticularisation choisie.
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Avant de revenir sur les relations différentielles qui existent entre £,,
A-8, A*2, gt, g2, nous allons reprendre les formules de différentiation
dans le calcul géométrique.

28. En considérant (clS i ) , comme un opérateur superficiel, nous
poserons

de sorte que le déplacement d'un vecteur superficiel u sera

. Pour un noyau superficiel $ , schémaliquement

<I> = U|U» . . . U p ,

nous écrirons *

Pour les noyaux du second ordre, cette notation coïncide avec celle
de la parenthèse de S. Lie, et cette parenthèse est un noyau symé-
trique; en outre, si le noyau primitif est symétrique, cette parenthèse
représente la jacobienne de la forme eonsidérée a\ec l'ombilicale. Nous
étendrons cetïe notation aux formes géométriques ou numériques quel-
conques; rappelons que pour une forme scalaire, finie ou différentielle, cp

On aurait pu, au paragraphe précédent, rechercher les formes coini--
tantes locales par

Les formules de différentiation donnent aussitôt (une fois le repère
fixé) celles relatives aux noyaux dérivés

(') On a évidemment, pour J comme pour *IU,

rfjilî = o, d$$ = o.

C1) La formule (76') permet le calcul effectif du noyau dérivé V** sans représentation
schématique.



Remarquons que pour les formes différentielles, scalaires ou non,

IF = <ï»^/1m./r/.m.. .'/,m — 4>£A (les <l étant superficiels).
,/sM" =w/,<I>*A • «!>&/, A;

le second terme, comprenant des différentielles du second ordre, ne
disparaîtra que dans des cas très particuliers, comme pour les covariants
bilinéaires des formes de Pfaff, ou encore dans les formules du para-
graphe précédent

O J 1 = a iX«7m. o*1»- fl'

à cî\use de ô dm = o.

29. Un type de formules, peu différentes des précédentes, avec les
dérivées intrinsèques, est d'un usage courant; supposant toujours
désormais le repère complètement fixé, nous pourrons, pour une forme
finie <I>, écrire la différentielle et la dérivée

<Di et $2 sont dé même ordre et même constitution que la forme primi-
tive * ( ! ) , et comme

V,* = V,<H x (a? H- aï ) = (V,* x a,)a, - (V,* x a,)»i.

on voit que <I>, et <fe2 *>ont les dérivées de # dans les directions at et a2,
qu'on peut écrire (a)

<!>, = V ^ I > x a i = 7 - > <!»* = V« <ï» x a5 = -r- •
nS\ a Si

Les formules

V . ç ^ = - 7 - a , - - j - a ^

montrent d'ailleurs bien les analogies et différences entre ces dérivées
intrinsèques et les dérivées ordinaires, les formes de Pfaff et les diffé-
rentielles, etc., comme aussi les oppositions de variances. Avec ces
notations, en particulier, les vecteurs unitaires ai et a., représentent les

(!) Voir les paragraphes \ï et suivants du Cliiipilre I.
(2) Comparer \i. Gesàro (N. G.)-
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dérivées de m suivant les axes du repère, donc sont mis à la place de ni|
et mt pour le repère choisi.

Les formules

' I ^a 2 = —0,5a, = —

donnent

(79) * = A'iai .-A'2a2 = —(aj , —a1 2) ,

c'est-à-dire sous Y apparence d'un rotationnel d'homographie, mais
rappellent que, même appliqués à m (ai pour ml7 a2 pour m2), les sym-
boles .— ) -7— ne sont généralement pas échangeables, mais sont en réa-
lité des symboles fc5, et Ç2 de transformations infinitésimales (*) (sauf
pour les coordonnées cartésiennes du plan, les courbes $, = const.,
s.2= const., ne peuvent coïncider chacune avec les courbes le long des-
quelles sont comptés les arcs s2 et 5,).

De mémo

(80) g = jf

a l'apparence d'une divergence d'homographie. Si nous revenons
d'ailleurs à l'homographie du déplacement superficiel

clx = w,s J = c> (f x dm),

on peut en isoler le noyau

(81) A,

d'où les deux vecteurs comitants

l
(81') J

On peut compléter les formules (77) en posant

Formule ( ^ ) , § 17.
Aux symboles usuels <le Ghristoffel correspondrait plutôt

J X U .
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d'où symboliquement

cl à à d

30. Les particularisations faites, nous allons revenir aux formules de
structure et courbure, dans le calcul avec composantes d'abord, pour
établir les relations qu'elles introduisent entre les invariants ou comi-
tanls précédemment attachés au repère. Nous avons posé

(83)

et

Qv,__ w.j—[w2 lw,] = o, co',., —[w,3W23] = 0,

w;, = o, wi,,,—[ c»,t wl3 ] = o

Des deux premières équations, on tire

_ w',

* = T ' fft

w', w, + o/2 OJ2

= [] •

La quatrième équation donne le tenseur de courbure (de rotation)
superficiel

(84) — K = Sri ' A'-J ~ A'si — A' I Î =• ^ j — "̂i k*

avec toutes ses interprétations bien connues, qui seront précisées quand
nous aurons rattaché les invariants locaux aux courbures et torsions des
courbes tracées sur la surface. Les cinquième et sixième équations se
développent en
/ o w v ( (^i—k*)ffi ~̂ '-*^aéri T- A31 — A, 1 = 0 ,
( 8 5 ) J i ir -—

et sont les conditions d'intégrabilité pour la forme o(J), connues sous le
nom d'équations de Codazzi.Sans faire le calcul sous forme développée,
on \oit qu'on avait également

( O | * =

donc qu'on peut tirer des trois équations précédentes, par élimination
degt etg2



où ne figurent plus que les formes de PfaiF relatives à la représentation
sphérique de la surface.

31. Reprenons les formules précédentes avec les vecteurs et les
noyaux géométriques déjà introduits. En partant de

vAa.i ag i , vSB,2 — ai f,

on obtient
rot^ai^ — [a2f]A. = ai x f = — divs*t = gl%

rotça2 = [aif ]s = a2 x f = «livrai = A**,
f = rot^ai.ai-; rot.s.a2.a2,
g = j f = — (div,a,.a, divva2.a2).

Puis

l — K = rot., f =1 rotw f — [gf Ĵ  = f^-h rotwf.
(W) \ • 2

f K = di vA. g = div(û g—g*
ou encore

K == — roixBt A* = divj , A**

En passant aux dérivées secondes de a, et a2i on a du reste

( T!T a, :_-- — a, fl a«XA .
(90)

ce qui est bien d'accord avec

(de même pour a 2 ) ; posons (*)

\ h)v|ai = vvaj = rotfi.Jai = rot<s.i.a2 = — ivaai

(9o') U ta,= Ka, - K = a , x U = - a , x V l » l ; '

On peut encore isoler dans X,{| le noyau doublement altetné

Pour les formules relatives à la forme asymptotique f̂ 2} (^4')? nous
représenterons ainsi rette forme par ̂  (— $ étant l'homographie de la

(l) Le symbole introduit V= E^3 n'a pas la signification de 2V dans les travaux de

M. Schouten et Struik.
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representation sphérique)

•(84') K = pfl = |«(3P) = [e. o,],.

[Rappelons en passant que «II = h ƒ), et qu'à coté des deux premières
formes fondamentales lll , et ƒ), on peut en considérer une troisième,
donnant l'élément linéaire de la représentation sphérique

;v- o? ci, W

liée au\ précédentes par la relation identique

Nous avons vu qu'en considérant ƒ> comme un tenseur spatial, on
avait

Le tenseur dérivé spatial V3 w3 est alors complètement symétrique et
pour les déplacements superficiels, il se réduit à

donc le tenseur T,̂ jl est aussi complètement symétrique et cela s'exprime
en ce qui concerne la symétrie h droite, par

(93) V , 3 ; a - - | | V f ; î - - r o t , 3 F = o.

iNous poserons

pour représenter cette forme symétrique du troisième ordre. Comme V2n
et Vv'n sont des tenseurs différents, cette symétrie n'existera plus pour
les nojau\ dérivés superficiels suivants. La forme f̂ 3) a été appelée
forme de Codazzi par M. Neville ^M. F.) qui a montré qu'en opérant
sur dos vecteurs convenables, elle donnait les fonctions de Darboux et
de Laguerro relatives à une eourbe tracée sur la surface.

Ku dérivant
c,- ;)a,.

et tenant compte de la symétrie de V^f, on obtient

Vsc, ^ a,x Vs;) - 3 x Vsa, = a, x VA<3 y x a*f = a, x V

De même
c2 = 3f a„ V, ci = a« x V, 3P — ci f,



KO
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d'où en prenant les rotationnels

(8)') mt çCi= —[C*fl«, mt<C>=[Cifî,,

soit les deux t'quations de Codazzi, en fait équivalentes à

On a ensuite identiquement

[C,C>],f = [Cif]»C.— [O,f],O,v

t — 1 > o t < c ' c ' ' VOttCj.Ci

et comme
K = [c,c*]*=-—i'»ts

t r o^Ci Ci(86)

Voici ci» qu'il faut entendre par la dernière condition; la forme f*2>
étant déterminée par rapport au repère choisi par les coefficients kk, k^ k%

le vecteur f est donné en fonction de ces coefficients et de leurs dérivées
par l'équation

(!*') rot, J = rot«3f -((J3f) .f )J J = o,

et la relation

(94) . ^ = - ro t , f= - ro t c û f - f ^

doit avoir lieu entre les coefficients k{, k2, kz et leurs dérivées du pre-
mier et du second ordre.

32. A côté dos conditions d'intégrabilité de la forme f(2), conçue
comme une dérivée spatiale, nous allons établir des conditions analogues
pour les dérivées superficielles; 0 étant une forme géométrique finie,
nous avons, avec les nolations du paragraphe 29,

(') Signalons In «ymrlric de la formule

C, rot., cL + C2rot v C2 •+• f rot* f = o.



d'où en particulier

mettant en évidence le* opérateurs

d* iU d d

d* d* jl d ( d d d*

dont le second a une importance particulière, grâce à la relation

(H) — K - A'>, — AV A'ï ArÜ - i'Otsf.

Nous rappelons d'abord qu'en opérant sur V,m = 'lU

V?m -^o

correspond aux formules (78) déjà établies

(7»')

2

(£0) V,m = aM —a,2 f = o.
2

Pour un scalaire 9, en considérant les courbes 9 = const. comme
*»ections de la surface par des ^urfacos orthogonales <p = const., on pourra
confondre sur la surface Vcp et V^, donc on aura

pour les vecteurs superficiels, et par suite Vj <p sera symétrique

(93') , p ç41 Çu

Pour une forme <t> dilTérente d'un scalaire, on pourra alors poser

. x l * l = '

En continuant le calcul, on obtient

Vf* - ( V^r, - K V,)aj + (V fV,- KV,)a2,

(97) V , 4 = K « X . T V.^.aH-V.Vj.a,.
2 5 2



Si <& est un vecteur u, *T, et W* sont des scalaires cpt et <p2

A

Si <I> est une homographie <S, Wt et *Ta sont des vecteurs U| et us

V,u,:=—KJïu,,

En poursuivant avec des homographies d'ordre supérieur, on voit
qu'on aura en général

(98) V , < I > = -

avec une notation déjà adoptée.
[On aurait pu procéder un peu différemment en partant de

puis, pour un vecteur u le long duquel on peut choisir l'axe a* du
repère

d'où
VjU = rots f. J u -- — K^u,
s

et de là passer au cas d'une forme O, donnée schématiquement,

On peut encore écrire, en posant pour l'élément d'aire

[om <tm]s= AS,
pour un \ecteuru

' (r/.u); = XR«U =— K.AS. Ju,

et pour une forme géométrique &

(99) K'I>); = (XRS x * ) = — K.AS^J x • ) .

33. Les formules (96) donnent en particulier les divergence et rota-

( ' ) Qu'il s'agisse tic vraies» ou de pseudo-dilïérenlielles, l'opérateur allernô (d)' = 5rf — Zd
a l«i piopriétó distributie
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tionnel d'un tenseur

(ioo) J
| E V * V V A^r ^ i V ( * x a ) v a T ( * x a ) x a * x f,

sous des formes qu'il ne faut pas confondre avec

l liV,«l> - |,T«*
(loi) 1

, car c'est seulement pour un vecteur

u - 9, ai i ?*a2,
qu'on aura

liVwu = ?,t-?42, ( j x u j x f = ( J u ) x f = — u x g ,

Eî coU = 9*1 — YI2, ( j x u j x g = (^u) x g = u x f.

D'après ce que nous avons \u, la condition d'intégrabilité super-
ficielle d'une forme 4> ou d'une équation

(HW) «I^V.M'

est donnée en adjoignant la relation

Quant aux expressions (ioo) ou ( IOI) , on les» emploiera MI i vaut les
cas et elles pourront diriger le calcul de façons différentes. Ainsi la con-
dition de Codazzi écrite

CM —C,, -fit - 0
donne en général

f = -2 ( - ' (o . , - e , .> ,

mais ceci suppose l'inversion de l'homographie ƒ), donc K ^ o; si K = o
il y aura à envisager le cas du plan et celui des surfaces développables,
pour lequel on peut poser

3=r
On aura à écrire d'abord une première condition

et la composante de f perpendiculaire à j ne sera donnée qu'à la fin.
Si l'on part au contraire de l'équation mise sous lu forme



ce sera sur l'homographie (*'«)) qu e s e portera d'abord rattcntioh et,

sauf dans le cas de la sphère et du plan, on pourra obtenir g, puis f, dès

celte équation.

IV. — Contact, applicabilité et isomorphisme des surfaces.

[M. Prenons pour repère lixc une position initiale oe,ejeit du repère
mobile mai a2n et supposons que les \ ariables indépendantes dont dépend
celui-ci sont les coordonnées cartésiennes .r, } de son origine par rap-
port au repère fixe, la troisième coordonnée 3 élanl la fonction de ces
variables définie par l'équation de la surface

- A r, y )

Par rapport au repère fixe, nous aurons les relation:» successives

dm — dr.ei *tj . e2 - (h. e3,

et de même par rapport au repère mobile

(io4) r//H-im =-(•)/"» a, w.|' ' a,

les w(/>+l) étant des formes différentielles d'ordre/> + i en dx Ql
telles que

et se déduisant les unes des autres par des formules de récurrence

(io5) «r"°

,Si nous tenons compte maintenant de la coïncidence initiale des deux
repères, nous obtiendrons une suite de formules, établies seulement
pour les valeurs des paramètres et des f onctions en o, se calculant de
proche on proche en tenant compte des réductions déjà acquises

a( = eh a.* — e», n = e*,
(o, r= r/.r, (Oi = dy, o — dz,

J

Ces formules donnent les valeurs initiales des différentielles
et dPto2, d'une part, et la suite des formes df)+iz^ d'autre part, c'est-
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à-dire les termes du développement de

n X Am — Av = dz • - . d- z :•-.. .• i-
! (/>-• i ) !

en formes différentielles homogènes des différents degrés en dx et dy ( ' )

à L (») H H '*

Les premières formules montrent qu'initialement

i dv) •> = (01 g W i ,

de sorte qu'on a affaire ici à des différentielles comitantes, ce qui se
poursuit pour les différentielles suivantes ; les autres donnent

x

grâce à l'emploi des différentielles comitantes; en effet, si

le terme pi{t})^ (dm)P~* d2m, obtenu dans la différentiation, est ici nul
parce que f W est un noyau superficiel, tandis que d-m est réduit à sa
composante normale

(n x i/2m)n = d-s.n.
On a donc

Ç(/H- I ) = f/'-+•») / ^ '

les noyaux symétriques f(2) et f(:jJ ayant déjà été introduits, et les
formes 9 ^ i n pouvant être considérées comme symétriques, parce que
ƒ(/>+•) opère ici sur des éléments symétriques (dm)?**.

On pourrait former de même d'autres suites de formes géométriques
comitantes, relatives par exemple à l'accroissement géométrique An de
la normale en m, ou de toute autre forme liée intrinsèquement à m.

La formule de développement

(i<>6) A m = dm r ( - y ©<*) - • - . . . ;•- , ' t «p(/'+D -;-• . . . j n ,

établie avec les variables x, y, et d'ailleurs indépendante de ce choix,

C1) C/- E« CAHTAN, 5«/* les f ormes différentielles en géométrie (C. H. de VAc. de»
Se, 7 janvier içp4).
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puisque
r/m

permet d'étudier simplement le contact de deux surfaces en un point m;
ce contact peut toujours être du premier ordre, m et n pouvant être
communs au* deux surfaces; il est d'ordrep-\-\ si au point m la nor-
male n et ses p premiers noyaux dérivés V[n sont communs aux deux
surfaces.

De même deux surfaces seront applicables sans déformation du pre-
mier ordre, si leurs c/m peuvenl être rendus identiques, c'est-à-dire si

elles ont même (rfm)*; applicables au second ordre si n est la même
fonction de m, elles seront alors égales, tous les V(n coïncidant.

L'isomorpliisme ou applicabilité avec déformation ne met en jeu que
les éléments superficiels. L'isomorpliisme du premier ordre, égalité

des (</m)*, entraîne risomorpliisme complet.

V. — Les courbes tracées sur les surfaces.
Exposé de quelques problèmes.

3J . A une courbe tracée sur une surface nous attacherons un
repère mtqn issu du point courant m, el dont les vecteurs seront la tan-
gente t à la courbe, sa normale q dans le plan tangent à la surface, la
normale n ;i la surface. Si l'on appelle 0 l'angle de la binormale b de la
courbe avec la normale n, et si l'on pose

dm. TÏT|! t — ds t

h. — _i_ — ^* _o_ 't*

t n . _ _ ^ t
 (fl

t' 1
ds ds

fin — — Tiï] 3 X — TÖ23 Q • — "5" * Tp- Q

les formules
q = pcos()—b sinO, p— q cosO - n sin Ô,

n = p s i n O -bcosô, b = — q sinO -t-ncosO

donnent aussitôt

(108) ^ = I =
 C-lîi?, A - = - = — , / £ = I = I - r f e ,

/• P R p T t ds
TllhSC DELLN9 5
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que nous appellerons respectivement courbure géodésique, courbure
normale et torsion normale (•) de la courbe en m. Pour rattacher ces
éléments aux fonetions relatives à la surface, nous ferons d'abord usage
d'un second repère mobile, donl les vecteurs seront représentés par des
lettres accentuées, les former de l'faflfpar des lettres GJ, et résultant du
repère arbitrairement fixé par une rolalion d'un angle <p autour de la
normale n; d'où

(I09) | a^f?*" *''>Ze^jV 9
ou

= co, cos? -f- w2 sin?,
= — wt sincp -+. ojj cos?,

(109')
, = (Oj3 coscp-h w13 s in? ,

j ~ — w, 3 î s in?-f to^ cos? .

En faisant entrer la courbe considérée dans une famille de courbes
coordonnées tracées sur la surface, nous pourrons, le long de cette
courbe, identifier les repères ma', a'.,n et mtqn; alors

HT! = ds = = - : ? W » = O,

cos? sin?
lo i du)* —

__ <*>l CO13 -f- (i)j(O2 3 (Oj W î 3 —

Nous poserons

(no)
y(*) = (D^jji— w s w , 3 = A.j(a>'f-r toj) -h(A:>— A:,

Tj( ') = [ o)i to2 ] = [</, m . dî m ],„

formes donl les noyaux sont

) = n̂a? hit3(a,a1H-a1ai)-+-^aJ = —^11 = ,
(no')

les trois premières formes étant symétriques, la dernière alternée. Intro-

(') Nous disons torsion normale au lieu de torsion géodésique*
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duisons en outre

On aura alors les formules connues

W12 ri

A ' = 737 =

k = - y - =
m (2)

y = *i cos* 9 -+-2^3 sincpcosç

L A:,) sinçcosç.

Pour la premiere ligne coordonnée cp = o,

pour la seconde ligne coordonnée 9 = - (les paramètres correspondants

étant accentués)

Si le premier repère est principal, A 3 = o, a, et aH étant les tangentes

aux lignes de courbure, kx et ku les courbures principales, etc. , on

retrouve

\ k = ki cos2 o -h A:,, sin2 9,

f / / _ ( A „ — À , ) sin 9 cos cp,
(na)

et leurs conséquences bien connues sur lesquelles nous n'insistons pas.
Mais nous allons revenir sur les expressions vectorielles des quantités
attachées à une courbe

(n3)

g = - =

H

= g'xq=rot , t= — div,q,

Les formes données à k et A, éléments communs à toutes les courbes
tangentes en m, proviennent des relations

x

x
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et des développements de

On parvient aux expressions de Laguerre, Darkoux, et autres ana-
logues de la façon suivante :.

Y,/ - VN(fr> l%' ) _ f u a r fw 'i >t V,t, V,t = qf,
dk

et de même, en utilisant la symétrie de f(:l)

f~ =VJi x t ~ f( J) ̂  r q — ( irl

De même que nous avons posé

nous poserons

\lors

g«) = - i | j x f «*) j = — J x Dfr>) = H J - J x

f"»= HOl< J xg">.
gi/')= (c*ï) V? -'H —.1 x tW,

La propriété de symétrie de f*:r entraîne

(n4) î-f

donc g (I) n'est ^métrique que pour les surfaces à courbure moyenne
constante; et en oénéral les g*/1', comme les fW, ne sont pas totnlemenl
symétriques.

La fonction de Laguerre est

fl) S * ' = ; ? - * " ' * « ' * .
celle (ie Durboux

11 est commode de moditier la fonction de Laguerre en substituant



à f- sa partie droite

d(*> = Df(2) = t{*> — H ew = i (ö x gw\ = Jg<a),

et de considérer aussi la suite des noyaux dérivés

Nous poserons encore

V- d'/'ïgt//, 1>2= X — II = f ( * — *') = * (excès de courbure normale).

D'où la loi de formation générale

qui, pour p = 2, donne la fonction de Laguerre modifiée et celle de
Darboux (•)

de

(116')

Les fonctions D,, et Gp (/>>a) sont les fonctions les plus simples
communes aux courbes tracées sur la surface et tangentes en un point;
les noyaux d ^ et g{P> en fournissent d'ailleurs d'autres quand on opère
avec eux sur des successions de facteurs t et q rangés dans différents
ordres : les diverses fonctions ainsi formées sont liées par des équations
dues aux formes initiales de dl2) et g{2) (homographies droites), à la
symétrie de f:l), et aux relations introduites par dérixalion des noyaux.

( l ) De mt>me pour la fonction de Laguerre F3 et la courbure normale F3

„ d*2 n dk i

Voir une Note de l'auteur dans VEnseignement Mathématique, t. XXV, 1936,
Oi 1, 2, 3 (erratum corrigé au numéro suivant).
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36. De (106) on tire les formules superficielles relatives aux courbes

i = dst .
ds

qui mettent en évidence l'unique invariant superficiel g = - • Ajoutons

que pour la connexion induite d'une courbe tracée sur la surface, on
retrouve

Vm = ds.t,

qui montrent que cette connexion coïncide avec celle qu'a la courbe
dans l'espace, indépendamment de la surface sur laquelle elle est tracée.

37. Pour traiter les problèmes relatifs à des lignes tracées sur la
surface et douées de certaines propriétés géométriques, deux procédés,
à la vérité assez voisins, peuvent êlre employés.

Dans le premier, une ligne possédant une propriété sera caractérisée
par un système de PfafV déterminé, dont les équations devront être com-
patibles; si la lii»ne doit posséder également d'autres propriétés corres-
pondant à un second syslènu1 de PfafF, il en résultera un système de
Pfa(V total dont les conditions de compatibilité devront être formées; on
pourra aboutir à une impossibilité ou à une indétermination plus ou
moins grande, ou chercher les conditions a imposer à la surface pour
arriver à certaine compatibilité. Les méthodes de discussion des
systèmes de PfafF établies par M. Cartan permettent de poser et résoudre
ces problèmes.

L'emploi de tels systèmes de Pfaff revient au fond à une dillerentiation
le long des lignes considérées. Ainsi les lignes usymptotiques, les lignes
de courbure, les lignes géodésiques sont caractérisées respectivement
par les systèmes de Pfaff

HT> = ^ TOi3 —-

équivalents aux conditions géométriques

k = o, h = o, g = o.

Dans le deuxième procédé, que nous allons employer, on ne s'atta-
chera plus à une ligne jouissant de la propriété considérée, mais à



Vensemble des lignes répondant à la question en considérant l'équation
différentielle qui définit toutes ces lignes sur la surface, et que Ton sait
du reste obtenir à partir du système de Pfaff précédent. Asymplotiques,
lignes de courbure, géodésiques, seront ainsi données par les équations,
rapportées à un repère arbitrairement fixé

(p('ï — (ij, O),3 f- (O2(O23 = O,

r — (0,2(0)1 J- 0)5 ) , cO| fit»*— w s diOi = o.

Si une ligne doit jouir des propriétés caractérisées ainsi par des
équations différentielles (non linéaires en général), on devra ici encore
établir les conditions de compatibilité d'un tel système. Et pour cela,
les équations différentielles qui le composent pouvant être d'ordre*,
différents, on prolongera le système par des différentiations (et Ton
effectuera, au besoin, les intégrations possibles) jusqu'à ce que les
éliminations des dérivées d'ordre supérieur permettent d'arri\er à un
système d'équations du premier ordre, dont la compatibilité exigera
qu'elles aient un ou plusieurs systèmes de solutions communes. On se
trouvera ainsi ramené a la discussion algébrique de racines communes
à un système de formes binaires. Le calcul peut naturellement se faire
après le choix de paramètres j / , et u>2 Mir la surface, ras auquel on se
ramène à des équations différentielles ordinaires; il peut également se
poursuivre avec des formes de Pfaff indépendantes o), et '•>•> et des déri-
vées par rapport à ces formes. Dansles exemples sui\ants, nous emploie-
rons les méthodes équivalentes du calcul géométrique.

38. LLGINES DROiTis st'R IJNK siRFACE— Elles sont caractérisées par

(117) [rfm.tt'm] ~[ffm(ft;m ?(2)n)] — o,

soit

Elles sont donc considérées à la fois comme géodésiques et asympto-
tiques, et deux des équations entraînent la troisième; F = o donne

^ l <7m.

Différentions la seconde équation et tenons compte de cette condition



- 72 -

Bornons-nous au cas X ^ o; on peut remplacer le système donné par

| çp(3) = f(:0^(</m)')= o (fonction de Laguerre nulle),

c'est-à-dire que les formes symétriques f(2' etf r devront avoir au moins
une direction commune; ou si Ton préfère, les formes algébriques <p(a

et<pl3) en w, et G>2, au moins une solution commune. On sait discuter
complètement à ce point de vue le système de deux telles équations, une
du second degré, l'autre du troisième. On peut donc foi nier les condi-
tions auxquelles doivent satisfaire les coefficients de o - ri o { pour que
la surface considérée soit simplement ou doublement réglée, ou déve-
loppable; on remarque dans ce dernier cas que si f(2) a une direction
double, celle-ci appartient à f:j). Il est du reste plus commode pour la
discussion de revenir aux noyaux extérieurs, en posant

Remarquons que le procédé suivi indique que si une géodésique fait
partie d'une famille de lignes caractérisée par un noyau géométrique,
elle appartient aussi à celles qui sont caractérisées par tous les noyaux
dérivés suivants. Dans le cas précédent, si les conditions de compati-
bilité sont satisfaites, les droites satisfont aussi aux équations

39. LIGNES PLANES SUR UNE SURFACE. — Leur équation différentielle est

(119) — =[flm.dim.dim] = ü (').

Nous allons établir des formules de récurrence, analogues aux for-
mules (io4) et (io5) du paragraphe 34, à partir du repère mtqn et de
formes différentielles B J ( 2 ) ; nous écrirons ds, d2s, . . . pour mt, dw\ . . . ,
en nous rappelant que nous avons posé £(2) = ds'2. Avec

(io4') dP+*m = Tïj'('+"t — ïïTl^H"nq H- w'f+ | ln,

(l) Nous écarterons en général le cas des lignes isotropes et autres cas singuliers,
(3) On pourrait établir des formules analogues à partir des trois vecteurs dm, «^dm, n,

ou de dm, dn, n, de même les formules pour rf(p+l)n, et aussi employer les différen-
tielles de a , aSi ae.
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nous aurons comme précédemment

Soit d'autre part une forme différentielle à noyau superficiel

' — a*/'1 i't" dsP,

Nous avons pu écrire ici V,a(/>) = a(' i+u au lieu de Va*'" parce que ce
noyau n'opérait que sur des vecteurs superficiels rfm, et </,t = Gj,iqau
lieu de r/t parce que.1 le noyau a^1 était superficiel. On a dans ces con-
ditions

-t -J.

formule à lacjuelle il n'̂  a rien à changer si l'on differentie en dx.
- Pour les premières différentielles de dm, on aura

q 9^ n,

ds

Mais d'après (12.0)

aussi on peut écrire

nr',:n = 9(3) -+- 3 — ——7

Dans le cas des différentielles superficielles, les formules (io4')
et (io5') sont à modifier. Avec de nouveaux coefficients w

(124)
tTi(/'+l ) =zz //©y» —
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les n, dis, ÜT23 n'intervenant plus. On voit dès le troisième ordre la
différence entre (d:lm), et rf*m

Si nous revenons au problème posé, l'équation différentielle du troi-
sième ordre des lignes planes peut s'écrire

ra,,1 r —

is'*} pouvant prendre les formes (12'*) ou (122').

40. Lu;NFs r. OI>KS[OIES PLAINES. — On a alors

r = dV = o,

et l'équation (119') se réduit à

donc les lignes ««éodésiqucs planes sont avjmptotiques ou principales.
Le premier cas, traité au paragraphe 38, nous ramène à des droites. Le
second, cas^particulier des lignes de courbure planes, correspond au
système

î 7 |2) - g l

Il se traite comme précédemment et nous sommes ramenés à

v(») - gr\) ̂ (r/m)3*=- o (fonction de Darboux nulle).

Les conditions de compatibilité de ces deux équations mèneront,
suivant les cas, aux surfaces avec un système de lignes de courbure
géodésiques et planes, ou les deux. Comme (rfm):i est symétrique, on
peut du reste substituer à g<3) sa partie totalement symétrique, et con-
sidérer ainsi g121 et g m comme symétriques. Ici encore y(P]=zo tout le
long de telles lignes.

LIGNES DE COURBURE PLANES. — En employant pour cr3
3) la forme (122),

l'équation (119) s'écrit, en tenant compte de j/ (- = o,

(') 'L±\ r — ?(*. dr = o,

ïf^s — drds
ds "9TÖ" "' dç1
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et en intégrant

(ia6) ' ï-jr^ = - = tangOo, constante.

Ce résultat connu nous mène au système
/

r — y(2) ^5cot80— o.

En diflérentiant la première de ces équations, d'après (120)

et tenant compte du système précédent, on est ramené à

) m (2) 8(2)
1 v i ' — y c o t "u . —— O»

' • as

ou plutôt, en rendant rationnelle la dernière équation,

( i > 8 )

On a à chercher ici les solutions communes à deux équations, Tune
du second, l'autre du sixième degré avec un coefficient variable ('), pour
discuter le cas des surfaces à un ou deux systèmes de lignes de
courbure planes. Si les conditions requise* sont satisfaites, on retrouve
un énoncé géométrique correspondait à l'expression de la fonction de
Darboux - ^ le long de ces lignes

—j = 9.cotv0.ke = 7.ge,

cas particulier de (116').

41. Tjc.Mtt nE LACUERHE PLANES. — Nous entendons par lignes de
Laguerre celles le long desquelles s'annule la fonction de Laguerre et
qui satisfont par suite à l'équation

—7 ï^j-

as* as

(2)

d* = o,

(') Plus e\aciemnii, le système (128) correspond aux lignes de courbure planes dont
'es plans coupent la surface sous le même angle 60; pour étudier le cas général, il
faudra une nouvelle élimination de 69 après dérivation. La même remarque est valable
pour tous les cas où l'on aura procédé à des intégrations.
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d'où l'on peut tirer

On a alors aussi

Pour les lignes de Laguerre, l'équation des lignes planes se réduit à

En intégrant

^i? + $ï) = r°' constante.

Géométriquement, ceci exprime que le long des lignes de Laguerre
planes

£ -_ I - ?! - , .
*» A: " it' " °'

on -f
A*

Pour former le système algébrique à discuter, on éliminera F entre
les deux équations

On obtient l'équation du douzième degré

(I3O) 2r(12)=4.2)'?.i)»_ î )( fo9(2)

contenant le coefficient arbitraire c0, qui avec

forme le système cherché.

42. CERCLES GÊODÉSIQUES. — Leur équation est

r
— = £0, constante

ou

dr.ds — 3IV^ = o.
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On fera facilement l'étude des lignes nsymptotiques ou principales
qui seraient des cercles géodésiques. Pour les lignes asymptoliques, on
obtient ainsi le système (dans lequel la seconde équation a été rendue
rationnelle)

040

formé d'uni1 équation du second degré el d'une du sixième avec la
constante arbitraire gin donc possible à discuter.

Pour le* lignes de courbure, on aura le système analogue

Les cercles géodésiques plans donnent un système plus compliqué;
l'élimination de f, dY et d2s montre qu'ils satisfont à l'équation

A ' , , ' M ? 1 1 1 ' { A ' , , ' / * . - , " ' 1 ) 5 " t v t s ) = l l

qui, rendue rationnelle, est du douzième degré, soit

- o .

Par dérivation et nouvelle élimination de F, on obtient

ou, en tenant compte de Téquation irrationnelle précédente, une équa-
tion rationnelle du dix-huitième degré, qui avec l'équation du douzième
degré, forme le système algébrique à considérer.

VI. — Déplacement parallèle et réseaux angulaires.

i3.

(107')

Les formules

t

q

tl 1 ̂ T̂

" * Q

= a,
= —a,

- rist .

cos 9

sin 9

ds.

a 2 sin «p.

a* cos 9

permettent, à partir d'un point m0 de la surface, le développement sur
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le plan tangent en ce point des courbes issues du point et tracées sur la
surface; il suffit, pour obtenir ces aplanies, de remplacer dans (107')
les différentielles en ds par des différentielles en d. On sait que ce mode
de développement permet l'introduction de la notion de déplacement
parallèle (translation géodésique) sur une surface, et a donné naissance
au groupe d'holunomie de M. Carlan. Nous allons reprendre ici la
théorie du déplacement parallèle; les formules générales

(76) d<* = d»* -'- w,,(vr x $).

(76') V«<I>:=Vwcï> ( J x * ) . f

s'appliquant en particulier aux vecteurs

montrent que la différentielle comitante d, se réduit à la différentielle
relative au repère dM pour un déplacement le long des lignes d'équation

w,, - f x flm - — [gdm] — o,

c'est-à-dire pour un déplacement tangent en chaque point au vecteur g
attaché au repère. A côté du double faisceau tracé sur la surface par les
lignes de base, trajectoires des champs de vecteurs a, et a2

(o, - ai x dm _ — [a*<7m] — o,
co, =_ a-» x dm — [at dm] = o,

il y a donc intérêt à étudier les champs de vecteurs f et g et les faisceaux
orjhogonaux de trajectoires qui leur correspondent; nous poserons

f.)l2= g x dm = [îdm].

Mais si l'on passe du repère superficiel a,a2 à un autre repère a', a'2,
les formules
(109) j a ; ^ a a^^a

montrent que les vecteurs f et g restent les mêmes si le second repère
fait avec le premier un angle y constant; on a aussi dans ce cas

d BJ — **(!) j V jj = VQ) .

Aux champs de vecteurs» a, et a2, ou aux champs de repères a,a2, on
peut donc, pour ce qui concerne les vecteurs f et g, substituer les champs
d'étoiles, une étoile étant constituée par un corps superficiel de vecteurs
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unitaires invariablement liés entre eux. De même les faisceaux de trajec-
toires ai, a2 serojit remplacés par un réseau angulaire (•), défini à
partir d'un faisceau a, par exemple, par tous les faisceaux de courbes
coupant les premières sous des angles constants; l'équation différentielle
d'un tel réseau est par suite

( i \ Z ) o j j ( h u — o . , • / ( . ) , - < l s \ d y = - o . [ g <tm] / ) x

Nous avons parlé de vecteurs unitaires, mais à un champ de vecteurs
quelconques v on peut évidemment superposer un champ unitaire a<, de
sorte qu'un faisceau v donne naissance au même réseau angulaire, et à
la même étoile en chaque point, que le faisceau ai superposé.

Toute distribution ou champ de vecteurs v sur une surface fait donc
apparaître sur celte surface un réseau angulaire, et tous les vecteurs des
étoiles correspondantes sont transportés parallèlement à eux-mêmes (au
sens de Le\i-Civita) si l'origiue ou centre de l'étoile se déplace en
chaque point taiigentiellemenl au vecteur g, c'est-à-dire suivant les tra-
jectoires du faisceau d'équation M , 2 = O (correspondant au réseau
dL),c/cija—r,}.1d(»)l= o). Nous proposons d'appeler ces courbes les direc-
trices ("2) du réseau angulaire, leurs trajectoires orthogonales, aux-
quelles f reste langent, les lignes de Jronl correspondantes; le vecteur f
peut s'appeler Jront du réseau, g guide ou gêodrse du réseau (ou de
l'étoile).

11 ne s'agit naturellement pas, dans le déplacement parallèle, d'un
déplacement d'ensemble qui aurait lieu simultanément sur toutes les
directrices du réseau, mais seulement le long de l'une d'elles.

44. Les vecteurs f et g étant assujettis à la seule condition

(88) rot,, f = — cliv,g = — K,
(83') w'ia = —K[w,wj].

une famille de courbes donnée par une équation de Pfafl II = o peut être
considérée à volonté comme un faisceau de directrices ou de lignes de
front pour un ou plusieurs réseaux angulaires à déterminer, et une ligne
quelconque de la surface peut entrer arbitrairement dans un tel faisceau.

(') Nos réseaux angulaires sont les faisceaux de congruences de Kicci el Levi-Civita
{Math. Annalen, t. 54, 1900). Co sujet no semble pas avoir reçu les développements
qu'il comportait.

(a) Ces courbes sont généralement désignées dans le plan comme isoclines d'un fais
ceau (générateur) de courbes intégrales; le nom de directrices, qui semble mieux
convenir ici, leur avait été donné à l'origine par Jean Bernoulli.



Pour développer cette ligne comme on l'a exposé précédemment, il
suffira ainsi de la considérer comme une directrice de déplacement
parallèle, donc do choisir comme repère (pour la surface) le long de In
ligne un de ceuv qui sont contenus dans une étoile dont le guide g est
tangent à la ligne; on a alors le long de la ligne

t/s

Comme nous l'avons fait dans le plan (§ 17), cherchons quels vecteurs
partagent avec les vecteurs unitaires la propriété que leur noyau dérivé
superficiel soit une djade. Soit v un tel vecteur, et supposons que le
champ a, soit superposé au champ v

les vecteurs v et w étant rectangulaires, \SY ne peut être une dyade
que si

Les courbes c> = c.onsl. ou di==o sont donc confondues avec les
directrices &),.,= o du réseau angulaire «lélini par le champ v; le long de
ces directrices le vecteur v reste de grandeur constante et est transporté
par éqnipollence ; autrement dit, la grandeur d'un vecteur v répondant
à la question n'est fonction que de sou inclinaison, si Ton considère
celle-ci comme invariable le long d'une directrice correspondant au
champ.

La formule obtenue pour \sv peut être écrite dans le cas général

(i i i ) V s v - v — ! ^ - wf {V' — Y*).

de sorte que les deux termes du second membre se rapportent, l'un au
module du vecteur, l'autre à sa direction ou son inclinaison; en compa-
rant ( 144 ) «

VN.v= i(Y' w 2 ) x \ \ v .

on voit que f est bien défini à partir d'un champ v quelconque par

045) f = - J . w
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On a aussi évidemment

f = — ~ v x?V,w = ^ ( w x V,v — v x V,w),

mais on voit par contre que

V, v x w — V, w x v = v1 ( f —

rotjV.v -+- roljW.W = t'2( f •+

La dernière formule donne

f = — I rol^v.v -1- rot^w.w ;

1 / Veâ

= - R o l J X V -i HotçW X W H

= ~ (rotsv.w—-rot^w.v-f- -^-.

De(i>(4) et(i46), on tire

047), V,v =

= -I-(div<v.w--h rot^v.wv — - (J x

On tire aussi de (i44)

divjra,= i

15. Nous aurons parfois à mettre en évidence les paramètres des
lignes de base du repère a ^ ou du similirepére fg; nous poserons
alors

a l = A I ^a , ,« , )Va l , a 2 =A>(a , . a 2 )Va 2 , £ = I»(A. {X)VX, g = Q(X, \L)V\L,

les paramètres et fonctions introduits étant du reste soumis aux condi-
tions résultant des relations entre a,, a2, f, g, K (de telles formes sup-
posant aussi ki connaissance de fdCteurs intégrants de w, = o, etc.).

Quand on passe, par rotation de 9, d'un repère ata2 au repère a',a'1T

on substitue à fg un similirepére f'g'

a', = <•«*? ai. f = f V?.

L'opération générale qui fuit passer de fg à f g' est une similitude de

TIIISK DELENS
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rapport et d'angle variables en tout point de la surface; nous pouvons
envisager différents cas où cette similitude remplira certaines condi-
tions, qui se traduiront pour o par une ou plusieurs équations aux déri-
vées partielles auxquelles cet angle devra satisfaire, conditions dont la
compatibilité ou l'indétermination sera à étudier. Nous dirons alors que
les réseaux (angulaires ) a, et a', sont assembles par telle ou telle opéra-
tion.

La notion la plus importante semble celle des réseaux assemblés par
homollictie, que nous appellerons réseaux directement associés (ou
associés directs); les réseaux directement associés ont en commun les
deux faisceaux orthogonaux de directrices et de lignes de front et par
suite aussi les réseaux angulaires engendrés à partir de ces faisceaux.

Revenons sur les propriétés géométriques des réseaux angulaires; la
formule déjà établie

g = A'ia, — #2(— a,)
ou son équivalente

^?o=^i c o s?w -é'iwnÇu (? = ?u. constante)

qui donnent la courbure géodésique en un point des courbes d'un réseau
angulaire montrent que le vecteur g est la résultante de deux vecteurs de
courbure géodésique de courbes orthogonale* du réseau, et qu'il résume
par suite en tout point le* propriétés de courbure géodésique de ce
réseau. Représentons par <l> l'angle (a,, b f ) , en posant

ffx = ƒ cos4>. jîfa = ƒ sin4>.

La ligne du réseau tangente à f a donc la courbure géodésique
exlrema dz ƒ ; la ligne du réseau tangente à g a au point considéré une
inflexion géodésique, c'est-à-dire qu'en ce qui concerne ses éléments
différentiels superficiels, ils ne diffèrent de ceux d'une géodésique qu'à
partir du troisième ordre. Ceci explique pourquoi le déplacement paral-
lèle, guidé le long d'une directrice, peut être appelé translation géodé-
sique, et le \ecleur g le géodèse du réseau.

Quant aux courbures géodésiques des lignes de front et directrices,
elles sont données par

Ts=-r TE ')Our£>

g = — #i sinq> £«cos4> ,77
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4-6. Considérons maintenant les réseaux directement associés à un
premier réseau angulaire; nous obtenons pour cp l'équation aux dérivées
partielles

(. >i) g'x £ = [f f ] , - IVç.f],= o. [»„</*] = o.

M étant un facteur intégrant de l'équation GJI2 = O; d'autre part,
d'après (148),

£ =_ I» VX. 9 = F(X). fonction arbitraire de X,

f _ p V X - ' -— VX1 - 1 A ~ M dX A'

À tout facteur intégrant de l'équation des directrices correspond donc
un réseau associé direct du réseau primitif, et inversement. Mais d'après
la condition des rotationnels, on doit avoir

k = [V logM.f ] = - g x V logM.

M = — — no peut par suite en général être constant ni indépendant de jx

sur toute la surface.
Si l'on superpose localement en m au repère a, a., un repère a',a'2, les

lignes des deux réseaux tangentes en m y auront pour courbures géodé-
siques respectivement £~ et (M {- i )#?o. Donnons un exemple pour le
cas du plan (et des .surfaces développables) où, contrairement au cas
général, on peut prendre M = Mo, constante.

Soil le faisceau linéaire de cercles passant par deux points fixes o,, o2,
d'équation

./•' j '— > Wj — a' — o.

faisceau générateur d'un réseau de loxodromies, qui comprend aussi le
faisceau orthogonal de cercles dont O| et o2 sont les points limites de
IVmrelet, donné par

.r'— -} A x -r j ' f a' — o.

Considérons en même temps le double faisceau de coniques homofo-
de foyers o, et o2, d'équation

également générateur d'un réseau angulaire.
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Soit a» le vecteur unitaire tangent à un cercle du premier faisceau,
vecteur faisant l'angle a avec Taxe f o2o, ] ; on a pour le premier réseau*

Mais pour un déplacement angulaire da du rayon d'un cercle du

premier faisceau, une bissectrice de l'angle o4 mo2 tourne seulement

de - d<x, donc pour le second réseau angulaire

Les deux réseaux angulaires considérés sont donc associés directs,,
l'homothétie étant constante et de rapport ; les centres des cercles
orthogonaux qui se coupent en un point m permettant la construction
de g, on retrouve ainsi une construction connue des centres de courbure
des coniques à centre : les cercles oscillateurs de coniques homofocales
en un point m appartiennent à un faisceau, homothétique dans le rap-
port 2 de celui formé par les cercles passant par m. et pris dans les fais-
ceaux linéaires déterminés par les deux foyers (points de base ou points
limites).

Les directrices (isoclines) et lignes de front des» réseaux associés pré-
cédents sont d'ailleurs les hyperboles équilalères concentriques dont o,
et o2 sont deux points fixes symétriques par rapport au centre, d'une
part; les lemniscales orthogonales, d'autre part.

De même, si l'on considère un faisceau de cercles concentriques et les
droites concourantes orthogonales faisant partie d'un réseau de spirales
logarithmiques de pôle o, ce réseau est directement associé à un double
faisceau orthogonal de paraboles homofocales, et un raisonnement ana-
logue montre que le rapport d'humothétie est encore - ; on a donc, pour
construire les centres de courbure des paraboles, une construction sem-
blable à la précédente. Les directrices et lignes de front des réseaux
directement associés sont les droites et cercles du premier réseau, et
sont aussi communes à tous les réseaux directement associés, définis à
partir de faisceaux formés de courbes homothétiques par rapport à o.

47. La théorie des réseaux directement associés s'applique aux pro-
blèmes de raccordement des plans aux surfaces ( •) (coordonnées géodé-

t1) Pour les espaces euclidiens tangents et oscillateurs à une variété de Kiemanu, cf.
E. CARTAN (E. H.).



— 85 -

sîques, coordonnées normales). Soit en effet un premier réseau corres-
pondant à un front f ; comme nous l'avons vu, il y a généralement en
un point m0 une ligne de la surface, tangente à g, qui possède en ce
point une inflexion géodésique, et une seule,

Considérons un réseau associé direct, de front

On peut évidemment choisir l'étoile du second réseau pour qu'elle
soit euclidienne en m«(ou que le réseau soit euclidien en ce point);
joutes les lignes du second réseau auront alors en m0 une inflexion géo-
désique (il suffit que cela ait lieu pour deux lignes du réseau); on prendra
Y satisfaisant à

( S ) ° - fi=0-
Mais on peut plus généralement choisir la fonction arbitraire F pour

avoir
dV

et alors le sceond réseau est euclidien tout le long de la ligne JUL = JUL0,

constante, c'est-à-dire de la ligne de frónl passant en m0; or nous avons
vu qu'une ligne arbitraire pouvait servir de ligne de front, donc on
pourra déUrminer un réseau euclidien tout le long d'une ligne quel-
conque de la surface. Le long de cette ligne, on aura aussi

48. Les réseaux directement associés, sur lesquels nous aurons à
revenir, rentrent dans la famille plus générale des réseaux assemblés par
une similitude d'angle constant, que nous appellerons réseaux asso-
ciés. Les réseaux associés avec un angle (b,, b',) — Vo, constant, corres-
pondent à la relation

d'où pour 9 l'équation aux dérivées partielles

( l53)



qu'on peut écrire

do sorte que l'ensemble des réseaux associés à un réseau angulaire esl
donné par l'équation V V 0 ^ o , qui correspond pour cp à un système de
deux équations aux dérivées partielles du second ordre.

Les réseaux associés sont en relation étroite avec une suite de réseaux
qu'une importante opération permet de déduire d'un réseau donné; nous
avons donné au paragraphe i i la formule

(145) f - „ w x V,v
V1

définissant le front d'un réseau à partir d'un vecteur v d'un champ; la
suite de vecteurs

v = w x V,v t= ,[v.V,v]„ w = Jv,

v = w x Vxv, >

se déduit du premier vecteur y par une opération analogue à la dériva-
lion géométrique fournissant le vecteur Tsv X v; mais nous préférons à
relie opération celle définie par la formule (i {5), qui donne la suite de
fronts (et de guides)

(154)

pour lesquels on peut aussi utiliser les formules (i4*>)? donnant en par-
ticulier

(155)
f= ~(-Kf ,- ï g -^ 2

(l) On pourrait attacher à une des quantités/" ou log/ 3 le nom de (première) cour-
bure d'un réseau angulaire, et appeler I la seconde courbure ou torsion du réseau.
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t d'après ( i4 ; )

Si l'on part d'un premier réseau angulaire, de front f, défini par un
champ v, et que nous appellerons réseau dirigeant, le champ f engendre

à son lour un premier réseau dirigé, de front f, et une suite de réseaux

dirigés successifs, de fronts f, f, ete. La définition géométrique et la for-
mule (i4^) permettent d'énoncer l'importante propriété :

Tous les réseaux angulaires associés ont les mêmes réseaux dirigés
de tous les ordres; inversement, un réseau angulaire a pour (pre-
miers) réseaux dirigeants tous ceux qui sont associes à Vun quel-
conque d'entre eux (• ).

On voit qu'il y a là une notion analogue à celle de dérivées et de pri-
mitive* ; la condition d'association des réseaux peut donc s'écrire

(i»;) f'-f-

On a aussi les relations

La formule (i55) montre d'autre part que la courbure de la surface
intervient dès le premier réseau dirigé d'un réseau donné.

On pourra se proposer, sur une suite de réseaux dirigés, des pro-
blèmes de répétition et de fermeture qui conduiront à d'intéressantes
propriétés géométriques.

i9. Les modes d'assemblage des réseaux angulaires étant entièrement
arbitraires, nous n'en étudierons pas d'autres pour l'instant, mais nous
nous contenterons de signaler comment certains se présenteront. Rap-
pelons les notations

a,, a2— ***a,. v - ra | ( w = ^v. £, g = *3f,

à partir d'un repère en o>; de même à partir d'un repère en sy, les lettres

(') Vulrement dit, un ivséau dirigeant détermine un faisceau directeur (faisceau de
dirertrires) qui est générateur «1 ti réseau dirigé.



, correspondantes accentuées, et en outre

a', - *J*a,. b', - «J vb,. * ' - * = V - ? ;

les lettres se rapportant aux réseaux dirigés porteront des astérisques.
Etant donnés deux réseaux angulaires, ils déterminent sur la surface

des faisceaux de lignes suivant lesquels une quantité scalaire en relation
avec ces réseaux restera constante — nous dirons permanente— le long
de la ligne; si ces lignes sont douées de propriétés caractéristiques, ou
rentrent dans l'un des réseaux considérés, il en résultera un assemblage
particulier: «et assemblage donnera une propriété de réseau si le second
réseau se déduisait déjà du premier par une opération connue. On
pourra par exemple considérer les lignes pour lesquelles o ou ^ est per-
manent, o u / - , etc.

Dans les réseaux angulaires figurent, à côté des faisceauxgénrnttcurs
de ce réseau, des faisceaux parasites obtenus en groupant autrement
les lignes du réseau. Si l'on part d'un faisceau générateur, les lignes du
reseau coupent toutes sous angles permanents celles du faisceau et sont
les seules à avoir cette propriété. Etudions les réseaux engendrés par les

faisceaux parasites d'un premier réseau. Pour a't = cK ̂ a,, on doit avoir

(iî8) Tz y a', — (f—f ) < a', - o.

Autrement dit, le long des lignes de ce faisceau a',, on a la relation

OU

( f x''m-;L.)-( f x' / i n-J_) = <

obtenue en retranchant les équations différentielles du second ordre des
deux réseaux, ce qui donne l'équation du premier ordre du faisceau
commun. Mais nous avons établi la condition d'assemblage pour le cas
où f était le front du faisceau a',. Sinon, comme le montre le calcul
précédent, deux réseaux angulaires déterminent un faisceau d'équation

V<D x dm = ( f —f ) x fim = o.

formé précisément par les lignes à <p permanent entre les deux réseaux.
Si ce faisceau appartient à l'un des réseaux, il faut joindre à la précé-
dente l'équation différentielle de ce réseau, et il appartient aussi au
second réseau.

Cherchons encore, dans un réseau donné, à«déterminer le faisceau
injlexionnel, formé des lignes qui sont les lieux des points d'inflexion



géodésiquc des courbes d'un faisceau générateur. Pour une ligne 9 =
< ons tante, en un point d'inflexion géodésique

L'équation différentielle du faisceau inflexionnel est donc rfç0 = o ou

A'i dtfi — éTi <lg\ = ^ i g ^ ^ ' — ƒ ' * ) x dfoa = o.

( f — f ) v r/m = o.

Par suite, le faisceau inflexionnel est le faisceau à <& permanent
entre le réseau dirigeant et le premier réseau dirigé ( • ).

\ux points où la ligne t du réseau est tangente à l'inilexionnelle cor-
respondante

<(m - t ds _ h* <k ~ tU
f g ( t - eJ<?«a, ) ,

i ; g'^st . . . ,
^ f x g - ^ — - div<b|= mi«bt=:o.

donc la directrice g possède, comme la ligne t, une inflexion géodé-
sique; d'autre part, le long de t

et par suite la ligne t possède un méplat; les choses se passent comme

dans le plan ('-), K n'intervenant pas dans le produit f X g.

OO. Lir.NES flÉODÉSIQlES ET RKSEVLX S'Y RAPPORTANT. — NOUS a l lons

chercher, par les méthodes des paragraphes 37 et suivants, quand un
réseau angulaire contient des géodésiques. Les géodésiques formant
aussi un réseau, nous a\ons à considérer les deux équations

| ds'(i x f/m) — T = o.

En écartant le cas des lignes isotropes, on peut remplacer ce système
par

r = o.
f > f/m. = o.

(M Ce résultat est évident par la géométrie, mais nous n'avons pas en vue ici ce
tfenre fie solution.

O Cf. i:. BARHK, Note sur les lignes isoclines (C. R. des Séances de la Société
math, de France, ujai).
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qui montre que les géodesiques d'un toi réseau seront ses directrices;
d'après (120), ce système est en général équivalent à

!

f x

On obtient immédiatement la condition de compatibilité qui caracté-
rise les réseaux angulaires possédant un faisceau de géodésiques (direc-
trices)

(•63) y'rot,b, =

soit

(163) ' f x g = - [ f f | , = / / s i n V = o,

condition qu'on peut encore écrire

(iG/) f'£V.f=/*ï.

Le fait qu'un faisceau de géodésiques sert de faisceau directeur à un
réseau dans lequel il entre suffit à montrer qu'à moins que f, et par
suite K., ne soient nuls, il est impossible d'avoir deux faisceaux de géo-
désiques se coupant sous angle constant (Liouville), mi même sous
angles permanents.

La condition ( i(>2) exprime, en ellet, que les directrices du réseau le
coupent sous angles permanents et cette propriété est caractéristique.
D'un réseau satisfaisant à la condition ( \(YÀ) nous dirons seulement que
c'est un réseau à géodésif/ues; on voit par la formule (i<>3) qu'un tel
réseau est directement associé à son premier réseau dirigé (et aux sui-
vants); nous dirons encore qu'il est, ainsi que tousses associés, pré-
geodésique et nous réserverons le nom de "éodèsiqtie a un réseau dans
lequel le faisceau directeur est un faisceau générateur, c'est-à-dire pour
lequel

(164) f-f,

condition qu'on peut écrire

('64') If -(K+/')g-^=o,

d'où

Un réseau geodésique possède, outre le faisceau directeur de géode-
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siques, le faisceau orthogonal de courbe* parallèles qui sont ses lignes
de front. Le réseau dirigé d'un réseau à géodésiques et de ses associés
(prégéodésiques) est un réseau géodésique (ainsi que tous les dirigés
suivants).

Mais un réseau à géodésiques peut aussi satisfaire à la condition plus
restrictive

(16Î) S V x g = o

exprimant que la solution de la première équation ( i(ii) est solution
double pour la seconde; cette condition se développe, en effet, en

(1G6) \ ou

[ I f — g —.

ce qui donne

f 166') ' = ~ ^ f -

Un tel réseau sera dit singulier; si un réseau géodésique est sin-
gulier,

(167) K '>ƒ*=" "» ''f^=mUf.

Les lignes à courbure totale constante sont les lignes à/'2 permanent
du réseau.

ol. L'équation (i63) montre que pour un réseau à géodésiques, le
faisceau inflexionnel est confondu avec le faisceau directeur; dans le cas
d'un réseau géodésique, ce faisceau se présente sous forme indéter-
minée. Nous pourrons interpréter plus loin la seconde équation (161)
eu la remplaçant par une autre de signification géométrique simple.

Si les conditions trouvées au paragraphe précédent sont satisfaites,
elles ont leur répercussion sur la forme qu'on peut donner au ds'1 d'une
surface.

Ktant donné un lel ds2,

fis* = EM du* *- «E,, «fa 1 duî-ï- K22 dul,



on peut le mettre sous la forme wj -f- w* par un choix du repère a< a2 ; ce
repère une fois choisi, on dispose d'une fonction arbitraire y(uSi w2)
pour passer, avec un autre repère a',a',, à une forme analogueGJ* -4-STJ.

Or, les conditions trouvées permettent de reconnaître, par des dille ren-
tiations, si le réseau angulaire correspondant à a,a2 ou a', a', possède des
géodésiques, el son espèce. Comme on passe facilement d'un réseau à
géodésiques à un réseau géodésique, nous allons supposer ce dernier
cas réalisé et étudier la forme type correspondante: nous prendrons

Ei = Va,. a » - V.Va,.

rot,ai = o.

uf>8)
ris" ~ o '-J (.) H = ffoi j V 5 f toi 5 ,

f ^ ^ V a , = - / a , ƒ =--- ~ ^ ,
O0L\ i\$ O0L\

Si le réseau géodésique est singulier, la fonction \ 2 doit satisfaire à
l'équation

En prenant — pour fonction, on intègre aussitôt, d'où

\H=
 l ,

\(a,).a, • BU,)

A etB étant des fonctions arbitraires de a2; on obtient donc pour ds- la
forme

comprenant les cas particuliers

(169') rts"=fi^ M* c!s* = f!<K^ ^ ' ,

5>oit le ds* plan et un ds~ de révolution.

52. On passe d'un réseau géodésique à un autre de même espèce par
une rotation o du repère telle que

(170) Y — 5 = IJO,' constante,

£
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d'où pour V l'équation aux dérivées partielles

(17O Ï(* ' VV).^vf] .«-o,

puis
? = V - U o .

Si Ton suppose que les repères a,a2 et a',a'2 coïncidaient respecti-
vement avec biba et b^b!,, la condition (170) se réduit à V = <p, aussi on
peut dire que les réseaux géodésiques assemblés sont isogyres.

Pour passer d'un réseau géodésique singulier à un autre de même
espèce, l'équation (16") montre qu'il suffit qu'on ail, en outre,

(17a) /'"-ƒ- 011 f*=f\

De tels réseaux sont donc aussi assemblés par rotation; on obtient
aussitôt pour o la condition

(i73)

condition qu'on peut ramener, en posant Vcp = 2 e *f, à une équation
linéaire pour oc. On peut aussi former l'équation en V,

ƒ171') f V\ = ^ T v f

qui remplace (171).
Enfin, la recherche des géodésiques à partir d'un repère arbi-

traire a, a2 conduit à l'équation aux dérivées partielles en <p,

C'est la méthode de Liouville qui donne les intégrales premières
connues dans certains cas simples (ds2 de révolution, ds2 de Liouville).

53. RÉSEAU\ ISOTHKUWES (') . — Un réseau angulaire est dit isotherme
(ou isométrique) quand on a

ou d'après
Y,f = Ytó

I = rolwg - divwf =

V) Cf. G. DARBOUX ( T . X S . ) , t. I .— S LIE (D. G.).
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C'est bien une condition de réseau; elle permet de poser

__ r — __ dp _ __ du __

le champ g étant un champ de gradients.
On sait qu'en choisissant des paramètres a,, a2 isométriques pour un

repère a|a» d'un réseau isotherme, on peut prendre

a, — Wa,. a« — \ Va2,
\ A( (X| ) ~ \ A ( Otj ) — \ ' | V(X| . V&•» |v l . \ QCj X Votj = : Oj

I I

A:<X| = V sx, — o. A,a. _ —V^a,-^=o.
î 2 2 2

Pour passer d'un repère quelconque a< a2 à un repère isotherme â â
on a à résoudre l'équation

avec

aussi la condition d'assemblage des réseaux isothermes est

dont on prendra la solution

F étant une fonction arbitraire, et F la fonction conjuguée, si l'on veut
pour <p une solution îvclle correspondant à une rotation du repère.

Avant de revenir à la solution générale de l'équalion

( 1 7 K ) A,a_o.
2

nous remarquerons qu'un réseau isotherme est caractérisé par la pré-
sence en chaque point d'une simili-éloilr isotherme, comprenant, par
exemple, les vecteurs

1 1 1

V/ = Va, — T a i , w, = Vou = r a2. C F T»
V \ A
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formée de vecteurs gradients de même longueur, et définissant toujours
le champ directeur

d'apre* ( 146) ou (170). La formule (147) montre aussi que pour tous les
vecteurs v, de celte simili-étoile, les noyaux dérivés V v̂/ se réduisent à
des homographie* droites, ce qui est aussi caractéristique d'un réseau
isotherme.

Le module de celte simili étoile demeure constant le Ion» des lignes de
front du réseau

(o,, ~ g *- r/m V;x x </m <>.

On voit mieux maintenant comment se pose le problème de la déter-
mination de* réseau\ isothermes et sa relation à celui de la représen-
tation conforme. Pour un lel réseau, en eflet, la fonction JJ. doit être
solution de l'équation

Si Ton considère alors deux réseaux isothermes avec

on aura
A j ( f x ' — f i ) = <). V( JJL'— ; J L ) = j V c p .
2

I p ' * x

de sorte que, de même que <p, la fonction JJL' — /UL = -log -£• devra être
solution de l'équation (178) et une solution conjuguée de la solution (p.
Mais une solution générale // de celte équation, du type u = o — t'y,
permet de substituer au repère a,aL» un similirepère v'wr par la simili-

Or, les simili repères v/w(- et v] w't définissent la similitude

Comme évidemment

entraîne

S devra être une solution de l'équation
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isomorphe de l'équation (178). Mais, en outre, on peut écrire

g'= li V,(n'Ol,) = I, V,( | i l l^- ? J);

donc 3> doit aussi satisfaire à l'équation

(180) I , V , K S = O.

Une similitude 2> satisfaisant à ces conditions étant trouvée, on pas-

sera, par la similitude e1, d'une simili-étoile isotherme •/ à une autre
analogue v)..

51. Une autre propriété des réseaux isothermes est la suivante : les
formules (90) donnent

(181)

A«a,=—/'a, : Ia2.

I = a» x Asa, = —• a, x A,a>;
1

donc pour les vecteurs unitaires a, d'un réseau isotherme, A^a, est sui-

vant le vecteur a<. On peut transformer cetle condition pour un vecteur

w x
(182) 1= — ^ Vlogp*xf;

aussi pour les vecteurs •; d'une simili-étoile isotherme, on aura encore

(182') W/X A.-V/= o.
22

Se peut-il enfin que le réseau dirigé d'un réseau isotherme soit lui-
même isotherme? cas dans lequel le premier serait en même temps pré-
isotherme. On pourrait répondre à cette question en cherchant à
déterminer V pour satisfaire à l'équation

ce qui donne une équation du troisième ordre pour p.. Mais on a plus
simplement

f P (

et si le réseau dirigé est isotherme, f et g devront avoir un multipli-
cateur commun les transformant en des gradients; ce multiplicateur
doit donc être une fonction de (j. seul, et en changeant le paramètre X,
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on pourra se ramener à la forme

f =

le facteur intégrant cherché étant -^—-• Dans ces conditions,

donc le paramètre X doit être une solution de l'équation (178), et au
paramètre p. on pourra substituer v tel que

On obtient ainsi pour /JL la nouvelle condition

y<* . . . .
Donc ~—• devra être une fonction de ;JL seul, ce qui déterminera ensuite

1

la fonction P; on voit que dans ce cas ^ est constant le long des
lignes /JL = const., c'est-à-dire des lignes de front du réseau isotherme
dirigeant; on trouvait d'ailleurs aussitôt cette propriété caractéristique en
partant de la formule (i")5) réduite à

et exprimant

084) d i v J = ~ f x V ~ =0.

La formule ( 155) donne aussi la condition pour'jqu'un réseau soit
seulement préisotherme

085) fxV^=gxvi.

Sur les surfaces développables, en particulier, tout réseau isotherme
est aussi préisotherme.

00. SOMMETS ET CERCLES GÉODÉstQUES. — Une ligne présente un

TIIKSE DCLENS 7
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sommei géodésique en un point quand la courbure géodésique y est
extrema; dans un réseau angulaire donné, considérons un faisceau géné-
rateur t :

t_-^?»a,. ,4' " f x t

II est bon de rappeler, ce qui. permet des interprétations géométriques,
que

)

le noyau dérivé relatif V<of intervenant souvent dans les calculs.
Un sommet d'une ligne t étant caractérisé par

(18Ü) (Vs.f— gf)*t' -V w f£t 2 -o .

il > a, en chaque point de la surface, deux lignes d'un réseau angulaire
présentant un sommet. On peut, comme on l'a fait pour les inflexions,
chercher les lignes de l'aile (lieux de* .sommets) des faisceaux généra-
teurs, et le faisceau l'ailier qu'elles déterminent; il suflit pour cela de
différentiel* l'équation [ i8(>) en gardant y,, constant, cl d'éliminer t entre
cette équation et celle ainsi obtenue

- > Viof J t q f x r/m = <>.

(187) î i V , V f f ) f (

c1 on a à former le résultant de deux équations du second degréT

il petit du. reste se présenter des cas singuliers si Tune des équations a
une racint1 double, ou chacune.

Un cercle géodésique ayant un sommet en chacun de ses points satis-
fera dans un réseau à l'équation

t/Mi x <lm - [tfm.ttMg]t— o.

qui est celle des lignes le long desquelles la différentielle relative de g
est dans la direction du déplacement, (l'est celte équation (188) qui
pouvait remplacer la seconde équation du système (I<H) relatif aux
réseaux à géodésiques.

En parlant de l'équation des cercles géodésiques sous la forme

T — £i)(fs] = o (,A'o constante),
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el v joignant l'équation des réseaux angulaires

on trouve que les réseaux à cercles géodésiques sont caractérisés par le
système

0 J ) I (Vf

de deux équations du second degré, dont Tune contient une constante
arbitraire.

Nous ne discuterons pas davantage ce système, qui peut mener en
particulier à des réseaux circulaires ou bicirculaires, ni les propriétés
qu'apporte à ces réseaux la condition d'isothermie. Nous n'étudierons
pas" davantage les réseaux à coniques géodésiques, ni ceux relatifs
aux cts2 di1 Liouville, et nous nous bornerons à un dernier cas assez
général, qui se ramène au précédent.

'il). RKSI:\I \ AiV.i LAIKES DKKiciKNTs ( ' ). Nous appellerons ainsi les
réseaux pour lesquels les courbures géodésiques de deux faisceaux géné-
rateurs sont liées par une relation identique, et qui satisfont donc à la
condition

D' après

on a

Pour les réseaux déficients

le faisceau inllexionnel est donc aussi le faisceau à f1 permanent du
réseau, et par suite ƒ ' dépond seulement de l'inclinaison <P; ceci est

( !) Cf. h propos «le cos réscauv G. DEMARTKES, 5M/1 certaines familles de courbes
orthogonales et isothermes ( Trav. et Mém. de l'Un, de Lille, 1901), et pour le cas
d u p l i i i i E . C e s à r o ( N . G . ) .
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bien d'accord avec le fait que

est alors une dyade et que par suite la grandeur du vecteur f doit être
fonction seulement de son inclinaison dans le repère mobile (§ 17).

Les réseaux déficients comprennent comme cas particuliers les
réseaux à f2 constant et les réseaux géodésiques. La condition pour
qu'un réseau déficient soit seulement prégéodésique serait

Dans ce cas, T\f serait également une dyade, et les géodésiques du
réseau en seraient les lignes à ƒ ' permanent.

Mais, dans le cas général, le faisceau inflexiouncl, qui est parasite
dans le réseau déficient, est formé de cercles géodésiques (•); en effet,
on a alors

c étant un vecteur arbitraire; le faisceau inflexionnel a pour équation

V * x dm = o.
Par suite, l'équation

Vfl)f J

qui donnerait les cercles d'un réseau est bien satisfaite pour les lignes
inflexionnclles.

,77. ROSEAUX ANGULAIRES INCIDENTS. — À côté des réseaux qui jouissent
simultanément de plusieurs des- propriétés précédemment établies, et
que nous ne pouvons tous passer en revue, nous allons revenir à la con-
dition d'assemblage des réseaux incidents, c'est à-dire qui ont en
commun un même faisceau de courbes, générateur pour un des réseaux
de l'assemblage, que nous dirons réseau de base de celui-ci, et parasite
pour les autres.

Nous avons établi, au paragraphe 49, que le faisceau à <p permanent
entre deux réseaux incidents

V$ x dm = o

doit appartenir à ceux-ci; en joignant à cette équation ctlle d'un des
réseaux

r - ( f x dm)ds'2 = o,

(') (i. Demartres (loc, cit.) n'a mis en évidence les cercles que pour les réseaux
déficients isothermes.
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on forme le système à satisfaire, d'où la condition d'assemblage en cp;
on peut en effet substituer au système précédent

o,

La condition générale d'assemblage est

Si Ton porte les vecteurs unitaires t et q suivant — Ö V<p et Vo, cette
condition exprime naturellement (t étant tangent aux lignes du faisceau
commun)

— divfI)q== rotwt = o,

c'est-à-dire la permanence de 9 par rapport au repère considéré.
Il existe une condition d'assemblage plus restrictive

(iyi) 8 ^ i ? x JVç = o.

Il j a avantage, pour interpréter ces conditions, à mettre en évidence
les front et guide fy et g.i du réseau de base de l'assemblage

La condition (192) s'écrit

donc ty est une fonction arbitraire de 9, ce que nous savions.
La condition (ij)3) donne après quelques réductions

d\)V) , V ? x ( £ vV<10 = o.

Considérons en chaque point le vecteur

symétrique de ai par rapport au vecteur t du faisceau commun; alors

f ' = f » Vu.

aussi le réseau a',, symétrique du réseau initial et incident à celui-ci, a
pour faisceau de front le faisceau commun, et par suite a pour réseau
dirigé le réseau de base de l'assemblage. On est alors ramené à l'étude
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des réseaux incidents ù leur réseau dirigé, les lignes de front du réseau
dirigeant constituant le faisceau commun; avec les méthodes déjà
employées, cela conduit au système

\ gxdm = o,

qu'on peut aussi écrire

(
I (V,f —

d'où la condition générale

(I95) fx(f-f) = o.

Dans un tel assemblage de réseaux incidents, assemblage dit singu-
lier, on a, à partir du réseau de base,

fxV? = f x ( f - f ) = o,
donc

l%.= o. z = F(;x ), fonction arbitraire de ji.

L'assemblage singulier de réseaux incidents est donc, pour les lignes
de front CJ,2 = O, l'analogue de l'assemblage par réseaux directement
associés pour les directrices o> l 2 =o. Tout facteur intégrant do l'équa-
tion < 'J , 2 =O donne un réseau incident singulier au réseau initial; dans
le v^a où celui-ci est isotherme, <v» r^ d'ailleurs une <Iillcrenlielle
exacte.

La condition plus restrictive

M«j<>) fxS(V,g ht*) = o

donne

(196') 1 • ,

Les lignes de front du réseau sont alors les lignes ù ƒ- permanent de
ce réseau et les lignes à courbure totale constante de la surface.

08. LES TRANSFORMATIONS iJNiiKiTKsiM \LKS ( ' ). — Certain*» des problèmes

précédemment traités peuvent être considérés du point de vue des

( l ) Voir sur ce sujet, G. BOULIGAND (G. Y.).
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transformations infinitésimales effectuées sur la surface. Pour une telle
transformation définie «lans l'espace

fëm = u,
© f/m = tfàm = du = Vu x <7m.

En nous bornant a u \ vecteurs v superficiels, nous pourrons dheore
poser, pour un champ de tels \ecteurs v et des déplacements superficiels,

O n aura en particulier

Il \ Mira souvent avantage à considérer, en même temps (pie le champ Y
et la transformation inlinitrsimale attachée, le rliamp défini par les \ e c -
trurs w = t l v , et Ton aura des cas particuliers intéressants quand ces
vecteurs pourront être fronts ou guides de réseauv angulaires :

roi, f = — <liv.sg = — K.

Gomme champs remarquables, on pourra considérer ceux pour les -
quels

{ mt ,v = o. A'V,v = o. v - = V a
I ( champ de gradients V
( div.v - o . |JV,v = o. v = ciV;i
/ (transfonnalion ^ con^ervunt les surfaces).

I ( Iraiisfoi'ur.ition ^ conforme).

et enfin ceux satisfaisant simultanément aux dernières conditions, ou

(*>oO SVj|V = o ( transformai ion ft conservant le^ longueurs).

Cette relation (201) exprime les conditions (Je Kill ing pour qu'une sûr-
face admette un groupe de déplacements à un paramètre ( ' ) . On peut
poser dans ce cas

<l) Cf. D . - J . S T H L I L ( M . ! ) . ) • '
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d'où, en appliquant la condition d'intégrabilité (98),

V,s v - — K w = — Va,

K. Iv*
Mais

div.«v = rotjW = o.

[Va.VK],= o, K = K(a) ou a = a(K).

Posons

(205) div,w = |( V*w = A,B = A,£J = — 2a,

relation à laquelle doit satisfaire K ; 'il s'ensuit que A(«) comme

sont fonctions de a seul, ou A(K) et Açk fonctions de K. Le réseau
1 2

angulaire défini par le champ v est donc à la lois géodésique et iso-
therme, son faisceau de lignes parallèles étant celui des lignes

K = const. ( a = con^t., P* = const. ) ;

on a du reste pour ce réseau

f = —*— - -ç—r v, g = T-T-^ VOL = V G(a),
p* A(a) ° A(a) v /y

A,v=~Kv, i w = - K w .

On voit aussitôt que le ds- de la surface est de révolution et peut se
ramener aux formes

(?o6) ds* = d*l -f- A? r/a'f = Aj|(r/af -+• </?2^

a2, (3.2, A2 étant des fonctions de en (ou p, ou K).
Pour une surface à e/s° de révolution, on peut encore dire que le

champ v est un champ de moments, ou mieux un champ de vitesses
(pour le déplacement superficiel défini par ??); considérons en effet
tous les \ecleurs unitaires a', issus d'un point de la surface; à chacun
d'eux correspond un front f'. Or des équations

(207) a', x V(v x a',) = a ^ V . v -- (f x a',) (v x a'a) = o.
(208) f x a', =0,

(209) ^v2a' , 2 =S
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1 une quelconque est conséquence des deux autres; une propriété carac-

téristique des ris' étudié* est que, le Ion» des gt.odésiques ( f ' X a ' , = o),

la projection du vecteur v sur la tangente à la géodésique est constante,

soit avec nos notations

( P07' ) v x a', = v cos 9 = const.

C'est l'intégrale première bien connue des géodésiques des ds~ de révo-

lution, avec son interprétation mécanique, et ceci précise en même

temps la signification de r.



CH4PITRE III.
GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE CONFORME DES COURBES ET SURFACES.

I. — L'espace conforme et le déplacement du repère mobile.

ÎJ9. Nous avons, au Chapitre 1 (V, $9), introduit les sphères et les
plans de l'espace euclidien (nous nous bornons ici au cas de n = 3
dimensions) comme produits intérieurs (avec le symbole X) de points
et vecteurs de cet espace, ou sommes de tels produits. On peut con-
sidérer ces éléments comme ceux d'un nouvel espace linéaire C., à
/i + 2 = 5 unités de base, qui. soumis au\ opérations du groupe con-
forme Gr, s'échangent entre eux comme les éléments primitifs d'un
espace projectif E, soumis aux opérations d'un sous-groupe ( \um précé-
demment considéré (IV, $ 0), conservant le produit intérieur relatif à
une hyperquadrique fondamentale ou absolu.

Nous admettons dans C, ridentilicalion symbolique des éléments
contrc\ariants et covariants et rappelons d'abord les dénominations
usuelles attachées à ces éléments et leurs principales combinaisons (̂  ),
les produit et carré intérieurs dans C, étant représentés, entre éléments
primitifs, par A | B et A1.

(co)-poinl A, [ ABCD] sphère (y compris point cl plan )
» de Tahsolu A ^ = o » -point (ou point)

un (oo)-point particularisé
de l'absolu E4 point à l'infini

(co)-points conjugués A | B = o sphères orthogonales
(co) point conjugué de Ev. A | E t = o plan
(co)-droitc [AB], [ABC] cercle (faisceau ou ivseau do sphôres)

Le passage aux coordonnées (pentasphériques) peut se faire, avec le
produit intérieur et par l'intermédiaire des grandeurs géométriques, de

( l) Cf. E. MLLLKR. Die Kugelgeometrie nack den Pn'ncipien der (ïrasstnann'schen
Ausdclinun£>sfehre{Monatvh. ƒ. Math. u. Phys., III, IV, i8(p, «%»).
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la façon qui suit (*). Pour deux sphères générales

A = aa' x a '= « (a" - R*u*j, B = pb 'x b"= p (b* - R'«u*),

(-;!(/) A B = — iaJ(t/«— IV-- R'1). A i

L'équation de la sphère A est obtenu avec le point variable X = x x

A | X = aâ r x x â"x - a (âx* - R*) = ».

Parmi les forme* du second ordre, celle* qui sont symétriques repré-

sentent les c\cl ides et définissant des transformations polaires par

rapport à ces surfaces ; les produits extérieurs du second ordre corres-

pondent aux cercles, et les transformations alternées qu'il* définissent

échangent une sphère passant par le cercle considéré en uuc sphère

orthogonale du même faisceau, et. pour une sphère quelconque, annulent

la composante orthogonale au cercle considéré.

Pour donner quelques notions des configurations de cercle»» et des

relations angulaires entre sphères et cercles, il sera nécessaire de pré-

ciser quelque* notations, dans le but (rétablir un accord avec celle*

qu'on emploie généralement pour les relations d'incidence {'-').

Soient deux sphères A et B qu'on peut prendre unitaires

A2 = Ba=*i.

on a alors pour leur angle w

(•MI) cosw=: A | B , sin-'(o = A * B ^ - ( A | B)«.

Or, entre formes extérieures, on emploie des notations du type

| C B I D

les liaisons commençant à s'effectuer à gauche; on peut donc écrire

('>"') sin2w - [ A B ] 1 [ A B ] .

(1) J'ai employé cette méthode pour les cercles au plan : P. G. DBLBNS, L'Enseigne-
ment mathématique, t. XXIII, 1923.

(2) Cf. V. Mi LLER (foc. cit.). — J.-L. CooLiDGE (C S.)- — K. VESSIOT, Jour, de Math.,
t. II, 1923. — V. DtMOULiN, Bull, de l'Ac. de Belgique, V série, t. VIII, 1922.
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Pour un cercle délini comme faisceau de sphères, il faut distinguer
les notations

(•-m) c\0= [AA'], C\ = >.AA = A A — AA'.

Soit un second cercle

löo = [BB'], <R = •>- Î F B = B'B - B'B.

Nous aurons alors les notations concordantes

1 * n A | B A | B'

c\01 tX0 = - i cl* = A ^ A ' i - (A i A')»
(2î3)

de sorte qu'un cercle sera dit unitaire quand on aura

II sera alors commode do le déterminer par deux sphères unitaires et
orthogonales A et A', ce que nous supposerons dans la suite de ce
paragraphe pour cl et Óh.

L'angle d'une sphère unitaire C et d'un cercle cl sera alors donné par

(AiC)' (A1 [O* =

On a appelé angle de deux cercles (MM. Kœnigs et von Weber)
Tangle V donné par

(ui5; cosM'-- ctoltOo- - i e t ' i ö - ( A , B ) ( A ' ! B ' ) - ( A | B ' ) ( A ' | B ) .

M# Vessiot a introduit un angle UT,, inclinaison relative de deux
cercles, par la relation

(aifi) •*-sin»V l-(ct|B)a^ (C\ | B')3 = (A|B)*-'

De même on a défini l'écart angulaire E de deu\ cercles par

(217) E*

Enfin, il y a en général deux cercles perpendiculaires communs à
deux cercles donnés; dans le cas où l'on suppose entre les sphères A, A',
B, B' les relations

(718) A | B ' = A / | B = o,
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ces cercles sont [AB] et [A'B'J ; dans ce cas aussi, on a les simplifications
suivantes :

cos W = cos tu . cos u>',

sin* Vj = siii2 w -+- sin* ̂ o',

60. Pour exprimer simplement des propriétés relatives à des cercles
et sphères, il est commode, à côté de deux cercles cl et oi et de leurs
produit» cl(6 et côcl (abréviation* pour cl j S et S1 cl), d'introduire
leur combinant

6 =

&Q correspondant à & comme Cl0 et üb0 ù cl et tà (cette notation sera
générale)

- l-6 =(AiB) A7?' -r-(A'IB') 5 5 - (A|B;) A ^ - ( A ' | B ) AB',

60-(A!B)[A'B / | -h(A';B')[AB]-(A:B')rA /B]-(A /:B)|AB /] .

& (ou <S0) représente donc la soiniiu1 ou système dê  deux cercles C
cl C perpendiculaires commun» à cl et CÖ, comme on le voit aussitôt
avec les conditions (218), donnant

&0= cosuifA'B'] -cosw'fAB] = COSW.

S = cosw.C-r- cosw'.C

On vérifie alors los formules suivantes :

( T^o^o] = ^co8w.rosw'[ABA'Bf] =—•>. cusw.cosw'fAA'BB']
(,19) = -ucosV[AA'BB' l f

[öo<5o] = - 9 (cl01 cö0) [aod30],
1 2

e= = c==- «, ce = ce = o,
(220) 6 0 i 6 0 = — i6==C\ ï|c0 i—(clif3)-= cos'co

'2

(221)

/ 4 ( o l o ) [ o o ] l
(29^ J " *

ou diverses formes équivalentes. On peut y joindre la formule

|(2-23) 4 {(a — sin2^)*— 4cos2*F j = (ô^)* —cl=iÖ-(eX| rô)-=
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Les conditions traduisant certaines positions relatives de deux

cercles Cl et oh seront par suite

[clo(.'30| = o, cercles bisécants

ou cosphériques, tandis que

[CloCto] = O, [tflol&o] = 0

expriment que Cl,, et c5u sont des» cercles.

(«ri') K* = fclot'3ü] 1 [cXo^o] = o, cercles sécants,1 [

la sphère orthogonale1 étant une sphère-point.

E'' = o, sin-ir = o. cercles tangents,
s

(9.1 V) C\ | LQ> = o. cercles en involulion

ou orthogonaux, tandis que

cl==o

exprime que cl est un cercle-point, commun à un faisceau de sphères
tangenlrs.

(2?i) cUft = i»3cl = ĉlc»3 \ = o. cercles en biinvolution

ou conjugurs.

(Tt'l') sin*U',-- i K*= \ ! (6=)" — C\=c^(c\]&)' ! = o . cerclespanictactique*
4

ou isogonaux; la condition d'involution peut être considérée comme
exprimant une double parataxio.

61 . Revenons aux systèmes de sphères de l'espace conforme; en

parlant d'un repère euclidien normal e o e i e 2 e 3 , on pourra prendre

comme unités de ha&e de (!,,

E v = — •> e^ =- •> e | =- — •> e j

satisfaisant aux conditions

ET - Er2 = Bj = Eo | B4 = i,

E ^ = E ; = E 0 E / = E 4 | E / = E / | E y = o ( i f y = i, 2, 3).

Une oiienlalion étant en outre fixée, l'ensemble de ces éléments
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constituera un repère fixe pour l'espace conforme Cr> et les autres repères
que nous utiliserons se déduiront de celui-ci par une transformation
conforme do (Jr ('transformation directe); on peut du reste passer d'un
tel repère à une hase normale en substituant aux points Eo et Ef deux
sphères orthogonales v\ unitaires de leur faisceau; avec

F-iG F-f-/G a 2
E o = . » £4 = . > F = G = 1, F | G = 0,

on aurait
|EOE41-/[FG1.

Rapporté au repère précédent, l'absolu a pour noyau

T -= 'II - E'f + E'i 4- EÜ + •> UBÎ.

Le déplacement d'un repère mobile A0A|AjA3Af dépendant de
10 paramètres peul s'étudier comme «111 (iliapilre H ('); A étant une
sphère; invariablement liée au repère mobile, E sou homologue dans le
repère fixe

A = V; E, dA = <l$ .<ft~
x A = X'A,

Cj étant une transformation du groupe t i o X une transformation
infinitésimale de ce groupe; mettons en évidence les symboles des
transformations infinitésimales de (Jr dans le repère mobile ( cercles), du

(•ITJ) cla = c\//y-= Af,Af/— Af/Ap=<— cl7/, (p, 7-r.o. I,-*. 3,4).

Les formules de structure du groupe Gr

contiennent les coefficients capT déterminés par

c\ij ( i , y, A = 1, 1, 3) (* ^ 1, y'),

(cX04 c \ y / j = (clo/. CXA,) = CX0/.

u-cXit*) = CXV,-.

( ') Le Mcmono l'ondjimontal <le M. E. Cartun sur ce sujet est intitulé : Les Espaces
à connexion conforme {Annales de la Soc. Pol. de Math., 1923).
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Aussi, si Ton pose

(227) X =- ü>oo<a

on aura, avec les notations déjà employées,

<228)

<9-*9)

(230)

(23O')

xr
(û =

1 \

X' = ixd - dxi =

; = (X1- = JCA = o.

qui groupent les équations de structure de l'espace conforme,
mais qu'on ne peut détailler sous la même forme que celles do l'espace
euclidien. Les symboles de transformations infinitésimales figurant
dans ciC sont ceux de rotations conformes autour de cercles ou réels, ou
imaginaires, ou évanouissants; M. Cartan a appelé les secondes des
homothéties conformes (à deux centres), les dernières des élations (à
un centre). Si l'on groupe des.élalions '»>i,,cl«i de centre a0 et GJU<CIM de
centre at en

et aussi l'homothétie rü00clot de centres a0 ot af avec les rotations c

(231) Bt = &•+•&,

on a aussitôt ~

X, = 6 ' - > j 66 { = 6'^ + 2 j 6CI U o,

jcR = ct'-f- \ sa l - ai sa | — | cic\ | = a^-h i a a | -+- j 661 = o.

Cette décomposition no met en évidence que le faisceau [A 0 A 4 ] et le
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réseau orthogonal; si on la poursuit, de manière non absolue, avec

/4 = 64ï

• 1 .on aura on particulier

= 0 ,

en posant de manière symbolique

{ » * )

c'est-à-dire les formules établies par M. Cartan

(•233')

= ««/y—[

Les formules que nous utiliserons dans la suite, analogues à (5o),
seront principalement

U, ^1, cp étant des sphère, liomographie, scalaire, à coefficients généra-
lement variables par rapport au repère mobile; la formule de compo-
sition des déplacements (conformes) s'établirait aussi comme au para-

TIll.SE DELENS
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graphe 20. On vérifie aussitôt

dU (BCU) =<o.

II. — Déplacement à un paramètre. Courbes de l'espace conforme.

62. Nous particulariserons le repère mobile, suivant la méthode et les
indications de !M. Carian, jusqu'à ce qu'il ne dépende plus que du dépla-
cement de son origine, cl soit dans la relation la plus simple avec lu
courbe décrite par cette origine. Les formules relatives à ce déplacement,
comme les invariants qui s'y rattachent, ont du reste été obtenues de dif-
férentes façons par plusieurs auteurs (•).

En partant des formules générales

(235)

MM A i — co(iSA»+cooaAs

. w , , A i -to,3A3—ctfoiA*

t/A »=<•>>» An—W|*A| . WjaAs—W02A4

//A»=~ cotiiAu—W|-|A| — cii.)A* . —W03A4

r / A v = • —WioA| — (•>.,„ A»—co3UAn—W00A4

et des formules du structure corres])ondantes, la première particularisa-
lion (tangente) consiste à prendre les sphères A2 et A8 tangentes au
déplacement rfao= dm

A» ] (/A» = wo i = (). A:j j (fAo = (•)„:, = o.
d'où

Û0 2 = — [ COIJCOOI ] = o. Qo3 = — [ w , 3 M O I ] = o.

La particularisation fondamentale, fixant la connexion induite, est
atteinte en prenant pour cercle osculateur le cercle [AeA, A4]

A > | d'Ao — — dA.-> | ' / A o — wO | W| 2 = o ,

A T I / / ' A o = — ' / A 3 ] r/An =• w«| W| j — o.

Le point Ao étant mobile, il faut prendre

{ • > ! » _ ( 0 , 3 = O.

(») C/. H. LihBMAW Beitrage zur Inversions geometrie der Kurven (Munchener
Berichte, IQ23; Heide/berber Herichte, 1923), el plusieurs Mémoires dr T. TVK\SI,
en particulier: Ueber lnverstonsinvarianten ( Tokohu Math. ./.. 26, 192.)), et Natu rai

équations of Curve\ ( Tokohu Math, .ƒ., 25, H } ^ ) . qui contient une bibliographie com
plètc.

Nous n\»vons pu unieer un Mémoire de Ĵ . VESSIOT, Journal de l'École Polytech
nique, 2e série, 25° rainer, iqaG, récemment paru.
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<Toù
Ü 1 2 = [tü2Oü>oi] = o, ü l 8 = [waoco01] = o.

Continuons à particulariser le repère en choisissant pour A3 la sphère
osculalrice S, particularisalion osculatrice, et posons A2 = R

S | d* Ao = — d& | d* Ao = wjj, w30 = 0 ;

donc
OJ30 = O. ü;jo = — [ O>3* W. i 0 ] = O.

Une homothétie conforme de centres a0 et a4

P = tfA0

permet de faire la particularisation simple ( * )

(•i36) w,0—c.)w , = o,

L> ,„ — U o , = — >> [ w 0 0 w 0 , ] = o,

terminée par la particularisation naturelle, due à une élation de centre
m = a0 et définissant la sphère normale naturelle Q el le pôle naturel V
(l'origine du repère étant en général Au ou a0, nous appelons pôle du
repère A* ou a4)

Q = A, -f-/P, V = A » - ƒ A i - Ç P,

de sorte que
dP | V = woo = o,

üoo = [>)oWoi| = 0 .

Si l'on pose alors

(237) to0, = r//>, t»l9

p étant le paramètre naturel, ou arc conforme, on a les formules défini-
tives suivantes (dans lesquelles nous avons modifié légèrement Tordre
des éléments) :

(238)

dP = . dpQ
dQ= cdpl? . —dpV
dV = . —c dpQ . -h dpH
dR= — dp'P . . .
dS = . . —tdpR

( l) Une piirhrulnrisation semi simple w20 = eowol, £0 étant un coefficient constant,
amènerait peu de modifications dans les formules; le choix so=—-î semble donner le
maximum (Je s\métne à celles ci.
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Les invariants c et t s'appelleront courbure et torsion conformes; ce
dernier, proportionnel à ce qu'on appelle la torsion sphérique en m,
n'intervient pas dans les formules relatives à la connexion de la ligne

(«39) — e dpi? . — dpV
= . — r dpQ

Cette connexion s'obtient, comme on sait, par projection conforme
des points de la courbe voisins de m sur le cercle oscillateur en ce point,
les projetantes étant des sphères orthogonales à ce cercle; à la courbe
donnée correspond ainsi son image circulaire. De même, en négligeant
dans les formules (a38) les termes en S et c/S, on obtient

5c P = • <//>Q
8cQ - r dp"P . —dpV
Ô0V = . —cdpQ . —dp'R

formules relatives à la projection de la courbe sur sa sphère osculatrice S,
et qui font correspondre à la courbe donnée son image sphèrique. Dans
le premier cas, la correspondance est réalisée, sur la surface cerclée des
cercles oscillateur!», par les trajectoires orthogonales de ceux-ci; dans le
second cas, par les trajectoires orthogonales de la sphère osculatrice
issues des points de la courbe.

63. Nous aurons les expressions précises du paramètre p et des inva-
riants c e\ t en partant d'un repère (conforme) de Serret-Frenet et
l'amenant, par des modifications successives, en coïncidence avec celui
obtenu précédemment. Soit initialement

m*. A, — >m x t, A*= ' ; m x p , A ; = E 4 ,

d'où par dilFérentiation

ds
P À

- * J u

ds
T A ,

= 0
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L'élation
—"•"• I • — — I I

P P '̂ P!

ramène à la particularisation fondamentale, avec

,/A - d$ A
« A i — r Au • • •

— ds A ^ Â~
?" "̂

La rotation
( R = COSÇ.AS— sinÇ.Aa,

(»4i) <
( S = —sinÇ.A2-^-cosi;.Aa

avec
/ , /v — //1 \ ^ ds
(it\i) wao = — sinÇ.al - ) -4-cosÇ— = o

\ P / PT

donne

a) i0= aR Ai = cosÇ.rtI • )-t-sinÇ —
' \ P / Pt

et conduit à la particularisation osculatrice; sin£ et cosÇ ne sont déter-
minés qu'au signe près. Nous prendrons

i p = — crsinÇ, T -J- =

<J étant la mesure algébrique du vecteur ms, joignant le point m au
centre de la sphère osculatrice S, suivant Taxe faisant avec b un des
angles Ç déterminés par tang Ç. Alors

pzx l - '
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L'homothétie

(?43) P = 7A0, A*

( 9 4 3 ) Woi = 9 " S ï t020

avec la particularisation simple

entraîne

(?44) ? 2 = ^ '

dp = — P -f- ^ ^ A i .

Enfin relation

(»45) Q = A!-f- 4 r P » V = Â4—

(«46) dp = qds,

donne les formules (238) do la particularisalion naturelle, avec

1 dp* — — .̂v',
I ?"

•A 7 4

On trouve immédiatement pour Tinvariant t = -— J4" ̂  •

On peut du reste choisir t pour que cr et ? soient de même bigne, mais
cette convention n'est >ans doute pns nécessaire. Quant à l'invariant c,
qui ne dépend que do p2, de g2 et de ses dérivées (et non de la dé termi-
na tîon choisie pour q), nous reviendrons sur son expression.

Toutes ces formules sont valables pour les courbes spliériques (ou
planes) / = o, mais pour les courhes planes

ï „ <J r/o

et l'expression de l'invariant c se simplifie.
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La particularisation simple a écarté le cas des cercles, pour lesquels
o)2o= o ; nous exclurons en général, avec les courbes minima eucli-
diennes, les courbes minima conformes, correspondant à

64. Une courbe est définie, à un déplacement conforme près, par son
équation différentielle naturelle, déduite de

(•'38')

P'= Q .
P" = cP . .
P"= c'P 4-acQ —R

—2c)R —f'S —5c'V

les accents indiquant des dérivées par rapport à />, par élimination
de Q, R, S, V

049) 'P' — t"P" (/i-.ipnP'"-(3c'/-9.c/')P"

équation qui se réduit à

(•>i9#) P1X — 2 c P " — 3 c ' P ' - — ( c " - f - i ) P = o

(obtenue en annulant le coefficient de /' dans l'équation générale) pour
les courbes sphériques.

On peul aussi tirer

Q = P'. V = cP —P", R =

S = I j ( r l f - M ) P - |

et former l'équation adjointe relative à la sphère osculatrice S, ou'celles
auxquelles satisfont Q, V, R (') .

Pour les courbes les plus simples, à courbure et torsion constantes,
les sphères P, Q, R, S, V satisfont à une même équation à coefficients
constants

o),

(*o=o),

aussi ces courbes sont les trajectoires de groupes à un paramètre de
déplacements conformes.

(') On doit naturellement prendre les solutions P l = o , Q l - i, etc.
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Le contact et l'applicabilité conformes des courbes peuvent s'étudier
avec les formules (238) ou (238'). Deux courbes (y compris les cercles)
peuvent être amenées en un point à un contact du second ordre. En
excluant ensuite les cercles, le contact s'élèvera à Tordre/* (au moins) si
les valeurs de t et de ses n — 4 premières dérivées (/t> ^) de r et de ses
// — 5 premières dérivées (/* > 5) sont égales au point considéré.

De même poui'l'applicabilité sans déformation ; elle peut toujours être
réalisée au second ordre pour deux courbes, au moyen d'une correspon-
dance arbitraire et est possible entre une courbe et un cercle, le cercle
osculateur de la courbe en particulier; on peut faire ainsi la représenta-
tion d'une courbe sur une autre, avec conservation du rapport anhar-
monique, par l'intermédiaire des trajectoires orthogonales du corde
oscillateur [RS]. L'applicabilité du troisième ordre est possible pour les
deux courbes et réalisée par l'égalité des dp correspondants. L'applica-
bilité du quatrième ordre suppose que l soit la même fonction dep:
celle du cinquième ordre entraîne l'égalité, quand pour les deux
courbes c et t sont respectivement les mêmes fonctions de p.

65. Nous allons utiliser le contact du troisième ordre pour préciser
la position géométrique du pôle naturel V attaché à chaque point P
d'une courbe. Considérons pour cela une courbe sphérique à cour-
bure c0 constante; on sait qu'une telle courbe est une loxodromie, tra-
jectoire sous angle Vo constant des cercles d'un faisceau linéaire : une
transformation linéaire permet de ramener une loxodromic à une spirale
logarithmique plane, d'équation polaire

/• = a ^oiv0 .O j

as = . -r =
smVo

Nous prendrons

2__ rfp _ cotV0

d'où

sin( j —V0]cos(y — Vo)
C0=COt2V0= Ü r-̂ f ^ -7

II est commode de poser
v0=cotV0,

— tangV0=
To



Avec

on voil que le pôle naturel V est le symétrique du point P par rapport
au pùle de la spirale.

Si nous revenons à une loxodromie sphérique, une telle courbe a deux
pôles réels et deux pôles imaginaires associés; soient C,, C2) C3, C* les
sphères-points correspondantes : V est le second point d'intersection des
4-ercles |PC,C 2 | el [PC3C4], c'est-à-dire le conjugué harmonique
(cyclique) de P pur rapport à C| et C2.

On trouve les expressions des points C au moyen des sphères P, Q,R, V,
on posant

C - a P >Q ;R oV. C* = o.

a, jâ, y, o étant des coefficients constants, et exprimant que ces points C
sont fixes

Cf=(co'i — 7)P-r-(a — r,,5)Q- SR — ,'iV = XC.
d'où

ai — (c.g__ , ) Y 2 = O. 3* -oto — r0o'= o. ;*•;- ô* = o;.

C3 = : rr P -i- y ~ tanj;V(,Q — v — cot V0R ~ V,
si n o v o

^—T" — \ — tan^VoQ-r- \ — cot\«R-f-V.

Les équations (202) mettent du reste en évidence des sphères de l'un

ou de l'autre des faisceaux [C|C2S] ou [C3C*S|, soit P ± -—y-Q)

Qzh ^cotVoR, etc., que Ton retrouve aussi par l'équation différentielle

Si l'on remarque alors que les éléments naturels Q et V d'une courbe
quelconque ne font pas intervenir la courbure c, on peut substituer en
chaque jioint à la courbe une loxodromie sphérique de courbure c nulle
qui ait avec elle en ce point un contact du troisième ordre, donc mêmes
pôles de courbure C et mêmes éléments naturels Q, V; cette loxodro-
mie de courbure joue pour les courbes conformes le rôle du cercle oscu-
lateur pour les courbes euclidiennes (').

C1) On pourrait aller jusqu'au contact du quatrième ordre en utilisant une courbe
gauche non sphérique de courbure c nule.



Ajoutons que si c = o, P | V ' = o, donc V décrit (sur la surface péri-
spliérique enveloppée par S"! une trajectoire orthogonale du cercle oscu-
lateur (RS|.

Li transformation infinitésimaleX attachée à une courbe peufcs'écrire

!

X= î/P/V-w/V.P flQ.Q -^/R.R-f-rfS.S,

' (l inr.-p ^/s.s1)- >0/Q.Q ^/R.

la dernière forme mettant en évidence seulement deuv rotations autour
de [QQ'] et |RR'|, cercles caractéristiques des sphères Q et R; ces deux
cercles sont en involution, tandis que le cercle oscillateur [SS'| est co-
sphériqueavec [RR'| (sur R), eten biinvolutinn a\ec [QQ'j. Î es notions
données au\ paragraphes 59 et 60 permettraient de pousser daxantnge
l'étude des relations de ces cercles et de leurs déplacements.

La partie de «.V relntixe à la connexion «le lu courbe est

Xt > ./QQ.

III. — Déplacement à deux paramètres. Les surfaces conformes
et leur connexion induite.

6fi. Nous partons d'un repère mobile général dont l'origine a o = m
décrit une surface. Une première particularisation {tangente) consiste
à prendre la sphère A:t tangente à la surface

l - r î

ce qui entraîne

(»)2| = a:5co01 ~

et la symétrie de la forme asymptotique conforme

ou, en posant

La particularisation fondamentale est atteinte en choisissant pour A3,
dans le faisce.au des sphères tangentes en m à la surface, la sphère har-



monique H qui rend ôc
o
a> apolaire à s ^

\ a i i a* = o . - 8{
0* =.

/ CJ,J =_ a, w 0 , H- a:jC)02. <o23 = a3(i)ui — ai W02 ;

d'où

( > ) V ; [ Mm w , { — (On ) cj,3 ] — o.

ce qui permet d'introduire la forme symétrique principale (des lignes
de courbure)

Ti? = w,,,w*a

qui est la jacobienne des formes E1
0
2> et d{*\

Par différentintion e\iérieure de (ajîV), on obtient

1 — v> [ (.)•»„ (•>„! W « « J — » ( [ w 0 1 (0OS ] ̂  o ) ,

f O30— ,i

Désormais IIOIKS supposerons toujours effectuée la particularisaient
fondamentale, qui définit la connexion conforme induite sur la surface,
la sphère H étant maintenant une fonction définie de la position de Ao.
Celte connexion se fait par projection sur la sphère H des éléments
appartenant aux points infiniment \oisins de m, les projetantes étant des
cercles orthogonaux à H. L'homographie de la projection c t̂

'CR^-OU- A? -A? ->A^;

s '/An 'A»An—coooAu cooi A r - co0SAi . = «Hîjj A w = dA.o,

s f/A| - ' /s A i OIUAH . co,.)A.— c

s ^/Ao — ' / s A i — (o«,,Ao

avec

Dans l'espace, ces formules se complètent par

H\ = H ' ;

I = < / E A I = io ] 3 H — # € E A I ,

, = . r / E A , = o)MH = 3CEA2,

', = </|; A ; — — W.ÎOH = «

U ' K = t.)10C*l«, •



On a aussi

formules d'où l'on pourrait déduire les éléments du lenseur de cour-
bure; mais nous attendrons pour cela d'avoir poursuivi la particularisa-
tion du repère en simplifiant les homographies ^l\ et <\'E.

67. Au point où nous en sommes arrivés, le repère dépend de six
paramètres dont deux, //, et Ma, relatifs au déplacement de l'origine m.
En laissant ces derniers fixes, c'est à-dire m et la sphère H, nous don-
nerons au repère des déplacements o de plus en plus restreints par les
liaisons qui seront successivement imposées. Avec

<•>&=- e ,

o A,, — fooAo • • • eO| = eo2 = o

oA| ^ 10 Ao .

oA) = ^ i i A o — e i 2 A i

ôAi = . -—6)oÀ] — 6*0 A ? —

oH — o e3ü = «m = <?3* = o

La caractéristique ô rentre donc dans les caractéristiques rfs; on voit
en outre que

o dAo =
ô </H = rf 8H = o,

ce qui correspond du reste aux formules détaillées

0(0,2 =

OW30 =

ooi,0 = ^ I O ^ O » —

On a en particulier
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D'après
[ wj:, w23 ] = — (a'f ;- a* ) [ w,M w02 ] ,

Aussi, en écartant le cas de la sphère et des surfaces imaginaires pour
lesquelles a; -f- aj = o, on pourra faire la particularisation simple^)

(->î\)) [«i»«*a woi w0 2] = o, a'f f- a;-J = i.

d'où par différentiation extérieure

\ '>LwooWoiW02J = o,

En formant ôy, et oy.2 on voit qu'on peut faire la particularisation cano-
nique

(•2Ü1) 0)00 = 0. 7, = Y S = o ,

d'où
(OQQ = [ Ü ) Q | 0>IO - ^ OJ03OJ20] = O,

O)|0 = = Si 0)y| —H E3OJQ2« ^10 " ^ Oj

de sorte qu'apparaît la nouvelle forme symétrique

Ào- = — f/Av ! f /A 0 = w0, o),n - W02 w ô =

Avec le seul coefficient e l 2 , il reste

et Ton peut faire la parlicularisation particulière que nous appellerons
principale et que nous caractériserons par des indices romains ou des
chevrons

A A A A
(a63) w13 = — w01, w,3 = 0J02. ai = — - 1 . ani = o,

donnant par différentiation extérieure

TA A A "1 f A 'A A 1 ,
( >C) \ ) l (Oo, l»>30 — > W»> 03, , I = O. I — 2 W01 Wi 2 H- IO02 ̂ 30 J = O, %

(') Nous appellerions partirularisation semi simple une p.irticularisation obtenue en
posant

â  -h OL] — a,̂ , constante

et qui donnerait sensiblement les. même* résultats que la précédente, sans exclure le
cas a»= o.
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donc ( ')

(264') wl2 = G G

et par suite

(•265) 3i =

Il apparaît du reste ici la forme cubique totalement symétrique

't A.» A A A \ A
Yu = wi|W|o—.{WOIWOÎWH- wjawjo== «eJ)W|o—«TiT»!»»

qui est apolaire à la forme ô(
0
2î.

Si l'on remplace alors Ao, A,, A2, A t respectivement par M, N,, N lh W,
on obtient les formules suivantes :

co01Ni

J M
= UIIIWOI ei|(ü02) M — (0|0>OI -i Guu 9 i ) Ni

o W = — Vsiu>oi H- eiiiWOJ/ Ni

-H W02N11

A A
Nu — G**! H — &>oi W

A w A m

-4-tuoîH —(•><), W
A

\ ƒ A A \

avec les invariants s n s,h cm, G,, Gn ( 2 ) . D'où aussi les formules en d<

( l) Les équations (26^) pourraient être condensées en

avec une notation introduite pour le« noyaux.
(2)Sur la ^roniririe conforme des «urfacrs, noir en dehors des Mémoires drjà citrs

(K. Carlan, T. Takcisii, etc.) la Thèse de (1. THOMSFN, Grundlagcn der knnformen
Flachenthenn'e (Abhanrif a. (t. Mailt, .seminar der Hamburg. Cniv. III (t ), ifi'3). Un
important Mrmoire de M. K. Ws^iol {Contribution (t la Géométrie conforme, theorie
des surfaces) paraîtra prorlwinement au Hulletin de'la Société mathématique de
France, t. LIV, upo'; nous n'avons pu l'utiliser dans ce travail.
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68. Pour interpréter en géométrie euclidienne les invariants et les
comitants, nous partirons d'un repère euclidien principal et lui ferons
biibir leb modifications* successives l'amenant on coïncidence avec le
repère MN, Nn HW. Soit initialement

2

A 0 =m x , An= im x an,
'J

i=2iix.

Nous représenterons par des ri les composantes du déplacement du
repère et poserons aussi

= — , H =

donc, avec les notations du Chapitre If,

A A A A _ A

' A _ A
An

L = - ( # u —Ai),

A A

= . — 7),, A i

= . — 7)13Al 7)S3 Ail

A A
^13 A3 — TJjAi

= O

L'élation

(267)

donne

k = A 4 - H A , - — j

= — L T ) , ,

)TJ, . w î 0 = - (H —
2

= L r ) 2 ,

les autres coefficients ne changeant pas, et ramène à une particularisa-
tion fondamentale. L'homothétie

(•268) M = a?A0. Â * = - Â 4

donnerait les nouveaux coefficients

dx A
) = ~ '

Sao =
X
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donc on aura

cas particulier de la purticulaiïsation simple, pour

('2Ö8') J-=-L.

Il reste à faire relation menant au repère canonique

(269) Ni=Ai+yiM. N,i=A,,4-/nM, W^-ytAi-

avec

(261') W | dJA =- ~ - L (j ,^, -711^) == o

pour revenir aux formules (266). On peut poser, avec

dL A A

d'où finalement

A A A A A A A A'
cooi = LTn , (oOÎ = LT, 2 I toI3 = — Lr4 l , o^j = Li\t,

(27a) w n = Yju-t- - V ^ I T . Î - L||T l f; = f ̂ 1 — — j r É l ^ (#-n-+- -± \ t^,,

H 7 ( * H ) v ( X H") ( ^ ) + ( ^ )

les formules principales de Codazzi

(a;4) aI-/ri-+-(Ai)n=o, ^L^n T- (AH)I = o

montrant bien la concordance des coefficients de W|2 et

(276) Xtf^jLVtjr^l^^-H^eW-Hd^latAn)^!^
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avec les notations en V euclidiens, d'où les coefficients sh £m £UI, ou
si -+• en su— si.

car

(Vl)

ou

(277')

1 ƒ t ( L ) \ 1

= L \ \ . A,r (- 1— _ H*J = j-, (A, logL - H»),

2£in = j^

= ± { V» logL-(V logL)* i Jig ;",

I
en— M = •£ ( /un—Ji i~ #1171-+-#1/11—2 H)

= £i|VfMogL-(VlogL)»}ifjdW-a".

Si Ton pose d'autre part

(•278) w!j = f0 x dm, to30 = bo x dm,

en tenant compte des différentes manières d'exprimer la condition de

Codazzi

( 2^-f- Ö V logL H- ̂  x VH = 0,

f. - i L ' (

on a aussi

(M C/. (272). On peut remarquer que dans un changement de variable

où Ton a

°12
on en lire

UJ.« — p = 7 p <|

[GJOIGJOÎ] [WO1 WoaJ

o 1 2 = o)12H- [o? loga; .u) o l J tooi"^" [^ ^ g ^ - ^ o a

en empruntant une notation à la théorie des noyaux,

THESE DELBNS
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69. Rappelons qu'avec la particularisation principale

et») = af-f- aü, d<*> = L (afi— a/), g<«> = *L aTaTi, ^ = an a i - aiaUr

mais que ces formes sont indépendantes de cette particularisation (eucli-
dienne); si Ton voulait étudier la géométrie conforme d'une surface
avec les formules de la géométrie euclidienne, on aurait à substituer aux.
formes précédentes e\f\ d*\ gl

0
J', L2iï, et à considérer en même temps

l(o
f) et b0, également indépendants de la particularisation principale;.

A A .

quant à f0, c est évidemment, comme f, un comitant du réseau angu-
laire principal. On pourrait encore substituer aux repères unitaires
a ta2 des similirepères v, v2 avec

Vi x dm = Lx,! = w01, Vj x dm = L?iî= W02,

de sorte qu'en posant pour une forme $ quelconque

(279) d$

on aurait

(279')

Nous n'avons, à vrai dire, établi jusqu'ici les relations entre o0i et init

fc>oa et Y]2 que dans les particularisations principales, mais on verra un
peu plus tard qu'on se débarrasse facilement de cette dernière restric-
tion; les formes qui interviennent avec les similirepères v, v2 seraient

Soit du reste X == 2m X y , où y représente un vecteur ou un point de
masse quelconque, un élément de la géométrie conforme; avec

M = ,
dNL = dL.m*-+- îLm x dm.

On voit que
- • > >

X I Ö?M = L my x m dm = x0 X dm,

x0 représentant la composante superficielle du vecteur Lmy, et ceci
permet de substituer aux formes de Pfaff de la géométrie conforme celles
qui leur correspondent en géométrie euclidienne. C'est ainsi que nous
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pouvons poser

w30 = B | dNL = bo x dm,

ij?' = Bt»)î

(280) gjjfci = D («) 'f

Ü > I 2 = F ! dNL = f0 x dm,

= l0
aî l(dm)*,

ce qui facilitera le passage de la géométrie conforme à la géométrie
euclidienne, et permettra la comparaison de ces géométries.

70. Pour étudier les formules de courbure et les conditions d'intégra-
bilité des formes introduites, rappelons d'abord les formules du para-
graphe 61 :

(i33f)

= W,o -4-

Ü00 = wj 0—

O,

J

= o,

= o,

Nous nous contenterons d'établir les formules pour une dernière par-
ticularisation arbitraire remplaçant la particularisation principale, les
particulari^ations précédentes étant effectuées; on a d'abord les compo-
santes du tenseur de courbure

(281)
= o,

ûSio = w'lo —

= O,

0,

[co2 3w8 0] ,

— Ü).20CO01] = [ü>iStü3 2]7

puis les relations différentielles entre invariants ou comitants, données
par

—[0J l âu)23] = O,, ü)23-h[(O3 0W0 8]—[t02 i0J l 3]=O.

H n'y a pas par suite de courbure d'élation de centre w, et les deux
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premières équations donnent comme en géométrie euclidienne

(283)

De même la courbure d'homothétie est nulle; les composantes des
lenseurs de courbure de rotation et d'élation de centre m peuvent se
calculer soit avec les éléments spatiaux, soit uniquement avec les élé-
ments superficiels; en utilisant les invariants dérivés (indices oi et 02),
on obtient

01 6l02 )

d'où les relations

( G^Êt 62) -+- 2G2e3-+- £3oi £lO2=«lPi — *3?1j

) 2 G , 6 3 + G 2 ( e 2 — Si)-4-£2«, — 63o2=a3P2H-«ipi;

(286) GJ-4-G^+G 2 oi G^oî—6j — 6 2 = I .

On a ensuite de la même façon les conditions d'intégrabilité (28a)

(287) G.p

(288)

Dans le cas de la particularisation principale ( a , = — 1, <xm=z o), ces
six équations se réduisent à

(•265)(Î88') fr = - 2 G „ , Pu = — 2G1,

\ Gi(ei—£11—2) H-2G11 Eiu-h émoi— &ion = o,

I 2 G e H G H ( E I I — s i — 1) -+- enoi—sinon— o;

(286') G?-+- Gfi +- GIIOI— G1011 — si — en— 1 = o,

(287') — v>GiCi,i— G101-H Gnon— e m = o,

et pour le tenseur de courbure, on peut écrire

A FA A y A ^ TA A "1 A fA A
(284 ) QsiO= 2GjLwoiW„2J, Ü S ' Ü = 2G11LCÜÜ1W02J, ÛS|> L

ou, comme

A A A A A T A A
(289) Uj, io=2Mo | f ÜS'0=2WOL,, üsp
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Nous utiliserons les formules principales précédentes; si Tony substi-
tue les expressions euclidiennes de G| PCGH tirées de (272)

LGi = gi- tü , LG„ = gu + h, ,

et si l'on emploie les relations (279) ou (279'), les formules (277') don-
nant g,, £„, s,,, permettront la vérification de (285'), (286'), (287'); inver-
sement les formules (286') et (287') pourraient être utilisées pour le
calcul de s,,, et cl-\-eu et les équations (285') constituent alors un sys-
tème d'équations aux dérivées partielles pour £„ — £,. Pour reprendre la
discussion de ce système ( • ), nous allons poser

£ , + £ „ ! = • > M , 6 1 1 1 — r , £ 1 1 — ei = ? . « > ,

et rester en géométrie conforme. Avec ces notations

(286') 9 if -4-1 = G? -4- Gfl+ G|,oi— don ,

('287') e=-*GiGn—G101+G110I1,

et en posant encore

, * ( A = aGn, B = — i G n + a G i P + « o i — P O I I ,

I G = — 2 Gi, D = — 2 Gi -i- 2 GHP -h Poi — "on,

les équations (286') s'écrivent

(«.0 I+A«.+ B = o,
I Woii-4-Cw-t- D = o.

La condition de compatibilité de ces deux équations, (tifa>)'r=o,
donne

(292) (GiA — \011-h G11C -H Coi)w -+- AD — BC H- DOi— B0n = 0

et permet en général de tirer w\ dans le cas des surfaces isothermiques

(2 93) E = Gi A — A011-+- G11C — Coi = — ?(GIOI-H Gnon) = o,

on aboutit à une indétermination si le problème est possible, avec

(') Ce système a été discuté, avec les notations du calcul différentiel absolu, pat1

M. G. Tliomsen (loc. cit.)-, M. E. Vessiot a repris récemment cette discussion ( CJ /?.
Ac. .Se, 2̂ mars icpft) en utilisant les transformations infinitésimales. Voir aussi le
Mémoire cité de E. Cirlan, ainsi que G. Darboux (T. S.)> r- H.
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simultanément

(294) F = AD -BC-HDOI—Bon=o

et l'on peut alors tirer des équations ( 291 ) la combinaison donnant w par
intégration

(295) Dtvoi— BWOH-HBOII— D O I = O .

Nous ne donnons pas les expressions détaillées des coefficients B, D,
F à partir de G,, Gn (invariants de M. Tresse) et de leurs dérivées,
parce qu'il s'y retrouve des groupements de termes analogues à ceuk
rencontrée dans les formules de la géométrie différentielle euclidienne;
pour les interpréter, il scia préférable de poser d'abord les bases d'un
calcul analogue en géométrie conforme. Nous reviendrons ensuite sur la
discussion précédente (§ 77) (1).

IV. — Noyaux dérivés en géométrie conforme canonique.
Éléments géométriques et courbes remarquables.

7i. Soit MN,N.2HW un repère qui a subi la particularisalion cano-
nique et toutes celles qui l'ont précédée au paragraphe 67. Nous allons,
pour un tel repère, établir la théorie des nojaux dérivés et des for-
mules en déri\ées intrinsèques du type de celles des paragraphes 29,
32, 33 du Chapitre II. Cette théorie peut évidemment s'établir pour
un repère arbitrairement déterminé A0A|A2A3A t ou au moins un
repère A0A«A.,HA4 relatif à la connexion induite. Mais il se pré-
sente ici une complication quand on veut passer d'un tel repère à un
repère canonique, ou inversement : c'est celle du changement de
variable puisque, dans un cas, l'élément qui joue le rôle de variable
géométrique est la sphère-point A,,, dans l'autre la sphère-point M, et
que ces deux clément* ne coïncident qu'en position

(296) M = *Ao, Ao=^M,

( !) Le principe de cette discussion remonte à P. Calapso {Rendiconti del Cire. mat.
di Palernio, t 22, 1906). La méthode montre que, sauf pour les surfaces isothermiques,
susceptibles d'une déformation conforme du deuxième ordre, une surface est déterminée
par les deux formes fondamentales £u

2' et y(
0
2) (ous{

0
2) et ô(

0
2)). M. Demoulin est aussi

revenu récemment sur la question : Mathesis, supplément décembre 1922 ; C. Jt. Ac.
Se, 2fi avril ujiU.
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x étant d'ailleurs, pour deux repères déterminés, fonction de It, ou
de Ao. Pour une forme quelconque $ , fonction de M (ou de Ao) , on a
(Chap. I, g 10).

d$>

rt<t> d*i* dA.ç\ d*P d*p £cüA

dH~dÂ^'dM9 dÂo " 5 S dAo

Représentons par VM et Vo les symboles de noyaux dérivés relatifs
à M et à Ao ; on écrit

= V04> ! V M A 0 ,
Posons

Oïl = xil + AoVox, Oïl i = i '

Dans la particulaiïsation canonique (comme dans toutes celles qui
bénéficiant de la condition G> 0 0 = O), on a

W | M = i,
(•261') W | ö M = o;

aussi de

( 2 9 7 ) »- . . .. dx

on tire

d'Où
on = ^(u —MW).

La formule

(•298) vo<ï> = ?„<*> 1 on = ^ vM4» 1 (m — M W )

permellra donc de passer des formules établies pour un repère canonique
à celles relatives à un repère quelconque dont l'origine Ao sera déter-
minée en fonction de M par la donnée x, mais les formules de passage
se compliqueront sensiblement dès qu'il s'agira de noyaux dérivés d'ordre
supérieur au premier.

Voyons en particulier ce qui se passera pour les combinaisons alter-
nées

0 dU — d8M = (5 dx — d oar)Ao+ J"(3 dA0—

donc des symboles rf, ô échangeables pour M et les scalaires x le sont
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aussi pour Ao. Pour une form^O, on aura encore dans ces conditions

— d 8* = 2Vfl<ï) | SM dM ;

mais, d'après la remarque du paragraphe 13, si cette combinaison est
nulle, cela indiquera seulement la symétrie de la partie de V ^ privée
de termes en H, M, W puisque les différentielles dM, ôM forment tou-
jours avec ces éléments des produits intérieurs nuk. Pour une autre
variable Ao, le domaine des différentielles <7A0, <3AO n'est généralement
plus le même, et ce n'est aussi qu'à une partie de Vj'/I> que pourraient
s'appliquer des considérations de symétrie. 11 y aura doue avantage, là
encore, à rester dans un domaine bien défini pour les différentielles de
la variable géométrique, cl c'est ce que nous ferons dans la suite en con-
servant la particularisation canonique pour l'établissement des noyaux
dérivés, qui ne sont plus en géométrie conforme des comitants absolus.

On pourra encore utiliser la formule du changement de variable pour
passer de la géométrie conforme (canonique par exemple) à la géométrie
euclidienne :

M = Lm*, dM = iLm x</m + mxdL = {-iLm-+- m* V/;| L) x dm,

V/M<I> = VM<Î> | (2Lm •+- m^V,,,L) = - 1 VM<I> x (aLm -+- m*VWIL).

72. Nous ajouterons encore une restriction destinée à rapprocher les
formules de la géométrie conforme de celles de la géométrie euclidienne,
et rappelant une fois de plus que le rôle des différentielles précède celui
des noyaux dérivés; quand on a posé

<ft> = VM* I dM,

dM variant dans un domaine restreint (sans composantes en H, M, W ) ,
seule est définie la partie de VM<Î> dont les termes ne contiennent pas un
dernier facteur de droite en H, M, ou W; mais ces termes peuvent
contenir des facteurs précédents constitués avec ces éléments. On
n'aura un calcul semblable à relu i de la géométrie euclidienne qu'en
considérant dans VM<I> seulement les termes ne contenant aucun
facteur H, M, w , et nous appellerons la forme ainsi constituée la forme
réduite de VM<1>: nous étendrons celte réduction aux nojaux dérivés de
tous ordres et aux formes quelconques, et l'indiquerons par un indice R ;
d'autre part, les dérivées se prenant toujours désoimnis par rapport
à M, nous ne placerons plus cette lettre en indice. Dans ees conditions,
W étant une forme géométrique d'ordre h quelconque, WlK sa réduite, on
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aura toujours

(299) • W frfi-M d, M.. .dhVL = Ui-R l'r/, M

À côté de M, Ni, N2 , H, W nous avons déjà introduit les sphères F e t B
définies seulement par les formes de Pfaff cn)i2

 e t wao

F | f/M = w,,, B | dNL = w30.

Nous poserons encore

(3orr) Ki|rfML = wio. K.2!^M=w,0,

et introduirons aussi le tenseur alterné

(3oi) ^ t -N .N. -N .N^- iN^Ni ,

qui jouera le rôle de l'opérateur analogue J de la géométrie euclidienne.
Nous pourrons aussi, à côté des différentielles, considérer des sym-

boles de transformations infinitésimales; en posant

$M =- U = ar,,
S'M = V -=/„

les expressions comme
-V* U

ne seraient pas définies, U variant dans un domaine plus étendu que les
différentielles rfM ; nous nous bornerons donc à des éléments U, V super-
ficiels réduits (sans composantes en M et W )

= U =

On a alors, par l'application de la parenthèse (©'©),

( 3o2 ) (<& © \ M = VU | V — W | U = VR U | V — VR V | Ü = W,

un élément W situé lui aussi dans le domaine de variation des différen-
tielles dM, mais on ne peut considérer 'S, fë', (©'©j comme des homo-
graphies définies dans ce domaine réduit.

73. Les procédés de calcul indiqués précédemment proviennent,
comme nous l'avons vu, des restrictions amenées par la parlicularisation
canonique. En reprenant l'étude des éléments géométriques attachés
aux surfaces en géométrie conforme, nous verrons aussi l'utilité des
particularisations précédentes.
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La particularisation fondamentale a été définie par le choix de la
sphère harmonique H. Or la formule euclidienne

A A
( l i a ) A = Aicos*9 -h An sm*<p

établit une correspondance homographique entre k (ou son inverse R) et

tang2cp ; les sphères de courbure normale, tangentes en m à la surface,

sont donc rapportées projectivement aux paires de directions tangentes

en ce point à leur courbe d'interjection avec la surface, qui présente là

un point double, ces directions étant symétriques par rapport aux

directions principales. Les sphères principales correspondent aux direc-

tions doubles y = o, o = - ; la sphère-point mx correspond aux direc-

tions isotropes, pour lesquelles tang*9 = — i ; la sphère harmonique

correspond aux directions bissectrices des directions principales,

A
tang*? = i.

Chacune des sphères du faisceau considéré des sphères de courbure
normale contient les cercles oscillateurs des trajectoires des lignes de
courbures sous les angles o auxquels elle correspond (et des trajectoires
sous angle constant en particulier).

En géométrie conforme, voici comment se réalise cette correspon-
dance : soit

une sphère de courbure normale du faisceau considéré. On aura

et K\d2M = — dK dM. s'annulera quand la sphère K contiendra le
cercle osculateur à une ligne de la surface décrite par m. On a alors

riK | tfM = - r f H | dM - £( f/M)"= o,

§(M; I /mit) \ I p A

(303) ç = ^ = I (JJJ - H) = i (*_H) = J =-cosa ? . •

F-a sphère harmonique, conjuguée, dans le faisceau [MH|, de M par
rapport aux deux sphères principales, peut aussi .être définie comme
sphère d'inversion de celles-ci.

D'après la formule

(304) 1
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on voit que les lignes suivant lesquelles la sphère H est tangente à la
sphère infiniment voisine H -\-dK sont les lignes isotropes de la surface ;
les directions isotropes se correspondent donc sur la sphère harmonique
et sur la surface.

Vérifions aussi la propriété des sphères principales, qui sont H — M

et H- | -M; en général

(3<>->) (t^H — M) = W30M — 2wo*Nn, ) d(H — M) |"= 4wg2,

(3o(>) , / ( H •+- M ) = w, , ,M H- - A , N i , ; / / ( H -+• M ) | ' = 4 i»h.

Chaque sphère H — M o u H + Mest donc bien tangente à la sphère
de même espèce infiniment voisine le long des lignes de courbure
A A

o)O2=: o, woi = o, respectivement.
Soient, d'une manière generale, a, <T,, <7„, <70 les angles que font, le

long d'une ligne quelconque, avec la sphère de courbure normale, avec
chaque sphère principale, avec la sphère harmonique, les sphères de
même espèce infiniment voisines.

Demarlres a établi les formules (' )

\*ds sinç =

(3o7)

En tenant compte de

iffH - / / ( H - H M)-»-«/(H —M)

et de la relation établie par la particularisation simple (aj + <x\ = î)

on voit qu'on peut compléter ces formules par

(3o8)

Aussi, si Ton pose

(') G. DEMARTHES, Bulletin des Se. mai h., t. XXI, 1897; o n pourra utiliser fes
formules

! rf(H-M) j - = •? = a(«i?»+8|?'), ! d(H-H-M) ; - = <7?i = 2(«i?> — 8^),
2 £('2)2 £(2)2

| <f (H*-{M) f = 5S = C + D ^ - Î H 1 , ? 1 = ° , • , , " •
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on pourra prendre pour paramètre canonique, le long d'une ligne quel-
conque, m, tel que

(309) rfm = Lf/j = ff0

soit l'angle de la sphère harmonique infiniment voisine de H, avec

celle-ci (•).

74. Certains points de la sphère H, définis intrinsèquement, jouent
un rôle important et en les choisissant pour pôles du repère, à la place
de W, on aurait été conduit à d'autres pai ticularisations intéressantes.

Le premier, T (pôle de contact), est le second point caracté-
ristique de la sphère H; pris comme pôle, il donnerait une particu-
larisation de contact, pour laquelle on aurait w30 = — dT \ H = o
(mais a'; + a:J^o, o ü 0 ^ o ) . Or, quand on se déplace dans les diffé-
rentes directions dm de la surface

(310) [H/Hl |"HM] lHNl

les cercles caractéristiques [HrfH] forment sur H un faisceau avec les
points communs M et T. Soit

2

T = rr,,M -+- r i N n - a7nNn + jrv W , T " = xf

T ! <fH = «J..T | M -4- M», T ! Ni— U>0,T | N U

= w«, T I < ft M -H NI ) + w,, ,T ! ( PnM — <NM ).

On détermine donc T par
T | ( ?,M -h Ni) = o, T(p,,M - Nn) = o,

(3n) T=-^^liM

Le cercle [HrfH] passe par W pour la ligne w 3 0 = o de la particulari-
sation canonique, que nous caractériserons un peu plus tard.

Un autre point remarquable est le second point I (pôle principal),
commun aux cercles oscillateurs des asymptotiques conformes; choisi
pour pôle, il donnerait une particularisation incidente, avec

w ^ 2 = o(a.J -h ajj ^ o, CJOO^ o) .

Le long de la première asjmptotique conforme w02 = co0H

ii —Ni) —

(l) L'élément linéaire canonique dm? s'appellerait plus justement élément angulaire.
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De même, pour Ia seconde asymptotique a)02 = — w<n

^/M=(u l M (Ni , -Ni) ,

u—Ni) = (/ü>,,,— co,,JM -+- (*>„,(<iii — Gi )(NI-+-NIL) 4-

]

Pour que

Ï=y 0 M

appartienne à ces deux cercles oscillateurs, il faut prendre

et comme

On a donc la relation

[ A l

MTlJ et conjugué harmonique de T
A

par rapport à M et I; en effet

Ceci explique la relation établie par la particularisation canonique
entre les coeflicients de w30 et &),2, et permet aussi de délinir la
ligne co,io = o comme celle le long de laquelle le cercle caractéristique

A

de H passe par I. On voit en outre que la particulurisation canonique ne
peut se confondre avec une des parlicularisations de contact ou incidente
sans que celles-ci se confondent aussi; cela aura lieu pour les surfaces
pour lesquelles (3|= o, (3H= o,soitr,)30=r w^ -= o, ou B = F = o (cyclides
de Dupin).

La position géométrique du pôle canonique W a>ant été ainsi pré-
cisée, le cercle normal canonique |MHW] joue au point de vue con-
forme (dans la particularisation canonique) le rôle de la normale à la
surface en géométrie euclidienne; d'ailleurs une inversion symétrique
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de pôle W transforme H en le plan tangent, [MHW] en la normale.
Pour les asymptotiques conformes, il passe par W une sphère contenant

Fig. ..

iosc.as)

(FHl

ioscas]

Éléments de la particularisation canonique.
Les cercles désignés par [ose. as.} sont les cercles osculateurs des asymptotiques

conformes. Les cercles [ B H ] et | ( 2 G - M + G / H J ne sont pas tracés,

le cercle oscillateur et tangente à la surface, soit H. On pourra de même
appeler géodésiques canoniques les lignes pour lesquelles le cercle
oscillateur est cosphérique au cercle normal canonique : N.2 est alors la
sphère de courbure géodésique (euclidienne); pour que les cercles
[M.dM.d'2M] et [MHW], ou [N,N„], soient cosphériques, on aura à
exprimer

[NiNn]l [</M
2= o ou

Du reste [N,N,i] = [ N Ï N 2 ] et Ton trouve ainsi l'équation

(3i4) [rfM.rfSM]R
ou

(3i4f) A =
b)0s

C e s g é o d é s i q u e s c a n o n i q u e s d é p e n d e n t de la part i cu lar i sa t ion ( f ) ; a ins i ,

(*) Pendant ou depuis la rédaction do ce travail, des Mémoirrs sur la géométrie con-
forme ont été publiés par MM. Tiiomsen, Blaschko, Radon, dans les Abhandl. a. d*
Math. Seminar der Hamburg. Univ., IV, 1925 1926, et V (en cours).
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pour la particularisât ion incidente, on trouverait comme réseau des géo-
désiques le réseau angulaire principal.

Une famille de courbes plus importantes a été signalée par M. Car tan,
celle des cercles conformes (superficiels) ou cercles induits, qui sont
fixés dés la particularisntion fondamentale et sont par suite attachés à la
connexion induite ; ils sont donnés par l'équation

Oi5) [M.dM.diM.diM H] = [M.</M.(/s4M.^M]^ o .

Nous reviendrons sur leur sujet. A côté de ces cercles, on pourra définir
les cercles géodésiques canonique*, pour lesquels la courbure géodésique
canonique (analogue à la courbure géodésique euclidienne) sera cons-
tante, cette courbure étant nulle pour les géodésiques canoniques.

Les lignes de courbure d'une surface ont déjà été délinies au point de
vue conforme ; leur équation peut s'écrire

On pourra encore considérer les lignes d'équation

(3i5) [rfM.rfRW]K=o ou pi?

[x(
0
2) étant la jacobienne des formes ),0

2) et e{j .
Joueront encore un rôle géométrique les lignes principales de Darboux

relatives à la congruence des sphères H, d'équation

aussi les lignes d'équation dM I dT = o, etc. D'une manière générale à un
faisceau de ligne* donné par une équation de Pfafl', on pourra aussi faire
correspondre le faisceau orthogonal et ceux qui les coupent sous angle
constant, la notion de réseau angulaire étant la même en géométrie
conforme qu'en géométrie euclidienne.

Si l'on considère les sphères osculatrices des lignes tracées MIT la sur-
face, définies par le produit [M.f/M.rf'M.fZ-'M], on aura encore à con-
sidérer les lignes pour lesquelles ces sphères sont tangentes ou normales
à la surface, ou coupent la surface sous angle constant, ou passent par

A

des points remarquables W, T, I, ou sont orthogonales à H, ou enfin sont
fixes, c'est-à-dire les lignes sphériques de la surface.

On définira des surfaces ou des familles de surfaces remarquables en
imposant à certaines des lignes précédentes des propriétés particulières,
ou à plusieurs des propriétés communes.

75. Nous allons maintenant établir les formules relatives à une parti-
cularisation canonique non principale, afin de pouvoir donner les expres-
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sions de quelques comitants remarquables. En partant des formules (266)
nous ferons la rotation

' A A

Ni = Ni COS tp -+- Nu sin <p
A A

N 2 = — Ni sin cp -+- N U COS Ç,

d'où les nouvelles formes de Pfaff
u>oi

. A
sin cp,

A A A
(O01 cos ç -h wO

A . A A A
(ÜQ9 = — wO| sin <p + OJ0, cos ff,

A A A . A
b>|0= w10 cos cp + oj2o sin cp,

A . A A A
6>30 = — Ü),O sin o -f- ü)2o cos 9 ,

A A A A
ai]3 = — w0, cos <p -+- fü02 sin ? ,

A A A A
(0 ,3 = U>ot S in «p H- U)02 COS © ,

A A
U ) 1 4 = rf

Nous utiliserons les formes ou comitants suivants, relatifs aux géomé-
tries conformes canonique ou réduite :

2MW,

(3i8)

C, = ^ N, -+- a3Nt C2 = «sNj — a, Ns

- V S H =

•S3N3 K Î

F = F - H V<p = O]N| + GiN« =
1

2

2

B H-

= Ci |

> = L ' dM,
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(Du reste D(2) = ïTLQ{2), et l'on peut adjoindre encore G = # l F , C = #t B)

T =-?^M-f-b^|B-+-W=- 2GÏM-2G-4-W, TR=D<»>|B=-»Ô,

I - - — M+-D«>iB+W=-iÔâM—&+W, ÎR =—â,8 v> '?

[N,N,jR=if [ ^ M . ^ M I R - \,

(3i9)

Pour les coefficients, on a

A . . A
1 <*i = — co s '2<p = Ç, a3 = s in %cp,

1 _ A . A . A _ A

1 Pi = P p p P i P
. A A . A A

s, = aH-i^sinaç — tvcos2<p, ss = u —
A . A

e 3 = p cos 9.9 -H wsin2cp,
A ^ . A A A ^ A A
o H- G11 sin «p + <p01, G8 = — Gi sin cp -h GH COS ̂  •+• foi-

Nous rappelons qu'on a toujours (deux relations seulement étant indé-
pendantes)

= 2M, ( E , ~ 6i)*-h 4si = 4 (*•-+- w«), ê — 6ie s= P1 -+- tv*— a*.

A côté de la formule générale ,

(32i) rfs*s

on devra employer en géométrie réduite

Pour un scalaire cp

VR<p = Vscp = Vwç = Vç (V relatifs à M).

On aura encore

V R « U R = O ,
(323)

Revenons maintenant aux équations du paragraphe 70; les équa-

THÈSE DELENS 10
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lions (283) correspondent à

F = rotRN1.N1H-rotRN2.Nî.

L'équation (286) donne

*, - . = [C1C,]R,

= rotRF = rotuF — [ G F ] R = F^-h rotwF,

sans changement pour la particularisation principale ; on voit que 211+ 1
joue le rôle de — K en géométrie euclidienne ; en posant

>u-hi= — Q, w /
r J= — Q[w01w02], rotRF = —Q,

puis

on aura

et pour une forme réduite

la condition d'intégrabilité sera donnée par

(328)

76. La condition (287) donne

- n̂  = [C,K I-hC2K,jR,
\ iv — TOIRB = rotwB — [ C F ] K = B | F - 4 -

(39.9') W J 0 - -?v\

et pour la particularisation principale

»P = - iG^!B*-+-rolAB.

Les équations (285) peuvent s'écrire

,=• [ P K , 1 R - 4 - [ 0 | B ] B ,
( 3 3 O ) J — "> = - fFK 1 ]« i rO,B]R,
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de même que (a88) donne en général

( i-otaC, = [N,B]H • [FC*]R,
{ l) I .otRC2=[N.,BlR-[P.C1]R.

Pour la particularisation principale Ct ~ — Nh C n = Nn, on sait qu'on

retrouve avec ces dernières équations B=—aG ( 2 ) ]F et le calcul de
rotRN| el rotRNH. Mais sous la forme générale, ces équations et les pré-
cédentes donnent des résultats intéressants, analogues à la condition de
Codazzi en géométrie euclidienne. Si Ton pose pour abréger

on a en effet
1 'otRC, - N, IrotRtD [FC2]R,
I rotRC2=N2|rotRa) — [FC,]R,

d'où

(33*) C, rotRC, . C,rotRC = (î)!rotRCD—F. ' [CIO S

En comparant (331) et (332), on a d'autre part

N, |rotR(0 = N 2 l B . N2 |rotKa>= — N,

(334)

\vec la parlicularisation principale, on tire aussi de (333)

tf>|rotR<fl = ->.F = — $B.

qui résulte bien de l'équation précédente puisque

Ces mêmes relations permettent d'exprimer G et F au moyen de 6i et £J-
et leurs rotationnels ou divergences sous plusieurs formes équivalentes,
au moyen de produits intérieurs ou extérieurs.

De la même façon, on aura

( 3 3 \ mtRK, - N, | rot,* i? [FK,] R ,

/ roiR K, = N, | rotH f - [FK, ] R ,

Ki rnrRK, Ko rotRK> - C \ rotR fS [ K I K 2 ] R F .

En comparant (33o) et (335), on obtient

N, | rotR e = C, ! B, No | rotR C =— C, |B,

(336)
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formule qu'on retrouve aussi avec la particularisation principale. D'autre
part, on a

(337) I K , N , - K2Nt]R - •>*/

(avec les notations pour les homographies, § 2) , d'où aussi

(33/) - Q = 9[lMlR]

77. Nous pouvons maintenant terminer la discussion du paragraphe 70.
Avec

e = I/^LR + P ^ -+-«»{©,

il s'agit de déterminer le coefficient w ; or par dérivation

= v rotR ^ <v rotR cî> — 51 V/* — LO V^ H- ̂  V«p,

rotR if = v

et en utilisant les expressions trouvées pour rotRi?, rotR^, rotRc£), il
vient

1') (338) W r

en posant

'*9)

En dérivant (338) et tenant compte de cette équation, on obtient

= —B r ^ F -

et en passant à la condition d'intégrabilité VRtv = o et tenant compte
A

de cOB = — 2 G, on arrive à
A A

(292') (34o) —2 rotR G. w-h Ï * F | X H- rotRX = o,

qui est l'équation (292); du reste

rotR G = d iv R F = G101-+- Guoii-

On peut écrire l'équation (3/jo)

(34o') divRF.̂ = i è
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Dans le cas général, divRF ^ o, w sera donc donné par cette équa-
tion; si Ton part de deux formes différentielles quadratiques en u,, M2,

susceptibles d'être "ramenées simultanément aux formes w^-f-wj',

et tojj., — co*,, par exemple — ce qui fait deux conditions algébriques —
ces formes pourront être choisies pour £(

o
2} et o0

2) d'une particularisation
A A .

canonique; wOi et Moa seront par suite exprimés en M, et u2. On connaît

alors les tenseurs *UR, £}, lO, *")l et les sphères F e t B pourvu que cOetF
satisfassent à la condition ro t K t0= 2 (.0F, puis les coeflicients n,c , wdu
tenseur 1°, donc celui-ci sans ambiguïté : la surface est déterminée de
façon unique au point de vue conforme.

Si F satisfait à la condition divHF = o des surfaces isothermiques, la
sphère X donnée par la formule (33()) doit satisfaire à l'équation

-IOIRX - F | X = T > .

On doit alors calculer w par intégration, et l'on peut utiliser pour cela
la combinaison

F | Vw rotR X = o.

Les surfaces isothermiques sont susceptibles d'une déformation con-
forme (du 2e ordre). On peut encore remarquer que

B|rotRâ) = o
entraînent

(3/n) »rotR& = 2 d i v R F = - # î v R B .

On complète facilement les résultats obtenus dans ces paragraphes
par les produits et différentielles extérieurs, ou les rotationnels. En
tenant compte en effet de ce que VKc0et VKCj sont symétriques à gauche,
et que

0l j V Î ) (0 '\V(D = o; OlR f VR# = # | VR£ = o;

puis introduisant les expressions trouvées pour rotR£0 et rotRCj, on
obtient

= B,
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Ces formules ont été obtenues par ce procédé par M. Thomsen;

ce sont des applications immédiates déjà données de la formule géné-
rale (322)
(323) V„tf> fr

Elles permettent aussitôt le calcul des dérivées d'expressions du type

#|<I>R OU iPÎ*R ( l = O , 1, 2)

sans formules schématiques; par exemple

= A(O f $ R .

V. — Courbes tracées sur les surfaces. Réseaux angulaires
et complexes harmoniques.

78. Nous avons établi, au paragraphe 75, les formules relatives à une
particularisation canonique quelconque. Nous allons maintenant partir
de celle-ci pour étudier une courbe tracée sur la surface et pourvue d'un
repère canonique MN',NjHW ou MNUHW,

N N, m s ? No sin 9,
U = — N , s i n i N2COS9.

Ce repère sera caractérisé par des formes de Pfaff GT liées aux formes w
par les relations

HÎOI = (Om c o s ç -1- (O0'ï sin 9,

nj0 2 = — (o01 sin 9 -f- (o02 cos 9 ,

cru, = (Oio COS9 -H w2o s i n 9 ,

T5T.2O = — (*>io sin 9 +- W20 cos 9 ,

ny,3 = (0,3 c o s 9 - + - Ü > 2 3 s i n 9 ,

T»y23 = — Wi3 sin 9 -f- W23 c o s 9 ,

1 TÎJ30 = = w30»

Dans cette rotation de l'angle cp, à côté des formes comitantes, on a à
considérer les nouvelles sphères F' et G'

(343)

Nous prendrons ensuite la sphère N orthogonale à la courbe en m,
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donc la sphère U tangente, et poserons

, (Oui Ü)QJ
TÏJoi = « J W = —* = —. >

cosç sinç
dM = . dm.N
dN ~ ai(tdm.M . * aitdm.U • a^dm.JSL— dm.'W
d\J = «,„<!/?*.M — " , . ' / / / / . N

dH. — <7{u ^/// .M — </13 <7m.N — «43 ^///?.U

( . —ffiOdm.N — tf20 dm.V —

G = a t 2 = - ~ =—^—r = Gt cos»

sin?ç,

(345)

COS2Ç

(tlïl ê g*8

liïn

- ( e 2 —

et si Ton suppose en particulier que le repère initial était le repère prin-
cipal, on a

F ' | N = G = G1COS9 + Giisinç-f- -—-•

2 A
D < 2 > | N ' = 5 = — COS29,

2 A

GW|N* i
A A

h

A A

A AA
B | N = «30 = — 2G11COS9 — a

G s'appellera la cou il) are géodésique (conforme) canonique, a l 0 et a30 la
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courbure et la torsion normales canoniques de la courbe considérée.
Pour une couibe orthogonale à la première et pour laquelle les lettres
seraient accentuées, on aurait en particulier

~h a ,o = '> M, a'ao •+• «*o ="

\ «ft

A a30 on peut substituer

(347) . *
~ «.tu \ B -

cosinus de l'angle des sphères B et N. Les formules précédentes montrent
la similitude que Ton peut poursuivre dans l'étude des courbes en
géométrie canonique et en géométrie euclidienne. Nous avons introduit
un nouveau noyau

O48) M I ' ^ —

et la forme différentielle correspondante

(348') — [

/JL'O
ÎJ est liée à 1* comme y{2) Tétait à (p(i) en géométrie euclidienne; à

côté de ces tenseurs on peut encore considérer

v0
S} joue en géométrie canonique le rôle de â(î) en géométrie euclidienne.

s = a1 0— M = -

pourra s'appeler l'excès de courbure normale canonique d'une courbe
tracée sur la surface.

Les fonctions aitt et a2o — ou £ et a20 — sont, avec a30 ou cos(3, com-
munes aux courbes tangentes en un point; par le procédé utilisé en
géométrie euclidienne on pourra constituer, à partir d'elles, des chaînes
de fonctions analogues à celles qui comprennent les fonctions de
Laguerre et Darboux, et également communes aux courbes tangentes.

D'après

—[MNW]),
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la courbure géodésique canonique G est commune aux courbes ayant
on m le même cercle osculateur; nous reviendrons du reste sur la signi-
fication de G.

La comparaison avec la géométrie euclidienne donne encore

(Tut) LG=A,r— ry- i i LÇ=-Â —H = e. Lan= h.

79. Nous allons maintenant, pour trouver les relations entre les fonc-
tions attachées à une courbe sur une surface, et celles qui ont été
définies intrinsèquement aux paragraphes f>2 et (>3, faire subir au repère
les modifications successives qui le ramèneront a un repère naturel;
nous ferons d'abord une parlirularisation géodésique tangente, en
prenant pour sphère tangente à la courbe en m la sphère de courbure
géodésique euclidienne. Appelons MNA2HA4 le nouveau repère, les
coefficients a étant remplacés en général par des coefficients />. 11 suffit
de faire l'élation

A . - U GM. A v = W - G U - ^ M

pour obtenir

M | d1 A2 = — «'M , dAi — dm- bti = o, 6,2 = 0.

On a du reste la vérification euclidienne

A»» = 9 m x q g mx = g m x ( m -r- *> r q ).

Les autres coefficients sont

_ _ A
(35-.) --«---cos bu = «23 =

. dG ,
[ > 2 0 = «20-+- -7— J o3o =

La signification conforme de G est donnée par

(353) G = W|A 2 ,

on obtient une expression euclidienne en posant

le point w étant de masse un, et déterminant le coefficient z par la rela-
tion (269); nous poserons pour un instant



P représentant la puissance réduite de w par rapport à la sphère A
on trouve alors

( W ) G — Ï

La particularisation à laquelle nous sommes arrivés est attachée à la
connexion superficiellement induite — nous dirons transinduite — de
la courbe tracée sur la surface, considérée comme espace (non linéaire)
à deux dimensions; les formules» superficielles sont en effet

dmJX
. . —dm As.

(354)

et sur la courbe on obtient seulement

8M =
(354')

Les connexions induites d'une courbe sont donc différentes, selon
que Ton considère cette courbe comme directement plongée dans l'espace
conforme, ou comme tracée sur une surface, pourvue d'une connexion
induite, et elle-même plongée dans cet espace. Dans la connexion trans-
induite, le cercle oscillateur de la courbe est remplacé par le cercle
harmonique, intersection de la sphère harmonique avec la sphère de
courbure géodésique euclidienne; celle-ci contenant le cercle oscula-
teur, on peut dire que le cercle harmonique est la projection ou l'image
sur H du cercle osculateur. C'est sur le cercle harmonique qu'est repré-
sentée la courbe par la connexion transinduite. On pourrait, en suivant
la même marche qu'aux paragraphe* iV£ et (>H, simplifier les formules (354)
par le choix d'un nouveau paramètre (transnaturel) et une modification
du repère. Pour ce paramètre /, on aurait

dll — — b>{) dm' = — £i O l - 2 ds\ y ' = — bi{l.

et le repère serait pourvu d'un pôle transnaturel J.
Un tel choix écarte le cas des lignes pour lesquelles fe2o serait nul;

ces lignes sont précisément les» cercles de M. Cartan, ou cercles induits;
ceux-ci sont en ell'et caractérisés par

M|A 2 =o, </sM|A2=o,
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Les trois premières conditions sont réalisées et la dernière peut
s'écrire

— dm- c/s Ni| ds A% = dm* b20 = o, btQ = o.

\vec le repère initial MN', N,HW, l'équation des cercles induits serait,
par suite, avec

d t A

(355)

_ _ _ - h _

d*v /n . r, x dy dGt dG2 .
—--^ — ( G t s in? — (i2cos©) -r-î- -J—;— CON3 j - -=— sin©

-+- — î s in ' iÇ- Î3COS9Ç,

(355') rf/n6.&20= V = i^dA — r A ^ s o
a ) - £ ' U 2 Î V 0

2 ) = O -

Or l'équation des cercles géodésiques canoniques peut s'écrire

(356) <1> = si?' d\ A dzç1 = o,

d'où aussi

Au point de vue de la connexion induite, les formules (6ÎO = o)

(3'») ! dt* . — bndm"N — b

(358') [Aw/A2] = / ; , ^ H A , H ] , rf[A2Hl = [ A2 r/H]

montrent que le cercle harmonique d'un cercle induit est superficielle-
ment fixe; ou encore que ce cercle harmonique est en général le cercle
caractéristique de la sphère de courbure géodésique A2 et décrit par
suite une surface périsphérique : le cercle induit est l'intersection
partielle <le celle-ci avec la surface considérée ( ') .

(L) De même, en géométrie euclidienne, la tangente à une ligne géodésique est la
caractéristique du plan normal à la surface mené par cette droite. Mais l'analogie entre
géodésiques euclidiennes et cercles induits est plus profonde : on peut mettre en paral-
lèle l'étude des surfaces faite par Gauss à partir du ds* et l'étude des surfaces en géo-
métrie conforme a\ec particularisation fondamentale; les deux familles de lignes tiennent
dans ces études des places correspondantes.

Kn substituant à la sphère harmonique une sphère H-hÇ0M(^0— const.) du faisceau
tangent (partieulansation tangente non fondamentale), on généraliserait les cercles
induits par les lignes d'equalion canonique

ou d'équation euclidienne

qui ont aussi une signification intrinsèque.
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Si Ton forme, avec les formules (267') ou (275). l'équation des cercles
induits en géométrie euclidienne, en utilisant la particularïsation fonda-
mentale du paragraphe ($8, T et s{'2) se substituent à \ et e^; on obtient

) = — .> LH rn rl2 = —

( 359 ) V - *W dr — 7 V dtW — H £• V 7(2) = o.

Pour les surfaces minima H = o, la sphère harmonique devient le
plan tangent à la surface et les cercles induits coïncident avec les cercles
géodésiques, les surfaces périsphériques correspondantes étant des sur-
faces canaux. De même, une ligne de courbure qui est cercle géodé-
sique sur une surface est aussi cercle induit; on sait qu'elle est alors
sphérique, etc.

Le long des perdes induits, on a en général

(W) S = H A = = ? '

80. On revient à la connexion directement induite d'une courbe et à

une particularisation fondamentale en remplaçant la sphère harmo-

nique H par la sphère de courbure normale A3, ce qui conduit à un

repère MNA2A.,At a\ec des coefficients c, au mojen de l'élation

On vérifie comme précédemment que

j a

A 3 = im x n-f- *m x = km x (m + aRn).

On obtient ainsi les nouveaux coefficients

Une rotation autour du cercle osculateur [A2A3] ramène alors à une
particularisation osculatrice et à un repère MNRSA4 avec des coeffi-
cients a?,

R— A 2 cos^ 1 A3 sin^,

S = — A2 sin'l» i A3 cos 4»,
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l'angle i|/ étant choisi pour annuler rf30 ; or on a les nouveaux coefficients

(36i)
r

23 = C23 H- -=-£ > ö? 2 o= CJO c o s ^ + c l 0 s i n ^ ,

dM) = — c20 sin<J> + c3o cos^ = o.

Pour annuler d 3 0 , il faut prendre

<*•>
as

Ce serait une vérification assez ardue, à faire sur cette formule, que de
retrouver

(363)

nous avons en effet appelé :

9 l'angle du plan oscillateur à la courbe avec le plan tangent à la surface ;
Ç l'angle de la sphère osculatrice avec le plan osculateur;
']> l'angle de la sphère osculatrice avec le plan tangent, et adopté les

notations
r k

, a g Ç = 2 p = T ' x S T

et il resterait â vérifier la formule donnée par Demarlres

(363')
- ) t A

Mais nous en sommes arrivés, dans la suite des modifications du
repère, à un point où il ne reste plus qu'à répéter les dernières opéra-
tions faites au paragraphe t)3. On déduit d'abord de la comparaison des
formules

CLÇ -+- — = «23 4 ^ = c*3 dm -t- a^.

Mais

Cj3 dm = h ds = 7p >

donc on a bien

(364)
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Si l'on imagine alors qu'on a modifié le repère MNRSA* pour obtenir
le repère naturel PQRSV, on trouvera les relations suivantes, entre les
paramètres et les fonctions introduits, données par

P = qm*=: QM.

q - QL, dp =- q ds - QL ds = Q dm,

Mais

L'angle ^ n'étant déterminé qu'à un multiple de n près, on pourra
prendre

(366) Q' = \/ci0 -h cîo =

et l'on aura l'expression de la courbure conforme

^<t'n' \dm
( 3 6 7 ) c = ^

En se reportant aux formules (345), on pourra exprimer finale-
ment tang^, Q , dpy /, c «TU moyen des formes comitfintes introduites
sur la surface et de leurs différentielle!», ou avec les coefficients de ces

formes et les angles (p ou o; mais la complication des formules leur
ôterait beaucoup d'utilité.

Nous remarquerons cependant qu'une courbe tracée sur une surface
sera un cercle pour<Y20= \ t'*0-M'j'0 = o, c'est-à-dire pour c û = c30 = o;
il y aura avantage à donner les expressions explicites de ces équations,
qu'on trouverait aussi par [M.^/M.rf'M.d^M) = o

dm\c2» - VF - V 8; Yi? - -cf ' ^ - ; A ri.* + iua (s,? jij? - 8^'T^ ),

Nous poserons

(370) J = c 3 0 ^ / m « , N = <? t / / i 6 t a g ^ ^ î

(») Kn désignant par S l'angle de deux sphères osculatrices infiniment voisines, 01a
différentielle de l'angle '̂ , cette formule est équivalente à celle de Demartres {loc. cijt.)
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J = o, N = o sont respectivement les équations, en géométrie con-
forme, dos courbes dont les sphères osculatrices sont soit tangentes, soit
orthogonales à la surlace, et les équations des cercles seraient J = N = o.

Les» lignes sphériques ont pour équation

(370 . ï ï ' - S «»=-of

I H-s'oa (ÏWJ —Jr/N) 4- Y(
0
2)

et pour les lignes de courbure sphériques/O
3' = o, on retrouve aussitôt

^ = const., ^ _ ^0.

81. Pour poser ou résoudre des problèmes relatifs à des courbes
ou des familles de courbes tracées sur une surface, on peut pro-
céder comme en géométrie euclidienne et utiliser, soit des systèmes de
Pfaff, soit les équations différentielles d'ordre supérieur équivalentes
(Chap. 11, j$$ \YI et .suivants). Nous pourrons former les expressions
générales de <7/'+l M, ou r/s' ' M. ou d{l 'M par des formules semblables
à celles de la géométrie euclidienne; du reste, nous a\ons déjà ren-
contré les équations différentielles des courbes les plus intéressantes.
Comme nous utiliserons des formes différentielles scalaires, nous conti-
nuerons à opérer en géométrie réduite, et n'aurons qu'à répéter la for-
mule (120) relative à une forme différentielle

\ ai/'> - AH" ]' ( </M )f Al{
/J ': N/' dm/',

avec

"Y(372')

En posant

nous aurons,

(374) < + l = . / < 1 J m W y (».y = o, i; 'i, ?, 4),
/

TB/4 = 0 ( t 5*É i ) ,

(« = O, I, 2, 3, 4 ) .
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Pour les premières différentielles, il vient

(375 )

et, en tenant compte de

<,• = ^ m - Ji- - ilsJ^—îi.,
° ' ^m1 dm

(376)
d\

i
WA = — dinr' — dm d1m = —

Nous rappelons du reste que

(377) <. A

Nous avons ainsi calculé les coefficients de d*M; ceux de ^ M sont
déjà plus compliqués et Ton n'aura en général besoin dans les problèmes
que d'une partie de ceux-ci , aussi nous ne poursuivons pas les calculs.

Si l'on cherche les équations des cercles au mojTen des formules pré-
cédentes, ou trouve

II ™\?>i n̂2» **A II
(378) dm.\\ 02 0 J ° = 0 .
K1 II <i » W *W II

Représentons par [23], [34], [4^] les déterminants déduits du
tableau; on obtient

et l'on vérifie l'identité

(378')
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Les équations J = o, N = o sont donc bien celles qu'il convient
d'employer dans la recherche des cercles. 11 semble du reste assez diffi-
cile d'aborder avec ces équations la théorie des surfaces cerclées, qui a
été étudiée directement dans d'importants Mémoires ( ' ) ; rappelons
qu'il y a lieu en particulier de distinguer parmi elles les surfaces péri-
sphériques (enveloppes de sphères à un paramètre), caractérisées

par m\0 = o ou Gf2) | BJ = o et les cyelides de Dupin, pour lesquelles vsl0

s'évanouit, ou B = o ('*). Aussi on serait amené à étudier d'abord les
surfaces pour lesquelles les équations des cercles ont des solutions com-
munes avec -/ü

aj = o; de même avec 3 (
0

î ) =o, les équations (.I77) per-
mettant alors d'importantes simplifications.

82. LES CERCLES INDUITS. — C'est sur les cercles induits que nous
allons revenir; on peut en effet chercher si des surfaces, distinctes au
point de vue conforme, sont susceptibles d'une représentation l'une
sur l'autre au moyen de tels cercles». Nous rappelons l'équation

( 3i3') V = £„- ff\ - l A dzt? :0*'4 n*> = o.

Suivant une indication de M. Gartan, en remarquant que l'équa-
tion M[r = o admet pour solution singulière l'équation des lignes iso-
tropes, la représentation cherchée, qui conserverait les cercles induits,
conserverait aussi les angles.

Vussi on peut d'abord chercher, en abandonnant la connexion induite
des surfaces, une autre connexion donnant les mêmes cercles. Goninte

avec un repère canonique quelconque, et qu'on pourra toujours, dans
un changement de connexion, choisir le nouveau repère pour avoir les
mêmes composantes wOi, (o02, r»>i2< w 0 o = o (3)i le changement de con-
nexion (superficielle) ne portera que sur W|0 et r,)20 et devra conserver
la forme

Caractérisons donc le premier repère de notre connexion induite, avec
particularisation canonique, par des coefficients w et le repère corres-

t 1 ) G. DhMAHTRE8, Tkèse, 1883. — A. BKbShRVK, Thèse. 191.5. — E. V E S S I O T , / . de

Math. (loc. cit.).
(2) G. THOMSKN, Thèse (loc. cit.).
(3) Cf. K. CVRTAN, Les esDaces à connexion conforme (loc. cit.).

TIILSE QELENS 11
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pondant d'une autre connexion par des coefficients &r, soumis aux res-
trictions indiquées.

M. Gartan a suggéré la recherche d'une connexion particulière (*),
que nous appellerons circulaire, conservant les cercles de la connexion
induite et pour laquelle les composantes du tenseur de courbure satis-
feraient à

îisoo = ii&ui = nS(u = iisi-» = o.

Comme

il restera seulement à satisfaire à

— Hsoo = [wOiüïio+Wo>w2o]^= o,

ilsi.» = TO'| n [^01^20—nJoîWiQ] = 0 .

Or, on a
Q [ l = O.

— w,0) -+- (*>o2(w2o — w2 0)] = 0,

— W.,0) — WO2(W1O— W , O ) — W0lW0j] = O,

( ) = o.

d'où les conditions à satisfaire par &l0 et GJ20

(379)

II s'ensuit
I i

079') j

et l'on vérifie qu'alors

/$o0\ ,---i« - ,u L - I - - * « J — W i0~[w12w2o] =

Les composantes du tenseur de courbure superficiel sont donc, pour
la connexion circulaire, les mêmes que celles relatives à la connexion
induite, sauf ÜS1O qui est nulle. La transformation conforme définie à la
surface par le tenseur de courbure, dans la connexion circulaire, est
alors réduite à une élation de centre m, dont Taxe est tangent aux

A
lignes G| dM = o.

(*) On pourrait aussi rattacher ce problème à la théorie des équations différentielles.
Cf. E. CARTAN, Sur les variétés à connexion projective (Bull, de la Soc. math, de
France, t. 52, 1924)-
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Notre analyse laisse de côté les lignes pour lesquelles aj 4- a\ = o, les
sphères en particulier; on aurait pu étudier simultanément tous les cas
avec une particularisation seulement semi-simple; mais on voit aussitôt
que pour le> sphères toutes les composantes II, comme toutes les compo-
santes ii, sont nulles.

Dans le cas général, si deux surfaces sont représentables l'une sur
l'autre par cercles induits, l'égalité des composantes IISl0 et IIs>0 relatives
à ce* deux surfaces entraîne celle des composantes Î2MO, i2V0, ilSi> chacune
à chacune; les deux surfaces doivent donc avoir même tenseur de
courbure (J) . Mais, plus exactement, ce sont seulement les tenseurs de
courbure Relation qui doivent être identiques; aussi les cyclides de
Dupin, pour lesquelles le tenseui de courbure d'élation est nul, sont
représentables par cercles sur la sphère.

L'interprétation géométrique de la connexion circulaire attribuée à
une surface nécessiterait sans doute l'intervention d'un espace supérieur
où serait plongée la surface.

83. Nous avons fait remarquer que la notion de réseau angulaire de
lignes subsistait en géométrie conforme; on peut donc y parler des
sphères F et G attachées à un tel réseau comme front et guide réduits,
et, dans le domaine de la géométrie réduite, introduire une notion ana-
logue à celle de déplacement parallèle en géométrie euclidienne induite.
C'est seulement avec les cercles induits qu'on pourrait introduire une
notion plus générale valable pour la géométrie superficielle induite.

Nous n'étudierons la théorie des réseaux angulaires que pour deux cas
simples.

Réseaux isothermes et réseaux à géodésiques canoniques. — Le
retour aux formules euclidiennes

A A A A
(27-/) f0 = f -+- J V. logL, go = g— ^*logL (V, euclidiens),

qui donnent par changement de repère en géométrie réduite,

f0 = f -H J V5 logL, go = Jfo,
fo = fo-4- V,<p, g'o=^f'o,

( l) Les surfaces déformables avec conservation des cercles induits dépendent de
six fonctions arbitraires d'un argument; les lignes caractéristiques de cette défor-
mation sont les lignes minima (Remarque de M. Ë. GARTAN).
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suffit à montrer par

(38i) I = rotjg = div,f = rot.<g0 = div f̂o,

que la condition d'isolhermie 1 •= o est la même en géométrie eucli-
dienne et en géométrie conforme; mais on a

(382) JF= r i2mxfo+(foxV, logL)m^i , G =
lu

et par suite, exactement,

(38i') Io= p = rotRG = divRF,

ce qui permet de rester en géométrie conforme et de répéter, dans cette
géométrie, les théories établies en géométrie euclidienne. Le cas le plus
intéressant, déjà signalé, est celui où le réseau principal est isotherme;
nous avons vu

(340 » rotR& = »divRF = — g [ VRB;

donc la condition pour qu'une surface soit isothermique peut s'écrire

(383) tfiVRB = o,

ce qui donne en géométrie euclidienne une équation en $,

(383') gW£(V?H-V,logL.VJI) = o Ou g») £ V, Ç*£) = o.

Tant qu'on reste en géométrie canonique, où l'élément linéaire dm2

est fixé, les réseaux isothermes ne donnent, pour la représentation con-
forme, que les résultats qu'on pouvait obtenir en géométrie euclidienne
à partir du ds2 ; l'étude de la représentation sur la sphère, en parti-
culier, n'est pas facilitée parce que la sphère échappe à la particula-
risation canonique. Mais on peut prévoir l'existence de surfaces pour
lesquelles le dru- sera réductible à la forme

(384) f!»ï>=rtuï , flu'i= \:>its*.

Ce problème se rapporte en même temps à l'étude des réseaux à géode- s

siques canoniques pour lesquelles on peut encore répéter en partie ce
qui a été dit pou»1 la géométrie euclidienne. Cependant, aux surfaces
développables, K = o, de cette géométrie correspondent en géométrie
canonique celles pour lesquelles

(385) — Q = '>u H- i -= I O I R F = — divRG = o.
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On a, du reste, exactement, en géométrie euclidienne, d'après (382) ,

A,logL —K
(386) —TQ = £5 î

aussi ces surfaces sont caractérisées en géométrie euclidienne, ce qui est

bien d'accord avec ( 2 7 7 ) , par

(38 V) A,logL = H* — L*=K,

soit une équation aux dérivées partielles relative à l'homographie ^J; ces

surfaces ont même degré de généralité que les surfaces isothermiques.

La condition (385) est indépendante du repère; supposons-la réalisée

pour le repère principal, par exemple; on a alors

A
F =

et pour un autre repère,

On peut donc déterminer cp, à une constante près — ce qui définit un
réseau angulaire — pour que le front F attaché à ce réseau soit nul; un
tel réseau peut être dit totalement gêodèsique et est aussi isotherme;
le dm2, rapporté aux repères d'un tel réseau, a bien la forme (383), et
ceci correspond aussi aux expressions (176) données en géométrie
euclidienne; ici,

g = VJogL. K = AJogL,

On aura encore des surfaces particulières si le réseau principal est
géodésique,ou seulement comprend des géodésiques; les formules (284')
ou (289) indiquent alors Taxe de l'élation du tenseur de courbure. On
retrouve ainsi les surfaces périphériques si cet axe est tangent à une
ligne do courbure, el les ejelides de Dupin si le tenseur de courbure
d'élation est nul, le repère principal étant alors totalement géodésique
el isotherme : ces cyclides sont donc des surfaces Q = o isothermiques.

L'analogie avec la géométrie euclidienne mènerait ensuite à l'étude
des dm- correspondant aux ds2 de révolution, et aux transformations
conformes infinitésimales attachées à ce cas. Mais l'intérêt n'est pas le
même en géométrie conforme à cause de la différence des déformations
euclidienne cl conforme.
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84. Les courbes d'un réseau angulaire canonique étant celles d'un
réseau angulaire euclidien, on peut mettre en évidence les propriétés de
ce dernier par une modification de repère, analogue à celle commencée
au paragraphe 79 pour une seule courbe; on fera pour cela la particula-
risation géodêsique par relation (annulant W|2),

(387) A1 = N,~G2M, Ao= N2-H G,M, I = W — G — 5=M, I R = —G,

qui substitue aux sphères normales canoniques d'un réseau les sphères
de courbure géodêsique (euclidienne) des courbes de ce réseau; en
géométrie euclidienne, on pouvait considérer les cercles de courbure
géodêsique, tracés dans le plan tangent en un point m et v formant un
faisceau linéaire; au lieu de cela, on considérera le faisceau | A{ A2] de
sphères, ou bien, sur la sphère H, l'image du faisceau des cercles géodé-
siques, donnée par un faisceau de cercles harmoniques; ceux-ci passent
par M et le pôle I du nouveau repère, dit pôle (harmonique) du
réseau.

Fig. 2.

(FH

Particularisations attachées aux courbes tracées sur une surface.

La particularisation géodêsique est attachée à un réseau comme on le
voit en essayant de faire un changement de variable géométrique (homo-
thétie)
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pour ramener tfM à une forme quasi canonique

r/M = w01 Ai-+-W02A2 (w 0 o=o) .

11 faudrait, en effet,

et ceite condition ne pourra être réalisée que si l'on a la condition d'in-
tégrabilité

c'est-à-dire si le réseau considéré est isotherme; dans ce cas seulement

—;iR=G = VRv, — =rfv, \
X

(dU)2 = dm* = x" fini" = x1 L* ds*y

le pôle du réseau peut servir de pôle à la surface pour une particulari-
sation nouvelle (quasi canonique) (' ). On a alors

d\L = g x dm = gft x n̂a H- d logL = ^(v -+• logL),

et Ton peut prendre, avec les formules (176),

*«= e-^du\H- du\), dm*= ^(du* + du$).

On obtient évidemment des réseaux angulaires intéressants quand le
pôle I du réseau coïncide avec un des points particuliers mis en évidence

sur la sphère H, ou reste sur le cercle [MIT J, etc. De même, on peut

(') La particulansation géorlcsique semble indiquée pour l'étude des surfaces isother-

miques; I étant le pôle principal correspondant, on retrouve la particularisation inci-

dente; on peut aussi dans ce cas employer le pôle de contact T, TR = — 2G étant un

gradient.
En général, pour un changement de pôle donnant une particularisation quasi cano-

nique (conservant w00 = 0),

il est nécessaire et suffisant que

rotRZ = o, Z = —

et l'on peut alors faire varier le pôle W sur le cercle [ZH] en choisissant un nouveau
paramètre



- 168 -

utiliser ce pôle I pour des assemblages de réseaux ; considérons ainsi les
assemblages qui feraient décrire à I un cercle de la sphère H; pour un
autre réseau, on a

I' = W —G — — M

ou
An(ç)-f- * F | VRç
! -M.

Soit A une sphère orthogonale à H découpant sur cette sphère le cercle
envisagé; si

A = «M-*-&(Fcosa-4- G siiia) H-cW,

on devra d'abord avoir A 11 = o, donc

("WHi m A = A<Fco«a-i-G*ina - G^sina.M) -+- r ( W H - M j ,

et alors la condition A | Ir = o donne

/>(Fcosa-hGsina)| 01V* 9,+ « (AR(?) +• aF | v*R<p\ = o/>(Fcosa-hGsina)| 01V* 9,+

ou

(38*))
i

condition d'assemblage trrs générale, les coefficients 6, c, a étant arbi-
traires.

Si c = o, la sphère A passe par M (et I), donc fait partie du fais-
ceau [A,A2 | , et la condition imposée à o donne des réseaux incidents;
on examinerait de même les conditions exprimant que A passe par W, T

ou I, ou contient le cercle |_MIT J, etc.

85. LES «.OWPLEXES H*nvrojNiQUES. — En géométrie euclidienne, à côté
du réseau des géodésiques, d'équation F = o , nous avons développé
(Cliap. Il, VI), une théorie des réseaux angulaires, définis à partir
d'un faisceau de courbes, de front f, autrement dit à partir d'un système
de repères, par une équation différentielle

r - J ' ) ( f x r/m) = o.

Nous avons brièvement repris cette théorie en géométrie conforme
canonique, comme on pourrait la reprendre avec toute autre particula-
risation. Plutôt que les premiers membres des équations précédentes,,
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les expressions intéressantes sont d'ailleurs

r r

— = ro,2= w,24-«/çp, e —^ — f x dm = d® (co13 et TUf 2 euclidiens)

comme le montre l'usage de la differentiation extérieure

En géométrie conforme, nous avons aussi considéré

4 II £ i f
—F

if

— O[wO|Wu2l = w f
l a - ( -„ )

\ £ n" /

mais seule la forme rf? est un coriiitant dans un changement de variable
par homothélie M' = .rM. Il faut aller jusqu'aux cercles induits pour
trouver une équation invariante par ce changement, soit W = u, et c'est
seulement l'expression — f qui est alors comitant absolu, car elleserat-

tache à la connexion induite et à la particularisalion fondamentale, mais
ne dépend pas des parliculari^ations suivantes. Or, nous avons

A côté du complexe des cercles induits, défini sur la surface par
l'équation du troisième ordre l I ' = o , nous allons considérer la famille
de courbes, définie par rapport au repère (de composantes eo) par
l'équation

(190 rfrfmi_2iZ= ,/„.
dm

Soit donc, en géométrie canonique, un système de courbes coor-
données pourvues de repères MN,N2HW, ou un seul des faisceaux
orthogonaux formé de l'une de-ces familles de courbes; nous appelons
complexe harmonique l'ensemble des courbes satisfaisant à l'équa-
tion (3})i;, <;n négligeant la famille singulière formée par les lignes iso-
tropes. On a donc
(' 'Jijv > <fo = r{) dm. z = f{)/ti - ç» (/•„. f0 constantes),

le long d'une courbe de ce complexe: dm étant l'angle de deux sphères
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harmoniques infiniment voisines, un tel complexe a bien une signifi-
cation géométrique; il comprend aussi le réseau angulaire défini à partir
du faisceau initial. De même qu'en un point de la surface un réseau
angulaire est représenté sur la sphère H par un faisceau linéaire de
cercles harmoniques et le second point I commun à ces cercles (pôle du
réseau), on pourra en tout point associer à un complexe harmonique un
réseau de loxodromies tracé sur H.

En notations euclidiennes, ceci correspond à

(392') dy = c«L ds, <p = c0 / L ds -+- ç0.

Nous rappelons que dans un changement de variable par homothétie,

M' = JTM, dm' = x dm,

l'expression -j—- n'est pas comitante; on vérifierait qu'on a seulement

dm'' dm' dm'

\dm')

En revenant à une particularisation fondamentale euclidienne
2 | j |

m — — AI J? = — ds = r dm. s(̂ ) :

L L' L
on aurait donc à considérer l'équation

— = r ^ IF = °

qui donne bien la solution indiquée.
L'expression que nous considérons,

2 dm si?
)

a bien au contraire la propriété d'invariance voulue (' ). On pourra, par

(*) Il y aurait lieu de développer les expressions analytiques invariantes pour le
changement de variable géométrique; c'es>t d'abord la dérivée logarithmique qui permet
les formes les plus simples; on reconnaîtra ensuite l'inte'^entiou des dérivées de
Schwarz

y

\y

avec les expressions plus générales

A
•y

où dm' = ej,»1.
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suite, prendre pour l'équation différentielle du troisième ordre d'un
complexe harmonique tracé sur la surface

- >i<?> = o ,

équation qui sera valable pour une partieularisation fondamentale quel-
conque.

86. Le terme correctif ajouté à l'équation des cercles induits est

(— VRF -+- GF — MO) | (r/M)2

de noyau

(394) j VRF -+- GF — M< ') = — ( VwF -h M<*> ) = — <R,

(K est l'analogue,- à un degré supérieur, de ce que nous appelions front
pour un réseau angulaire, et ce noyau du second ordre est un comitant
d'un complexe harmonique ; l'équation d'un complexe harmonique
pourra encore s'écrire
(393') W-^(R

L'équation des cercles géodésiques canoniques correspond à la substi-
tution de V^F à dl, ce qui correspond bien à ce que nous avons trouvé
pour les cercles géodésiques euclidiens, mais tous ces cercles géodé-
siques no sont pas attachés à la seule particularisation fondamentale;
dan*» Oi il y a une partie symétrique et une partie alternée qu'on peut
négliger quand cR agit sur une expression symétrique, (rfM)2 par
exemple.

Si, pour une courbe du complexe harmonique, on a

<fM = N dm.

(R \ N2 = 611 ( N - G ' M Y = o,

la sphère de courbure géodésique de la trajectoire orthogonale est
orthogonale à une des sphères R, ou R., qu'on peut mettre en évidence
dans la partie'symétrique de dv,

§<R = RtR2,

et la sphère de courbure géodésique U + G M de la ligne considérée,
tangente à une de ces sphères. La ligne présentera un sommet induit,
puisque au point considéré l'équation du complexe se réduira à celle des
cercles induits.
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II semble qu'il y aurait lieu, pour pousser plus loin l'élude des com-

plexes harmoniques, puis de leurs assemblages, d'étudier la distribution
sur la'sphère H, des pôles transnaturels J attachés à chaque ligne du
complexe, et leurs relations avec le pôle canonique W de la surface, et
le pôleIdu réseau angulaire compris dans le complexe: dans la particu-
larisation géodésique tangente d'une courbe, nous avion* d'abord consi-
déré un pôle intermédiaire

A*- W-GU-^M,

et pour le pôle du réseau, nous avons

I = W - G - — M . G —G'N + GU.
•A

Pour les courbes d'un réseau, A4 appartient aux sphères N et U -f- GM,

donc décrit le cercle découpé sur H par la sphère W G, etl'on forme

facilement l'expression de A4 en fonction de o: mais, même pour 9
constant, l'expression de J est déjà compliquée.

11 resterait enfin à mettre en évidence les relations du tenseur de

courbure avec la forme différentielle — >̂ mais nous n'avons pas non
"0

plus résolu ce problème.

VI. — Contact et applicabilité des surfaces conformes.
Tenseurs de courbure.

87. Nous procéderons comme au Chapitre H (§ 34) en considérant
une position initiale EOEIE2E3E/ | du repère mobile MN,N,HW ersup-
posant que le. déplacement de celui-ci dépend des coordonnées abso-
lues X, Y de son origine par rapport au repère fixe, la troisième
coordonnée absolue / étant la fonction des premières variables définie
par l'équation de la surface

En coordonnées pentasphériques homogènes, les coordonnées t, x,
y, z* a de l'origine étant liées par la relation

je ' -+- y ' •+- z*-\->tu — o,
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ceci donne en coordonnées absolues

X=7'
Y y a ?

(395)

qui fait connaître U après Z.
Nous restons en géométrie canonique, w 0 0 =o, et avons déjà établi
81) les relations successives par rapport au repère mobile

wo.,N»

-4- w'/'+ 1» W ,

* = °> 3' 4)»

Par rapport au repère fixe, on a

(397) M = Œo-Htf

pour revenir aux coordonnées absolues, nous poserons

M =- tP. P = E« \ E, + Y E2 h Z E3-H

^/Z.Es-t-

/'+• Z.E

U E
4,

Aussi, avec

(397') ^ + I M = TJ'^J

on aura les formules

(398)

En supposant alors la coïncidence initiale des deux repères, nous
obtiendrons, en égalant chacune à chacune les composantes w(

0^net
*)[*" n et tenant compte des simplifications successives, une suite de for-
mules valables pour les valeurs des paramètres et des fonctions
en Eo, et calculables de proche en proche. On a d'abord

M-E,, . N . - E , . N2=E>, H = E3, W = E,,
(399) / = i, \ = ^ =£ = U = 0 ,

o = (ft. Woi = f/X, w02 = dY, o = dZ, o = d\J,
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puis

(4oo)
i AQ :

On voit donc que d*M n'a pas de réduite, que les différentielles
de tt0, et w02 se calculent comme des noyaux dérivés réduits, les for-
mules précédentes donnant aussi

(4oo') ds{Q2) = o , dy -4- to l s = o ou A = o.

Comme nous l'avons expliqué au paragraphe 34, et comme cela résulte
de la formule (372), le calcul des différentielles des formes comitantes
se poursuivra comme celui des noyaux dérivés réduits; nous avons sur-
tout en vue les différentielles de Z; il résulte des formules (376)

(4oi) X ^ + w a o S ^ ^ 1 ' , 8^-+-ojs0E<02>=d3Z, o = d* U.

On a vu que

(323') ^ ) =

donc nous poserons

(402) d*Z (3 )

Nous avons déjà rencontré cette forme symétrique <pj;n au para-
graphe 67, dans les particularisations du repère; elle était introduite
dès la particularisation simple, mais c'est la particularisation canonique
qui lui a donné comme hessienne 3(

o
a>, en la privant d'un terme coooô^;

avant la particularisation simple, on avait en effet

ensuite '

Ce n'est qu'après la particularisation canonique qu'on a eu

VREW=o,

Or, en posant

= o OU D W

il en résulte bien

(4o3)

88. Les formules donnant les valeurs suivantes des coefficients de
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M restent assez compliquées, malgré leur mode de formation régu-
lier; on utilisera la réduction de la formule (27a) à

(mais, pour éviter des confusions, nous n'emploierons pas cette nota-
tion pour les ri[p) ou co^).

D'autre part, on aura seulement

(4o4) ''</'-" = (p+ i)w0I iofQ, T ^ / = (/> + l)ü)0,ü>^,

tandis» que les égalités ŵ 'j*"l) = YÎ(/'̂ ' , wo
/^ l )= YÎ̂ '̂ 1 donneront des for-

mules de réduction valables pour la suite des calculs. On calculera
ensuite

(4o5 ) dr-" t =

puis

( }

les égalités a)(
0';

+l = r,^1 , w ^ 1 ^ < + 1 donneront alors dP+* Z et
rf^+l U au moyen des différentielles précédentes des mêmes fonctions et
de t] pour U, on pourrait aussi utiliser l'équation (3g5).

On arrive donc aux formules d'accroissements des fonctions t, Z, U :

(4o7) AZ = - ,a ! " " T 3 ! '

et l'on a alors pour l'accroissement AM

AM = r/M-h Af.E0-hAZ.B3H-AU.E4.
La formule

(4o/) A Z = i [ 8 ^ - H i ] ^ + . . . = A/(X,Y)

est suffisante pour l'étude du contact des surfaces en un même
point Eo, la sphère harmonique E3 étant d'abord rendue commune aux
surfaces; pour les contacts des divers ordres, il restera à exprimer les
égalités chacune à chacune des formes différentielles du développement
de AZ, jusqu'à l'ordre considéré inclus. En particulier, une seconde
approximation d'une surface (la première étant la sphère harmonique)
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est donnée par la cyclide de Dupin d'équation

Z = i(Y«—

Pour les conditions d'applicabilité des surfaces, on peut utiliser la
forme F(3) précédemment introduite

La condition de symétrie (à droite, celle à gauche étant acquise)
de F<3> est

— F(«| âl =

D'autre part

et en formant F(3) | 'UR, on retrouve

Les conditions indiquées au paragraphe 77 entre les formes 1lH et (X),
conditions d'apolarilé et conditions d'intégrabilité, reviennent donc à
des conditions portant sur D(2) et F{i) (ou ô0

21 et cp0
3 ), exprimant que la

première forme est la hessienne (équilalère) de la seconde. Dans le cas
général des surfaces non isothermiques, ces deux formes suffisent pour
la détermination de la surface au point de \ue conforme. L'applicabilité
du second ordre entraîne donc en général l'identité conforme, celle du
premier ordre correspondant à la représentation conforme ( • ).

89. Nous nous contentons de donnei, en géométrie canonique, les
formules les plus simples relatives aux tenseurs de courbure. Nous avons
indiqué, au paragraphe (56, dix erses formes des homographies 3£s et 3CK;
en géométrie réduite on utilise une homographie

qui, .tirée de <?ts, introduit une nouvelle décomposition de celle-ci; il

( l ) Cf. K. G \ R T \ \ (loc. cit.) l'élude des applicabilités el isomorphismes; la repré-
sentation conforme sur la sphère échappe à vrai dire à notre analyse.
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s'y associe le tenseur correspondant

mais celui-ci n'est qu'une partie du tenseur de courbure de rotation
superficiel JCRS •

qui n'est lui-même qu'une partie du tenseur de courbure superficiel JCS.
On pourrait voir, comme en géométrie euclidienne, comment les diverses
parties 3C se groupent dans les tenseurs JC, mais nous nous contenterons
de rappeler quelques formes du tendeur JCS

tfh | Xh XVt i = a 8H.

ce qui correspond à

et est un calcul au moyen des éléments externes; <7CRK pouvait aussi se
calculer avec les éléments» externes aux éléments réduits, puisque

La formule la plus simple pour JC\ s'obtient en tenant compte de la .

relation entre B et F, qui donne

(409) JCs =

où sont bien en évidence relation et la rotation; mais la forme
montre que le déplacement attaché au tenseur de courbure se réduit en
réalite à une rotation seulement autour du cercle [ôH.rfH] ou f'MHT];
nous avions déjà signalé l'arbitraire de* décompositions du tenseur de
courbure en géométrie conforme : c'est relativement au repère employé
que sont valables les dénominations élation et rotation que nous avons
conservées. Le cercle [MHT] pourrait s'appeler cercle de courbure de
la surface; en utilisant

THKSE DELBNS 12
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on obtient pour ce cercle, dans le cas général, la forme

(4io)

90. Malgré les analogies parfois étroites qu'on retrouve dans la géo-
métrie des surfaces quand on l'envisage successivement du point de vue
euclidien et du point de vue conforme, un calcul détaille montre aussi
des divergences profondes. Mais la comparaison que nous a\ons faite a
encore un but, c'est de préparer l'élude des variétés dont les éléments
générateurs sont, soit les semi-sphères de Laguerre, soit les sphères
orientées de Lie, des\ariétés à un et deux paramètres principalement (1).
Les méthodes du calcul géométrique s'appliqueront facilement aux nou-
veaux problèmes qu'on rencontrera, car la semi-sphère peut être traitée
comme un point euclidien d'un espace supérieur, et le point de l'espace
euclidien usuel n'en est qu'un cas particulier; de même la sphère
orientée est une généralisation de la sphère-point, et la comprend
comme cas particulier (-). Au point de \ue du calcul géométrique, la
sphère orientée peut donc être représentée comme le carré d'un élément
qui symbolise une semi-sphère, et rentre clans une famille de tenseurs
symétriques du second ordre, produits de deux tels éléments.

Semi-sphères et sphères orientées jouent d'autre part un rôle phy-
sique important dans la représentation des ondes, et l'on sait que des
transformations de contact sont attachées à la géométrie des sphères de
Lie. Mais on doit s'attendre aussi, dans ces espaces supérieurs qui
contiennent les espaces plus familiers que nous a\ons parcourus, à des
explications géométriques des transformations analytiques effectuées
dans ces derniers, des changements de connexion en particulier; c'est
ainsi qu'il existe, dans la géométrie des sphères orientées, des variétés à
deux dimensions pour lesquelles la connexion induite peut être en
même temps une connexion normale de M. Gartan. On peut donc
espérer que les méthodes précédemment exposées trouveront de nou-
velles applications, et aussi une adaptation, dans des recherches inté-
ressantes.

(*) Cette étude est commencée dans des Mémoires récents de W. Blaschke, G. Thomsen,
T. Takasii.

(2) En dehors des études avec coordonnées, cf. E. MULLER, Die Geometrie orien-
tierter Kugeln nach Grassmannschen Methoden, Monatsh. ƒ. Math, u. Phys., IX



NOTE.

Les changements de connexion euclidienne des surfaces.

Nous n'avons, au Chapitre II, étudié les surfaces qu'avec la connexion induite
douée, comme on sait, du parallélisme de M. Le\i-Civita. Mais M. Gartan a montré
qu'un (/s* donné était susceptible d'autres connexions euclidiennes, avec des trans-
ports par équipollence dillerents.

Partons d'une décomposition du ds" d'une surface conespondant à un double
faisceau de lignes coordonnées orthogonales

(dm)* = ds* = w'f-t-toij,

et employons des lettres surlignées pour une connexion euclidienne du ds* autre
que la connexion induite (nous n'utiliserons ici que des vecteurs et déplacements
superficiels et omettrons l'indice s précédemment utilisé). On pourra prendre

oj] = toj, ,w* = u>2, dm. = dm,

et il n'y aura changement que pour CD12; avec

(4n) ü>I8=f x </m, g = tff',

toute nouvelle connexion correspond à un champ de vecteurs f (ou g) arbitrai-
rement donné sur la surface. Au lieu de

w', — [eo,2w2] = o, w'2 —[ü)81to1] = o,

on a maintenant

w', —[w12w2] = 0 i , w'2— [w2i<*>i] = û 2 ,

En tenant compte de

W J Z S Ü ) ^ O ) 2 = W 2 , W', = 10^,

on obtient

- Q^t -4-02(02
U ) i o — W i 2 =
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En introduisant le nouveau champ de vecteurs d (ou e) , tel que

(412) f —f = d. e = J d .

on voit que les formules obtenues pour la nouvelle connexion correspondent à

(4i'i) ] '"-"", f̂1"*" 1*"i~ "|W2 ~ * '
( ûu = —K[w,ü>2], K = K-h rotd.

\ partir de la connexion induite, le champ d définit complètement la nouvelle
connexion et le nouveau tenseur de courbure, qui comprend en général une
courbure d<* translation, ou torsion, et une courbure de rotation. On peut
appeler vecteur de torsion

d G/m)'

et Ton distinguera les cas particuliers suivants :

(a) d est un gradient; le changement déconnexion a introduit une torsion
sans changer la courbure de rotation; si Ton pose

le champ f est le champ de fronts correspondant à une décomposition du ds-

déduite de la première par une rotation d'un angle © du repère initial.

(b) d ^ f . f = « . K = «,

le champ d est le champ de fronts correspondant aux faisceaux coordonnés con-
sidérés et au réseau angulaire attaché. On retrouve d'autre part la connexion
sans courbure (de rotation), où le parallélisme est une notion absolue, indiquée
par M. Gartan (1).

Il est important de remarquer que les connexions arbitraires que nous \enons '
de considérer sont, même la dernière, attachées à un réseau angulaire et
n'auront d'intérêt qne si ce réseau a un rôle géométrique (ou physique) particu-
lier. On pourra, dans chaque connexion, définir des faisceaux de directrices ou
de lignes de front par les équations

f X dm = w12= o, ro,2=o,

des géodésiques par l'équation

= o ou

Les directrices sont naturellement indéterminées pour la connexion (6), et pour

( !) On pourra consulter sur ce sujet différents Mémoires de M. E. Gartan, avec un
exemple tiré de la géométrie de la sphère; en particulier Les récentes généralisations
delà notion d'espace (Bull, des Se. math., t, XLVIII, 192̂  ).
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cette connexion, l'équation des géodésiques se réduit à

dy = o (ç = const ),

donc les géodésiques sont les lignes du réseau angulaire considéré; dans le cas
général, des géodesique* d'une nouvelle connexion ne pourront être géodésiques
de la connexion induite que si l'on a simultanément le long de ces courbes

(o,., -+- (h = o. o>|,-t-riç = o;
donc

(0,2— O)|2 — d x f/m — o.

O s géodésiques seraient donc trajectoires orthogonales deb ligues du champ d.
On retombe d'autre part, dans les cas (a) ou (6), sur des problèmes d'incidence
de réseaux, ou de réseaux à géodésiques, éuidiés au Chapitre II; ainsi en consi-
dérant la connexion

(O d = - V x . [ d £ J - | f f ] - o.

on est ramené à des problèmes de réseaux directement associés, etc. Enfin, un
changement de connexion euclidienne ne conserve jamais le réseau (non angu-
laire) des géodésiques de la connexion induite.

Les considérations précédentes montrent l'importance de la théorie des réseaux
angulaires que nous avou^ développée, et font soir aussi que, sous une forme ou
l'autre, les mêmes éléments géométriques (comitanls, invariants; reparaissent
naturellement dans les problèmes que pose la théorie euclidienne des surfaces (la
dernière formule (4i<i) ramene ainsi l'invariant K du //s" ). Elles montrent aussi
que la connexion induite, a\ee parallélisme de Levi Givita, en dehors de son rôle
privilégié pai sa détermination unique, permet de traiter facilement les pro-
blèmes que font intervenir d'autres connexions (1 ).

D'une manière générale, si Ton veut rendre nulle la nouvelle courbure K, il
suffit de faire la connexion

(</; d =

ce qui ramène au cas (b). Un autre cas intéressant correspond à la connexion

(e) d=— JVIogL, f = f 0 =f+.HVIogL.
K^ K —AlogL = L'Q.

(') Les mêmes remarques s'appliquent on géométrie conforme, pour les changements
de parlicuIarUation comme pour ceux de connexion; en elfectuant par exemple sur une
surface la particularisation de contact, où to30 disparait, on voit reparaître o)00 pour
représenter la sphère B précédemment attachée à w30. Il semble donc qu'en général la
connexion induite, avec particularisation canonique, sera suffisante pour l'étude des
problèmes de la géométrie conforme des surfaces.
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qu'on peut considérer comme intermédiaire entre les connexions induites eucli-
dienne et conforme d'une surface, et qui, pour les surfaces Q = o déjà signalées,
rentre dans le cas (d); ainsi, pour le tore, le vecteur de torsion d est alors porté
par les parallèles de la surface.

Vu et approuvé :
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