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PREMIERE THESE

METHODES ET PROBLEMES

GEOMETRIES DIFFERENTIELLES
EUCLIDIENNE ET CONFORME

INTRODUCTION.

Ce wavail comprend trots grands Chapitres, cux-mémes partagés en
sous-Chapitres; une division en paragraphes numérotés se poursuit d’'un
bout a 'autre du Mémoire. Nous donnons apres cette Introduction une
liste des Ouvrages les plus frequemment consultés et des abréviations
par lesquelles nous les désignons dans les références; une Table des
maticres suit le dernier Chapitre.

L’objet du Mémoire est Tapplication a I'étude des géométries diffé-
renticlles cuclidienne et conforme d’une méthode de calcul géométrigue,
et la comparaison des résultats ainsi obtenus el exposés avee ceux qu’ont
attemts des methodes voisines.

Les principes du calenl géométrique sont dus a Mibius, Hamilton et
surtout Grassmann; l'auvre entreprise a é1é continuée, apres Gibbs,
par différentes ¢eoles avee des méthodes parfoislégerement divergentes :
on peut signaler I'école italienne (Peano, Burali-Iorti, Marcolongo,
Boggio, ete.), et Pécole allemande (Grassmann d. J., Mehmhe,
Miiller, etc.); le développement des méthodes symholiques voisines qui
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ont abouti i établissement du calcul tensoriel a rimené Vattention sur

les procédés de caleul plus géométriques, et une fusion des moyens mis

en wavre est en train de S'opérer. Une école hollandaise ( Schouten,

Straik, Hlavaty ) a mis au point les procédés de calcul géométrique et

établi leurs relations avee les méthodes du caleul diflérentiel absolu;

d'intéressants résultats ont été ainsi obtenus concernant les géométries
différentielles de divers espaces.

Daatres procédés de caleul, basés sur les formes de Plall’ et la diffé-
rentiation extéricure, développés par M. E. Cartan, ont également
permis & cet auteur d'édifier des théories d'une grande importance; en
les utilisant dans ce Mémoire, nous avons eu en vue de situer les unes
par rapport aux autres ces diverses méthodes, voisines aussi de celles
de la géométric intrinséque de Cesaro, et en quelque sorte de les
regrouper. Cette comparaison a nécessité des caleuls largement détaillés,
somvent donnés avee plusieurs notations: I'exposé 'en trouvant alourdi,
comme aussi par la nécessité de concilier des notations assez différentes,
tiche parfois déhicate, nous profiterons de cette Introduction pour dégager
les grandes lignes et les résultats de notre travail.

L. Le Chapitre | constitue d'abord un alphabet et une esquisse du
calcul géométrique, et non seulement du calcul vectoriel; car si
celui-ci, aprés une longue attente en France, est maintenant générale-
ment accepté, il n'est quune partie de méthodes plus complétes.
L’exposé que nous donnons Sapparente i ceux de MM, Schouten et
Straik d'une part, Burali-Forti et Boggio d'autre part, ¢t nous avons
essay ¢ d'adapter Ies notations multiples qui traduisent les mémes objets
ou les mémes opérations sous des formes diverses. Notre exposé esl
cependant limite aux notions qui seront utiles dans les Chapitres sui-
vants.

En partant d’un espace projectif & n +1 unités de base, ou points,
dont les objets sont soumis aunx homographies d'un groupe fonda-
mental G, nous indiquons d’abord comment apparait la dualité dans un
tel espace; cette dualité joue un réle plus important quand on substitue
au groupe projectil général son sous-groupe unimodulaire, ce que nous
faisons dans la suite.

Nous donnons alors les expressions des tenseurs ou noyaus géomé-
triques et indiquons comment se traduisent les opérations simples aux-
quelles on les soumet; les tenseurs attachés anx transformations linéaires
sont U'objet de développements particuliers.

Vient ensuite I'étude de T'espace métrique avee une polarité fonda-
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mentale, la substitution des éléments contrevariants aux éléments cova-
riants, sur laquelle nous faisons les réserves nécessaires.

\vec I'espace affin et la métrique vectorielle nous atteignons l'espace
cuclidien et indiquons les opérations qui leur sont propres.

Dans I'exposé de la diflérentiation el de la dérivation des formes géo-
métriques, nous faisons une large place aux opérations alternées et
montrons leur relation simple avee la différentiation extérienre utilisée
par M. Cartan: & cot¢ des symboles de différentiation viennent aussi
ceux des transformations infinitésimales et I'opération de la parenthése.

Plusieurs paragraphes sont alors consacrés a la géométrie vectorielle
du plan, aux décompositions des homographies dans ¢ domaine, aux
formes différenticlles et dérivées etaux parties invariantes de ces expres-
sions; le role des vecteurs unitaires qui servent de base aux repéres est
mis en évidence.

11. Dans le Chapitre [, nous nous limitons a I'espace euclidien a trois
dimensions et étudions les déplacements d’un repére constitué a partir
d'un point origine, de masse un, de trois vecteurs unitaires deux a
deux rectangulaires, un espace euclidien ¢tant attaché a ce repére. Nous
utilisons le groupe G, de I'espace euclidien pour arriver aux notions
de structure et courbure.

Une amputation de la géométrie cuclidienne peut alors étre réalisée,
les opérations de cette géométrie étant traduites par des opérations vec-
torielles : nous retombons ainsi dans un domaine familier, mais ici
encore la simplification apportée peuat faire disparaitre certains aspects
utiles des éléments géométriques ou des opérations.

Si nous reprenons ensuite des exposés bien connus de la géoméirie
des courbes et surfaces, ¢’est d’abord pour fixer avec précision nos
notations, pour permettre ensuite la comparaison avec la géométrie
conforme (ui sera étudiée suivant le méme plan. En géométrie différen-
tielle, nos notations sont assez voisines de celles de MVM. Schouten et
Strutk pour permettre Uinterprétation des formules dans le langage du
calcul tensoriel; nous restons d’autre part en relations constantes avec
les notations de M. Cartan, ce (ui permet de juger laide qu’une des
méthodes peut procurer a Fautre, ou recevoir de celle-ci. Si 'on déve-
loppe les calculs des [ormes et difféventielles extérieures, ou des noyaux
dérivés, a partir des éléments du repére, on retrouve les formules trés
géométriques du caleul de M. Cesaro.

Clest sartoul aux éléments superficicls que nous nous sommes inté-
ressé dans la géométrie des surfaces; cette nouvelle amputation permet
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d’utiliser certaines notions simples données au Chapitre 1 pour le plan
cuclidien; elle nous fait négliger aussi des propriéiés géométriques
intéressantes.

La méthode de calcul géométtque que nous exposons s'est, pendant
ce temps, peu a peu débarrassée des préoccupations de repére, et des
notations trés générales permettent un caleal rapide sur des expressions
faciles i interpréter: citons en exemple fes formules

(76) Ay - dyd <.‘! x'l’).m,:,

(56') Vb _ Vb (::' < cb).f,

(99) (b, _ (ac..,\.x <b> — —h.AS (.1 = tl»),‘
(48) T k(.‘l « q>>.

Nous pensons avoir ajouté quelques développements a I'étude des
courbes tracées sur une surface; si certains problémes ne sont que
posés, leurs solutions (u’esquissées, nous avons au moins ramené ces
problémes de géométrie différentielle a des problemes de la théorie des
formes algébriques : cette algébrisation éait un des buts que se pro-
posaient les fondateurs du Caleul différentiel absolu dans leur célébre
Mémoire de 19o0.

Les problecmes suivants (§§ #3-08) sont plus nouveaux ou ont été
moins ¢tudiés auparavant. Entre la géométrie d'une ligne oa d’un fais-
ceau de lignes sur une surface, et la gécométrie de la surface, se place
un intermédiaire d'une grande importance : la géométvie des réseaur
angulaires de lignes (faisceaux de congruences). a laquelle se rattache
naturellement la théorie du déplacement paralléle. Le role des vecteurs
unitaires est & nouveau précisé, et les caleuls sont développés, qui per-
mettent de déduire d un résean angulaive des familles dautres réseau
en relations étroites avec le précédent : opération analogue a une
dérivation qui fait passer d'un réseau dirigeant i une suite de réseaus
dirigés, assemblages de véseaun jonissant de propriétés remarquables.

On peut ainsi espérer, si Pon commence I'étude d'une surface rap-
portée a un systéme delignes coordonnées, passer du systéme de repére
attaché & ces lignes a d’autres systémes plus favorables. Nous avons
“insisté sur Pimportance des véscaun assocics, directement associés,
incidents. Quelques réseaun particuliers sont aussi étudiés, réseanx o
géodesiques e réseaux isothermes, véseaux déficients. Nous pensons
avoir apporté la des développements utiles,

Il Le Chnpitre HI aborde I'étude de Pespace conforme déduit
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de Vespace cuclidien usuel par les transformations composées d'un
nombre pair d’inversions. Quelques pages d'introduction (§§ 59-60)
permettent Padaptation des notations aux éléments de Pespace con-
forme, rappellent les groupements remarquables d'éléments. La théorie
du repére mobile est ensuite veprise, avec les reperes et les méthodes de
M. Cartan.

L’étude des courbes de l'espace conforme ménc a la particularisation
du repére (particularisation naturelle) quisemble le mieux convenir au
as général; les invariants sont formés et interprétés, la position des
éléments comitants est précisée: la comparaison avee la géométrie
cuclidienne est possible a chague instant.

Dans I'étude des surfaces comme dans celle des courbes, nous nous
bornons aux connexions induites, introduites par M. Cartan pour ces
variétés  plongées dans lespace conforme. A ces connexions sont
attachées des particularisations fondamentales: pour les surfaces aussi,
nous allons au deli d'une telle particularisation pourarriver & un repére
simple, fourni par la particularisation canonique. \lovs que la particu-
larisation fondamentale reposait sur la sphére harmonique H, la parti-
cularisation canonique fixe un pole de repére W, comitant au point M
qui décrit la surface ¢t est Porigine du repére. Des propriéiés de la
sphére H et du pole W sont indiquées, comme aussi la signification de
I'élément lincaire (ou angulaire) dm? alors choisi pour la surface.

Les relations avee la géométrie euclidienne des éléments ou invariants
mis en évidence dans la géométrie conforme ont d'abord été établies, de
~orte qu'il est toujours passible dans la suite de faire les calculs ou
d’interpréter les résultats avee les notations de la géométrie euclidienne.
Mais le choix délinitif du repére permet aussi de traiter les calculs en
géométrie conforme par des procédés calqués sur ceux de la géométrie
euclidienne; c’cst ce que nonsappelons la géométrie canonique réduite.

Un nouveau pas est fait avee Pétude des courbes tracées sur les sur-
faces; il y a lien de noterici un changement de connexion. la géométrie
sur une courbe n’étant pas la méme si lon plonge cette courbe directe-
ment dans U'espace conforme, ou i elle est tracée sur une surface de cet
espace : au cercle osculateur de la courbe se substitue le cercle harmo-
ntque, qui en est image sur la sphére harmonique. Une famille de
courbes d'une grande importance, celle des cercles induits de M. Cartan,
est alors mise en évidence, pour le role qu’elle joue vis-a-vis de la parti-
cularisation fondamentale et de la connexion induite, ou encore du ten-
seur de courbure correspondant.

Les calculs ayant é1é poussés jusqu’a permetire le raccordement des
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invariants propres des courbes avec les invariants qu’elles possédent sur
les surfaces, nous pensons quc la géométrie des lignes en géométrie
conforme cst amenée d un point équivalent a celui aticint en géométrie
euclidienne; mais les formules sont naturellement plus compliquées, et
le besoin d’expressions analyliques appropriées aux changements de
variable géométrique e fait sentir.

La notion de réscan angulaire de lignes subsiste en géométrie con-
forme, mais sans doute faudra-t-il y ajouter un groupement nouveau,
celui des compleaes harmoniques, que nous avons essayé de détinir. 11
y a la un vaste champ d’études, avee des représentations intéressantes
sur la sphérs H, qui reste ouvert.

Les problémes de contact et d'applicabilité des surfaces mettent en

évidence, a coté de la forme quadratique 4> des asympiotiques con-
)

formes, une forme cubique o¢'": ces formes interviennent pour la déter-
mination des surfaces conformes. Certaines familles de surfaces, les sur-
facesisothermiques en particulier, appelleront encorede nouvelles études.

Nous sommes resté élémentaire en n'abordant pas la théorie des
groupes d’holonomie, mais nous avons montré, dans une Note placée
aprés le Chapitre 111, les liens qui existententre la théorie des réseaux
angulaires et celle des changements de connexion cuclidienne des
surfaces.

Qu’on nous permette de conclure : il semble que de I'étude compa-
rative des différentes méthodes se dégage 'impression que Ja théorie des
expressions et dillérentielles extérieures peut étre étendue, avec des
notations empruntées au calcul différentiel absolu ou au caleul géomé-
trique, a des produits moins restrictifs, de fagon a joindre aux formes de
Pfaff les formes de Monge et les expressions multilinéaires de différen-
tielles. La régularité de ces méthodes, ou les éléments orthogonaux a un
¢lément géométrique viennent constamment compléter celui-ci, est par
ailleurs un guide précieux pour les autres procedés de caleul.

Enfin, comme nous en exprimons I'espoir. on peut escompter que des
géométries englobani celles de'espace cuclidien et de 'espace conforme,
tout en sappuyant sur les résultats acquis dans ces (liv.wiplines, leur
ouvriront de nouvelles voies el éclaireront en retour les procédés mis en
euvre.

En terminant, nous tenons i cxprimer i M. . Cartan I'hommage de
notre gratitude pour les conseils et les encouragements que nous en
avons regus; nous sommes heurcux aussi d’avoir pu utiliser a diverses
reprises les travaux de G. Demartres, 'un de nos regrettés professeurs.

—> O C———
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CHAPITRE L

NOTIONS DE CALCUL GEOMETRIQUE.

1. — Les éléments de l'espace projectif E,.,;
les groupes fondamentaux G, et Gu,.

l. Considérons I'espace projectif (n + 1)-aire E,,, a groupe fonda-
mental G,, comme engendré par Iélément primitif point : n -1 points
de base e;, ou unités du premier ordre, choisis arbitrairement, forment
un systéme de référence, ou repére. Par rapport a un tel repére, tout
point p a n—+1 coordonnées homogeénes z

P Xrie; 0,1, 9 .0y ),

les valeurs proportionnelles des coordonnées suffisant d’ailleurs a fixerla
position du point, de sorte que le point

;.p = X .l‘in

ne différe du premier que par le facteur numérique 2.

Les produits extérieurs d’ordre ¢ des points de base, dont le nombre
est celui des combinaisons sans répétition de n -1 objets ¢ a ¢, consti-
tuent les unités extérieures d’ordre ¢ attachées au méme repére ; une
forme extéricure d’ordre ¢ cst une combinaison linéaire de ces unités ;
en particulier, le produit extérieur de ¢ points

[Pip:--.pyl  (gSm 1)

constitue un espace projectif g-aire inclus dans E, ,, dont les coor-
données par rapport au repére choisi sont les déterminants d'ordre ¢
déduits du tableau des coordonnées des ¢ points

[p.p,...p,,]:.‘.‘.[xi‘.rg...xfll[eaeg...epl (@83 ..,p=1,2...,9)

Toute forme extérienre d’ordre n 41 se réduit a un seul terme, donc est
multiple de I'unité d’ordre n -1

[eve;...e,]=U.

Une telle forme est une quantité scalaire.
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2. La dualité dans 'espace projectif E, ., résulte pour I'instant de la
correspondance qu’on peut établir entre les unités d’ordre g et n+1—¢q,
puis entre les formes de ces ordres ayant mémes coordonnées ; en parti-
culier on peut envisager I'espace E, , au point de vue tangentiel en le
considérant comme engendré par les produits extérieurs d’ordre 2, con-
¢us maintenant comme éléments primitifs. La multiplication extérieure
de ces éléments est alors dite régressive, alors qu’elle était progressive
dans le premier cas.

Cette dualit¢ devient plus parfaite si Pon substitue comme élément
générateur a un produit d’ordre n son quotient par I'unité scalaire U :

Q - '&[pnpz---pul-

Q peut s’appeler copoint, ou point covariant, tandis qu'avec les conven-
tions usuelles p est regardé comme contrevariant ; ces définitions ont
leur origine dans les transformations projectives de I'espace E, 4, for-
mant le groupe fondamental G,.

Soit en effet § une transformation de ce groupe, ou homographie,
agissant sur les points de E, ., et transformant un point p en un pointp'

P=9p-

La méme transformation, agissant sur une forme extérieure d’ordre ¢, .
la transforme en unc autre de méme espéce ; posons

[P\p:---Pel [4P-GP2--- Pyl G [PiP2-- Pyl

G '4' étant la puissance (extérieure) d'ordre ¢ de I'homographie G('); en
particulier
U= G+l

bd

G "+ étant le déterminant de la transformation : on voit que

[!’Q’_—__ [,glnIQ'

, glnl
V-
. . . . g .
G est l’adjointe de’homographie G, tandis que E-;‘;’T-Fn est dite contra-

grédiente a §.

.. .1 2 ) . .
Les substitutions contragrédientes § et L,:‘?"_W » opérant respectivement

(') Pour ce qui concerne les produits et puissances extéricurs d'homographies et réci-
procités, voir R. Mchmke (P. V.).
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sur les point et copoint p ¢t Q, conservent leur produit extérieur’
lQp’] [Qpl

La contragrédiente ct 'adjointe d’une homographie ¢ sont identiques
si § est unimodulaire (4 déterminant unité) : les homographies unimo-
dulaires forment uu sous-groupe G,, du groupe projectif (i, ; par les
opérations de ce sous-groupe I'unité¢ scalaire U et les produits extérieurs
d’ordre n—1 sont invariants : nous resterons désormais a Uintérieur
du sous-groupe G, .

II. — Quelques opérations de 1’algdbre tensorielle.

3. Sil'onéchange l'ordre des termes Q et p du produit cxtérieur [Qp],
ona

[pQ] - (—1)"[Qp],

aussi est-il préférable, pour éviter les changements de signes, d’intro-
duire un nouveau produit :

(1) Qp=p!'Q=[Qp]

dit produit scalaire (i liaison simple) des éléments d’ordres 1 et n; ce
produit est invariant dans G.

Dans tout repére, la dualite déja signalée permet de faire correspondre
aux unités contrevariantes e, les unités covariantes E; telles que

E'!e, 1. Ele,—0o (J=I)

Les éléments e; et E, sont polaires réciproques par rapport a I'’hyper-
quadrique d’équation ponctuelle X(x?)?*= o, et le premier membre de
celte ¢quation est contrevariant pour les transformations ¢j.

Faisons a ce sujet la remarque suivante : les transformations ¢j opérent
sous différentes formes sur les éléments géométriques qui peuvent étre
sujets a des variances diverses : invariance, covariance, conlrevariance,
variances mixtes ; il sera commode d'employer le mot comitants (') pour
designer les éléments ainsi conservés ou transformés, chaque fois qu'il
ne sera pas nécessaire de préciser le mode de variance.

La multiplication scalaive n’est qu’un terme d’une suite d’opérations
analogues, douées de la propricié distributive, qui interviennent dans la

(') R. Weirzensoch, Invarianten 1heorie.
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théorie générale des lenseurs ; 'algébre moderne désigne par ce nom de
tenseur toute forme multilinéaire ou multiple de variables (coordonnécs);
le calcul géométrique arrive a la méme notion de la fagon suivante : soit
par exemple

abCdEf

une succession d’ordre G, ou produit sans liaison de 6 éléments ordon-
nés ; considérons en méme lemps la succession

VuTzYX
d'éléments a variances opposées, rangés dans I'ordre inverse ; le produit

(») abCAdEf'VuTzYX (a!'X)»b!'Y (C'z)d!T)(E!n)fiV)
~[Xa||Yb||Cz|[Td]|Eu]|V{]

est dit produit (scalaire) @ liaison sertuple, ou d’'ordre 6, des deux
successions précédentes. De méme

(3) abCdEf!VuTzYX abCd(Ef'Vu)TzYX
(Ef!'VuiabCdTzYX.

succession d’ordre 8, est le produit & liaison double (scalaire) des deux
successions primitives, obtenu en ne saturant dans chacune que les deux
¢léments voisins du symbole d’opération, par les éléments opposés.

D’une maniére générale, deux suceessions d’ordres p et g avec r élé-
ments opposés & partiv du svmbole d’opération, et rangés en ordre
inverse, donnent naissance par une multiplication @ liawson r-uple (ou
d'ordre r<p, q) i unc succession d'ordre p + ¢ — 2r; les produits sans
liaison, & liaison simple, etc., le produil scalaire, rentrent dans cette
définition générale.

Un tenseur géométrique, noyau (a multiplication scalaire) du lenseur
algébrique correspondant, est une combinaison linéaire de successions
de méme ordre ¢t de méme constitution, c'est-a-dire ot les ¢léments
correspondants sont de méme espéce : ses ordres covariant, contrevariant,
total, sont ceux de ses termes monomes (succcssions) ) considéré comme
opérateur el saturé par une succeession opposée de méme ordre total,
regardée comme objet variable soumis i I'opération, il donne naissance
au tenseur algébrique. Un tel noyau est nul quand son produit a liaison
compléte avec une succession arbitraire est nul. donc en méme temps
que le tenseur algébrique correspondant : comme il est composé linéaire-
ment au moyen d'unités qui sont des suceessions de méme constitution,
ses coordonnées par rapport a ces unités sont alors Loutes nulles.
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En utilisant la forme multilinéaire des tenseurs ét la propriété distri-
butive des multiplications, on définit de méme les produits a liaisons des
tenseurs entre eux : en particulier, deu tenseurs, de méme ordre ou non,
sont apolaires quand leur produit i liaison maxima est nul.

Les tenseurs d'ordre zéro sont les nombres, ceux du premier ordre les
points et copoints; les plus utilisés ensuite, ceun du second ordre,
représentent les transformations linéaires homographiques et dualistiques
opérant sur des éléments d'ordre 1+ ou n. Quand nous représenterons
une homographic ou une réciprocité par une seule lettre (majuscule)
nous sous-entendrons souvent (comme nous Uavons déjafair) @ la droite
de Uopérateur le symbole d’opération ! du produit & liaison simple.
Nous poserons ainsi, par exemple,

J - XaB, R _-XCD
pour les tenseurs produisant les transformations
x —&Xx - X(B!xa, X'- Rx=X¥(D!x)C.

Signalons en particulier le tenseur unité U, ou transformation identique,
qui sous cette forme opére sur les points avec le noyau

U = Xe;E; (F=0,1,9.....0)
tandis qu’il opére sur les copoints avec le noyau
q p P y
-"I - .‘JE[O].

Les points el copoints étant les éléments fondamentaux de notre E,,,
on peut encore, avec VIM. Burali-Forti et Boggio (E. C.) considérer
I'action d’un tenscur d'ordre ¢ sur une succession d’ordre ¢ — 1 par une
multiplication & liaison (¢ — 1)-uple. le résultat étant alors un élément
primitif : a ce point de vue, il est logique de considérer le tenseur
d'ordre ¢ comme une transformation (homographie au sens large)

d’ordre ¢ —1.

4. Certaines propriétés importantes des tenscurs (indépendantes de
lear rang) sont données par la constitution commune a leurs termes
monomes ; nous dirons. par exemple, que abCdEf est le schéma de
constitution d'un tenseur XabCdEf; un tel schéma met en évidence
le rangement des éléments covariants el contrevarianls: par une exten-
sion du mot monome, il indiquera les groupements symétriques, alternés,
cycliques, etc., (ue peuvent présenter les cléments. On pourra parfois
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sous-entendre le signe de sommation et représenter symboliquement
(nous dirons schématiquement) le noyau par son schéma.

Appelons isoméres d'une succession celles qui v'en déduisent par per-
mulation des ¢léments, isomére d’un tenseur un tenseur déduit du
premier en remplagant les termes de celui ci par lears isoméres prove-
nant d’'unc méme permutation. Considérons en particulier une succes-
sion p, ps. . .py d'¢léments analogues : soient X, la somme des isoméres
pairs (déduits de la succession par permutations paires), 2; la somme
des isoméres impairs (par permultations impaives) : les tenseurs

N

plp”-“pq —-—"-,, -,),
: ! 1
Pip:...Py= 71"!‘(}-/"‘21)»

s'appellent respectivement produits symétrique (ou algébrique) et
alterné dés éléments: dans les formules de composition, ce dernier joue
un role analogue a celui du produit extérieur [p,p....p,| des mémes
éléments (') : ces deux produits sont isomorphes.

o

Remarquons qu'un tenseur d'ordre n + 1 de schémapyp,...papaen
méme temps, a un facteur symbolique pres, le schéma Qp et peut ainsi
dtre regardé comme du second ordre ; aussi qu’on pourrait, dans la défi-
nition des tenseurs, utiliser exclusivement les ¢léments d'une espéce :
points on copoints.

Un tenscur a schéma symétrique ou alterné est dit lui-méme symé-
trique ou alterné ; ces groupements sont importants parce que dans un
produit entre tenseurs ot des éléments groupés en successions (au sens
large) I'une \ymétrique, I'autre alternée, se trouvent complétement liés,
le résultat est nul (2); ainsi

(zabCdeF ) .‘.:vl?l‘zYx‘) - 0, pour r23.

{ annulation d’un tenseur entrainc évidemment celle de tous ses iso-

(') Ainsi, dans K, _,, tout tenseur alterné d’ordre ¢ >n+ 1 est nul,
(?) Signalons des formules de récurrence, comme

~— (] (] o N — —~~ _
3! xyz = 2! (xyz + yzx + zxy), Ilxyz=1! (xyz + yzx + zxy),
et des formes plus compliquées, par exemple

Xyz =Xyz | ZXy +ZyX + X Iy + yEX — EXy
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méves, 'ordre des éléments n’apparaissant plus dans le produit a liaison
compléte.

Les isoméres d'une succession, puis d’un tenseur, pouvant s’obtenir
par une suite de transpositions elfectuées sur deux éléments, et méme
deux éléments consécutifs, on peut faire choiv d'un symbole pour repré-
senter une telle transposition, symbole aflecté d'indices désignant la
place des éléments qu'il intervertit ; nous représenterons par l\ﬂlc sym-

«x

hole de transposition des éléments de rangs 2 et (i partir de la droite),
par § et A les symboles produisant respectivement la symétrie et Ualter-

a8
nance des mémes ¢léments ; symboliquement
‘ R
o -af
(%) '
| 2 1—K.
24 a8

Les indices seront supprimés quand il n’y aura que deux ¢éléments en
jeu.

II. — Les transformations linéaires.

3. Nou- ferons usage, dan~ ce paragraphe, des schémas pour repré-
senter les homographies et corrélations. Soient les homographies
& aB, J uv

les corrélations
R = CD, & = of.

La transformée de J par JC s’obtient en agissant avec JC sur u, avec
JC" sur V; si 'on pose

xin_Pq, KM= qP, KMV = Vi 5,
il vient
J, = Xu. KAV = 201wV = 3y 56,

aCm représentant la conjointe de JC', obtenue a partir de cette der-
ni¢re et en renversant le schéma. D'aprés

(BMacx)'Y — Y! R Ix = (I mY) Ix = Hin+r(Y'x) = Klr+il(x!Y),

on voil que
Jeim e — "]c[Il-'-I],

A = A1 (I inverse de K)



— 15 —
(pourle cas général od 'homographie JCn'est pas dégénérée, dCint £ 0),
de sorte que la transformée de homographic ‘J est encore

(5) Je= aCwrv aeqac-r,
De méme &' sera transformée (en utilisant la conjointe I¢ de JC) en

A e "
el R en
R, = KR,

En opérant avec une corrélation (R, par exemple, on obtient les trans-
formées d’espéces différentes

X RIRT,

T = REKR

(R gant I'adjointe de R, R et R les conjuguées de R et R).

Parmi les homographies a rattacher a J¢, et opérant comme elle sur
les points, citons :

d¢-', son inverse. ainsi que les diverses puissances (positives ou
négatives) a liaison simple.

¢ conjointe de I'adjointe (et adjointe de la conjointe), dont nous

avons montré la relation a la précédente. Dans les homographies agissant
sur les copoints :

x, conjointe, ¢t JC'"', adjointe.

Rappelons qu'une homographie JC satisfait & une ¢quation fondamen-
tale de Ilamilton-Cayley, de degré infériear ou égal & n + 1. qui est une
relation entre JC el 'homographic identique UL (cas particulier d’une

relation symétrique plus générale entre n +1 homographies) ; si Ion
écrit cette relation

N(— 1) fpial). BnH—rUr =0 (p=o,1,...,n +1)
le coefficient I,(<IC), invariant d’ordre p de JC, a pour expression

'
[p(aC) /—:—';tln—ll—)—w [aetpiUln+1—p]]  AClPI[ 21U, bh=lua=1

(le dernier produit ¢tant un produit scalaire double entre tenseurs exté-
ricurs d’ordre p). Il faut signaler en particulier 'invariant linéaire

(6) Lot = (n o 1) [UM] = 22U,



— 16 —

Comme autres homographies importantes liées linéairement a ¢, con-
sidérons encore

() a wfacUl V)= | . UW—38

et ~a conjointe, dite cyclique de 3 ('),

(7 Gae =2 =, 8¢.U = %,

ainsi que I'homographic normale (a invariant linéaire nul)

2
(8) Nac ilt’———-nl“ -U,

permettant 'importante décomposition

L&
I

(9) N 12

Enfin, aux opérations déja envisagées sur les homographies, nous join-
drons celle de la parenthése (de S. Lie), définie par

(ne;y) =By — JH = — W“)

considérée comme une multiplication entre J¢ et J, et dont le produit
est une homographie normale.

Quant aux corrélations. nous utiliserons leur propriété d’engendrer
les homographies par une multiplication a liaison simple, soit

N'R  ef!CD (f!CieD

et le fait qu'une corvélation est la somme d’une partie symétrique (pola-
rit¢) et d’une partic alternée

(10) . R=JR AR.

Sil’on introduit la réciprocité conjuguée (& schéma renversé)
(') KR SR —AQR,
on aura les nouvelles décompositions

R _2§R—KQR,
R _2AR KR  (de méme pour ¥').

.'l-l

(') W. Woiaer, Gotlingen Nachrichten, 19o}. — C. BrraLi-FoRTI et R. MARCOLONGO
(T. L.). — J.-\. ScuouteN (V. \.).

'
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Quant & Padjointe R (ou &) d'une réciprocité, elle est d’espéce

. e e . RIn) _
différente de celle-ci, ainsi que linverse R™' = Zr—; (ou 1),

IV. — L'espace métrique et la polarité fondamentale.

6. Considérons dans E,,, une polarit¢ € agissant sur les points et
définie par une hyperquadrique non dégénérée (T'"+' =# o) ; utilisons
exclusivement les repéres formés par les (n - 1) édres polaires réci-
proques par rapport a ‘T, de sorte que I'équation tangenticlle de cette
hyperquadrique soit X(z,)*= o, son équation ponctuelle Z(r¥)*=o0;
alors

T—=IE/, 9'==Xe.

Les homographies de G., conservant cette propriéié des repéres satis-
font a ‘

et forment évidemment un sous-groupe de G,,, celui qui conserve

I'hyperquadrique fondamentale, ou absolu,; on vérifie du reste que les
¢quations

b

r: |‘t,§1"—|= -} .‘f’g’ = ‘f’

Y

entrainent

L'espace E,,, soumis seulement aux transformations de ce sous-groupe,

que nous désignerons par (i,,, acquiert un caractére méfrigue : a tout

élément, a tout lenseur, correspondent par la polarité fondamentale un

¢lément, un tenseur, bien déterminés, et la correspondance est involu-

tive. Considérons en particulier des éléments réciproques e; ct E;

o'E, 1, e,'E, ¢,/ E,—0 (2 J)

Comme
E;= Qe e,— TE,

le produit scalaire de deux éléments a les formes équivalentes
. : N “
(1 a!B a!9b=<%ab- ‘U:AB - A!b;

congn comme un produit entre a et b, ou A et B, on lui donne le nom

de produit intérieur des éléments de méme espéce et'on peut le repré-
senter par

ajb=A|B.

THESE DELENS



7. Ceci permet alors de substituer les élements contrevariants aux
covariants, ou inversement (identification symbolique d’¢l¢ments qui ne
sont qu’isomorphes), & condition de substitucr ¢en méme temps de fagon
convenable Ia multiplication intéricure a la multiplication scalaire ; une
telle substitution n’est d’ailleurs valable qu’a intéricur du groupe Gym,
ou I'on peut toujours rétablir les ¢léments primitifs, et s’étend alors aux
tenscurs de tous ordres et aux multiplications définies sur eux, en rem-
plagant les liaisons scalaires par des liaisons intéricures. Cette identifi-
cation symbolique n’est d'ailleurs pas sans inconvénient ; ¢'est un moyen
de calcul qui permet de représenter plusieurs formules (isomorphes) par
une seule, ct facilite le passage des formules relatives a un espace E, a
celles relatives a des espaces inclus (sections) E, (g -7 p) ou I'extension
inverse, grice aux propriétés connues des transformations par polaires
réciproques, par exemple : mais elle masque la réalité géométrique en
mettant en évidence des éléments orthogonaux i ceuy qui interviennent
récllement, en ne permettant plus de distinguer a premiére vue, parmi
les comitants, ceux ou Pabsolu n’intervient pas effectivement; nous en
ferons cependant usage.

Les polarités fondamentales T et ' sont liées aux homographies iden-

tiques U et aU par les relations
A -, U .

Aprés Iidentification, ces quatre transformations sont représentées par
le méme noyau Se;.
De méme une homographie J¢ = aB peut ¢tre écrite sous deux formes

principales
H=8T_TAR.

R = CD, 8 =ef.

Il s’ensuit que les comitants de J¢ peuvent s’exprimer comme comitants
de &' et %, ou de ' et R ; inversement

Ainsi l'invariant linéaire de J¢ donne un invariant de &' et €, c’est-a-dire
un invariant absolu de &'
Lot = &2,
En particulier
hU =922 =n+1.
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Plus généralement, I'équation fondamentale de JC peut étre considérée
comme unc relation identique entre &' et T, etc.

Sans développer davantage I'étude des analogies entre homographies
et corrélations amence par lintroduction de la polarité foudamentale
qui définit la métrique de E, , rappelons qu’on appelle conjuguce d'une
homographie JC I'homographie de méme cspéce

(1) hac  «'acd (T,

c’est-a-dire la transformée de sa conjointe par la polarité fondamentale,
ou la conjointe de sa transformée ; il en résulte

KR LR
et pour les homographies ¢ de Gum
(13) Ghy —U=KG.G,
ce qui, sous la forme déja donnce
GoF =,

indique la conservation de la polarité absolue 7' par la transformation ¢j,

8. Aprés l'identification ~ymbolique
@ QT =1L
on attribuera indifféeremment aux homographies ou réciprocités les
décompositions fournies par les formules
‘i'l
d= M yae _paea— g,

n ]

R=§R (R »§SR—KR,

ce qui méne & la décomposition du tenseur du second ordre en parties
irréductibles (1),

([4) S = -'-"—l-}i' Ju N§E A%,

(') Cette décomposition, pour l'espace vectoriel 2 trois dimensions, est due &
J A, Schouten (V. \.). Voir également, pour les décompositions plus générales, E. CARTAN,
en particulier Journal de Vathématiques pures et appliquees, o* série, 1. I, 1972 ;
J. A. ScuouTkN, Niewsw Arcluy voor W ishunde,(2) 13, 1y20.
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Nous poserons encore

(NS=SN=0I partie droite du tenseur,

lli:; ]
(15) co— A =1,

U A=@, partie gauche du tenseur.

Pour tous ces symboles s’appliquant aux tenseurs du second ordre,
nous pourrons écrire sy mboliquement

=0 - A U N § A-G D=28—K=(n -0
Tous ces symboles sont échangeables deux a deux, et en particulier,
i DA AU
En outre, pour deux tenseurs & et @,
BN ST ST,

les tenseurs partiels de noms différents étant apolaires; cette expression
est aussi celle de l'invariant lincaire 1, de &% (ou de &%), ce qui
permet de commencer la décomposition de ¢¢ tenseur; on n’oblient pas
aussi facilement les autres parties de cette décomposition, car & et &
congus soit comme homographies, soit comme réciprocités, sont natu-
rellement soumis & des décompositions différentes. On obtiendrait le
résultat avec les schémas des diverses parties, mais pour 'exprimer
simplement, il faudrait utiliscr les relations d’incidence entre divers
¢léments générateurs de P'espace, ce que nous n’avons pas a déve-
lopper ici.

Tous les symboles lincaires précédemment employés peuvent s’ap-
pliquer a des tenseurs d’ordres quelconques, en les affectant d'indices
comme nous 'avons indiqué pour §. \. k-

On utilisc aussi le symbole non linéaire R, réciproque de, pour
représenter les transformées d’adjointes d’homographies ou corrélations

Reae) - @ agime,
R(RY = RIF (de méme pour §'),
V. — L'espace affin et la métrique vectorielle; I'espace euclidien.

). Laissons de cot¢ dans E,,, le sous-groupe G,, précédemment
considéré et portons notre attention sur le nouveau sous-groupe G, des
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homographies conservant un copoint ou hyperplan privilégié E,, que
nous représenterons désormais par V; imposons-nous, en outre, d'uti-
liser seulement des repéres dont tous les sommets, sauf ey, sont situés
sur V, tels que

[Vesd 1, [Ve,] ~0 (i~ u),

repéres (ui se déduisent les uns des autres par les homographies g
de Guq; les relations

GIV=V,  GYGIH= (GG

mettent bien en évidence le fait que ces homographies engendrent un
groupe.

Iespace E,,,, soumis aux opérations de G,,, devient un espace affin
dont V est 'hyperplan de I'infini, espace dit a n dimensions; la masse
d’un point p de E, ., est le produit scalaire [Vp]; cette masse est nulle
pour les éléments de V, appelés vecteurs, dépendant linéairement des
vecteurs de base e, @y, .. .. 8,; les formes extérieures d’ordre ¢ de ces
vecteurs s'appellent encore formes yectorielles & ¢ dimensions et com-
prenncnt en particulier les produits extérieurs : bivecteurs, trivec-
teurs, etc.

Comme nous l'avons vu, les éléments de V forment un E, inclus
dans E, ., ; une hyperquadrique a n dimensions de cet E,, simplement
dégénérée dans E,.,, définit une polarité 2(Q+1 =0, 2 £ 0), et
les transformations de G, conservant celle hyperquadrique, ou la pola-
rit¢ qu’elle détermine, forment un nouveau sous-groupe G, ; 'espace E, .y,
soumis uniquement aux transformations de (i, est I'espace euclidien
a n dimensions dont les propriétés sont hien connues; les repéres que .
nous utiliserons dans cet espace ont pour éléments de base un point ey
de masse unité et n vecteurs, deux a deux perpendiculaires et tous de
longucur unité

2
[Vesl=1, ef'=1. e;xej=0 (j#i),

le symbole >< étant choisi pour la multiplication intérieure définie
p phea
par 2 dans P'espace vectoriel V. Dans cet E,, soit ¢; 'élément conjugué

a e,
Q=g (i=1,2....0)

Si 'on considére en méme temps les hyperquadriques comitantes
de E,.,, non dégénérées

T=V:-—-YE},



on voil que pour des vecteurs u, v,
Tiuv = Qiuv,
tandis que pour des points a, b,
Qab - [z a][e/b]

a seul une signilication absolue, ?*ab variant avec I'hyperquadrique ¢
choisie avec le centre e,; aussi le produit intérieur M)

(16) Qab=axb

peut étre appliqué non seulement aux vecteurs, mais aux formes du
second ordre formées a volonté de points et de vecteurs. Les formes
nouvelles ainsi obtenues représentent les hypersphéres et hyperplans
de E,;,; nous en ferons usage au Chapitre 1I1.

VI, — Différentiation et dérivation des formes géométriques.

10. Soient @, ®,, ®., ..., ¥, ... des formes géoméiriques quel-
conques de E,,, (qui peuvent étre des nombres ou scalaires), les ®
étant de méme espeéce, et qui dépendent de g paramétres variables u®;

nous définissons la différenticlle d® a partir des dérivées partielles :—g
par

<L
db = }_‘ g

'opération d ayant la propriété distributive

d(d, &y D)= db, —ddy ...,
didoWl’) = dbo¥ =~ dodW¥,

quelle que soit la multiplication représentée par le symbole o, a con-
dition toutefois que cette multiplication soit une opération invariante
par les opérations ¢ du groupe fondamental (i ou du sous-groupe dans
lequel nous opérerons.

Si, en particulier, les u* peuvent éire regardés comme les coor-

données, curvilignes en géncral, d'un élément géométrique variable m,
de différentielle

dm :2 3—;‘5 du?,
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la différentielle d® peut se mettre sous la forme

b _ -‘—I—[: m
dm

En effet, ® étant fonction de m, d® est linéaire en dm et ;—-‘?' dérivée

de @ par rapport & m, représente l'opérateur, qui, agissant sur une
différentielle dm, om, ..., ou un elément de méme espcce (et du méme
domaine) que celle-ci, donne la différentielle correspondante d®,
o®, ..., ou une forme de méme espice que ®; sauf quand m est un
nombre, :T;l: a, du reste, un noyau d'espece diffévente de @

Si les variables peuvent se grouper en coordonnées de différents élé-
menlsm, n, p, ..., on aura, de méme,

ab a0 o
db o dm  dn ﬁf’P 3
"(; ':nb ::, .-+ étant les dérivées partielles de @ par rapport aux élé-

ments variables m, n, p, ... qui peuvent d’ailleurs étre d’espéces
différentes.

On peut aussi utiliser les formules de changements de variables géo-
métriques, avec des fonctions intermédiaires, du type

(7) =T
dm (P Jdm

4 condition que les opérateurs intermédiaires soient définis; du reste,
nous ne souléverons pas ici de difficultés sur I'existence des dérivées et
supposons les formes employées @, W', ..., m, n, ... (fonctions ou
variables géométriques) dérivables autant qu'il en sera besoin, les:
dérivées et difféventielles successives étant définies de proche en
proche. '

11. Considérons le cas qui nous intéressera davantage, o m est un
élément primitif, un point par exemple, et ou la forme ® dépend de m

. D .
seul; en isolant dans m l¢ noyau que nous représenterons par Vo,
[¢

noyau dérivé, V, nabla, étant un opérateur différentiel agissant sur @,
on aura (')
(P

(18) dd = :I_Edm = Vbidm

(') D.-J. Struik (M. D.) et J.-A Schouten placent le noyau dérivé V& a dronte de la
différentielle dm.
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et de méme,
30 = Vdlem, SO = Vd!Sm.
On aurait ensuite

ddd  GVO!'dm VP!edm = V" dmdm V! dm,
.d’ou la combinaison importante
3d® —d ob = V:d2(sm dm — dm im)  Vb!(3 m —  m).

Donc, pour les symboles de différentiation arbitraires d, 3 échan-
geables

—
V'¢2(ém dm — m ém) — » V:d?ém dm = o,

c’est-a-dire que le tenscur V:® aura un schéma terminé a droite par
deux facteurs échangeables, puisqu’il n’agit pas sur un produit

 —
alterné om dm; ces deux facteurs sont, du reste, covariants, les diffé-
rentielles dm, om étant regardées comme contrevariantes.
Réciproquement, si I'on part d’une forme ¥, linéaire par rapport a
la différentielle dm et qu'on peut écrire
U, 8!dm,

—
Wy —d¥s--»V82imdm 6!(édm—5m)

pour des symboles d, ¢ échangeables, 4"y sera une différentielle exacte
s1 V@ a les deux decrniers facteurs de droite de son schéma échan-
geables, c’est-a-dire peut s’écrire
—
Ve =aB...UV.
puisque cela entraine '
| e | (A P
Ve!émdm - aB...'UViémdm/ =o.
Si, en particulier, ¥y est une forme de Pfaff wg, -

on sait qu’on pose (')

(19) v = dwy— dw;:Z (%—%) [ dut dui),

wy= Xa; dul,

w' étantle covariant bilinéaire ou différentielle exteérieure de w, et

|dut dur ) — G dui — dut uf

(') Cf E. Cartan (I. L).
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étant un produit extérieur de diffcrentielles (par une extension aux nom-
bres, déja employée, de la notation du produit extérieur). Plus généra-
lement,

(20) [wio/ ] = wlwi— wlol

s'appelle produit extérieur des formes de Pfaff wi et w/; si A; el A; sont
les noyaux de ces formes, on a, du reste,

wi= A)ldm = | A, dm], wh=A;!'dm=[A;dm],
[wio/] =[A,im][A, dm] —[A, dm|| A, im]

0N ! D -~ '
=— A Aimdm —»A A;?imdm,

expression alternée a la fois par rapport aux noyaux A;, A; et aux diffé-
rentielles dm, dm. '

12. On se rend facilement compte, sur une succession de & éléments,
et par suite sur le schéma d’un tenseur d’ordre /i, que la différentiation
donne un tenseur d'ordre i de méme constitution que le tenseur pri-
mitif; par suite, qu’il en est de méme pour le schéma formé par les
h premiers éléments de gauche da <chéma du noyau dérivé, qui est
d’ordre & + 1 (c’est son ordre covariant qui a augment¢ d'une unité par
la dérivation). Soit ainst

¢ aBCDefgH.
/BG . L(B.C Buc 4cB c.B) -!(BC B.E) BG

schématiquement ; de méme,

!IE = e|f|g|,

N | o |
l,‘b azBac'DzevfaggHg.
Pour passer d’une différentielle dp a la dérivée Vp, il faudra écrirve

Vp = qR’
de sorte que
dp = q(R!dm),

q étant un ¢lément de I'espéce de p, R un élément covariant: puis, dans
la dérivée d’une forme ® contenant un élément p, laisser q a la place
de p et renvoyer R a la fin de la succession (a droite), de sorte que cet
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élément R soit le premier a agir sur une différentielle dm, placée aus-
sitot aprés le symbole de multiplication (*).

Il s’ensuit que des tenseurs isoméres ont des différentielles et des
noyaux dérivés qui sont respectivement isoméres entre eux ; deux formes
différentielles isomeres dont le schéma a gardé le méme dernier élément
a droite sont par suite différentielles exactes ou non en méme temps.

La combinaison alternée déja utilisée o4’y — dW; qui, pour des sym-
boles d, 4 é¢changeables, ¢liminait les différentielles secondes et était,
par suite, comitante aux différenticlles premicres, peut se généraliser
avec un nombre quelconque de différentielles. Soit ainsi :

—_—
Q3s= =7 om /m,

]

Q=90 Qs dQsz= IVEIIm.om.dm

dans les mémes conditions. D’ou, en particulier :

La différenticlle extérieure d’une fonction bilincaire alternée de
diflérentielles échangeuables est nulle quand cette forme est diffé-
renticlle exacte, et réciproquement; c’esi, pourles fonctions scalaires,
la propriété connue du covariant trilinéaire. Un autre cas intéressant est
le suivant :

La dérivée d’une forme symetrique, elle-méme dérivée exacte, est
une forme symétrique; et plus généralement :

Si une forme symétrique d’ordre h est dérivée exacte, elle est
dérivée exacte d’ordre h d’un scalaire.

Les formules ou figurent des produits extérieurs, ou alternés, de diffé-
rentielles, ont cependant un intérét particulier parce que ces produits
intervenant sous les signes d'intégration, clles fournissent des relations
entre intégrales de dimensions /i et kb +1.

13. Sil'on part d'un scalaire o, les premiers éléments dérivés sont

Vo=F, gradient de o.

o .
V:i=G.F, schématiquement.
En partant d’un élément covariant du premier ordre P,,

VPI = Q:Pz

(') On a donc, en géuéral,
V(@oW)z VoW 4+ PoVW.
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comprend généralement la partie alternée

beppng
A vpl = Q!Ph

et le double de cette partie s'appelle le rotationnel de P,.
Si l'on part, au contraire, d’un élément contrevariant du premier
ordre py,
Vp, —_ quo

donne naissance a l'invariant
I ¥pi — Vp U = [Py qa]

appel¢ divergence de p,.

Dans le cas o I'on a substitué au groupe fondamental G un des sous-
groupes conservant des éléments privilégiés (infini, absolu), les combi-
naisons de ces éléments avee les formes différentielles ou dérivées sont
de nouvelles formes comitantes, que 'on considére comme obtenues par
de nouveauy opérateurs différentiels; on a distribué i ces formes ou a ces
operateurs les noms de gradient, divergence, rotationnel, laplacien, ete.,
souvent aprés avoir employé, en particulier, 'identification sy mbolique,
d’ou une certaine confusion déja signalée. Mais en particulier, le lapla-
cien A peut étre défini pour une forme ® quelconque par

2

(21) A = T2p2ep’,
H

' étant la polarité absolue Xe?: le tenseur A® est de méme espéce que
2
le tenseur primitif @, et en outre, les schémas de @ et A® ont méme
2

constitution, d’ot I'importance de cet opérateur.

Remarque. — Quand les différentielles dm, 4m. ... varient dans
un domaine moins étendu que le E, . utilisé, il peut y avoir ambiguité
sur ce qu’il convient d’appeler noyan d’une forme différentielle, noyau
dérivé, ete., un tel noyau pouvant étre arbitrairement prolongé par des
termes dont le produit par une différentielle quelconque du domaine
restreint est nul; ce cas se présente déji dans I'espace eaclidien E,., ou
les différentielles d’an point variable de masse conslante appartiennent
a l'espace vectoriel & n dimensions. Les théorémes précédemment éta-
blis ne s’appliquent pas alors au noyan prolongé, mais au noyau restreint
susceptible d'agir sur ces différentielles; en d'aatres termes, ¢’est, par

. ‘ 1 .
exemple, la propriété de VO? 6m./m qui est a considérer plutét que
celle de YO; de méme pour les autres noyaux dérivés.
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14. A coté des différcnticlles arbitvaires'dm; 3m, ..., un élément
variable m peut étre soumis & une variation de forme udt, u appar-
tenant a un champ défini en fonction de m dans un certain domaine; si
Von pose

Sm =u.

% étant le symbole de la transformation infinitésimale considérée (c'est
sensiblement la notation de S. Lie), une forme ® fonction de m aura la
variation correspondante H®.dt, avec

(22) b Vhitm - Vdlu.

notation analogue a celle des différentielles. Dans le cas ou u est défini
dans le méme domaine (ue m, on peut considérer ® comme une homo-
graphie a laquelle est soumis sewlement Télément m; mais & agit
comme un symbole différentiel, et non comme une homographie, sur un
¢lément autre que m; son action sur le bivecteur [ab |, par cxemple, sera
de le transformer ¢n

[Ga.b]—[a.Bb] = »[H1L|[ab]

¢t non en H'¥ [ab].

La formule (22) permet de considérer B® comme dérivée de ® pour
[’élément u (pour un point m de masse unité, et un vecteur u unitaire,
c'est la dérivie dans la direction ). Un symbole & est échangeable
avec les symboles de différentielles ordinaires (échangeables), mais
deux symboles & et & ne peuvent, en général, éire échangés entre eux.

Si Pon effectue sur les symboles ® et &' l'opération alternée de la
parenth¢se

(G’ﬁ)d) = FED—BFD TN m.m—Sm. Tm) V! (i’is)m
a cause de la symétrie terminale de V&, on a
(23) <i’f) v T EE)m,

de sorte que la combinante (‘G"iﬂ de et de &' est un nouveau sym-

bole analogue a.ceux-ci; on vérifie aussitot I'identité de Jacobi relative a
trois symboles , ¥, &,

( "(is'ts))m (t'(i‘ts))m - (5(‘5,6,‘))1“ W

Nous n’avons pas séparé ici dans les expressions ®m le symbole © de
'objet m, parce qu’on ne peut le faire dans le cas ou m n’appartiendrait
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plus au domaine de définition de u, c’est-a-dire od B ne serait pas unc
homographie de ce domaine.

VII. — La géométrie vectorielle du plan euclidien.

5. Dans le plan, domaine vectoriel a deux dimensions, nous pren-
drons un repére fize e, e, avec

., . [ele!] = [ ’
d’ou les unités covariantes
e e
El:—_'l., Et=‘[-l’

puis, aprés introduction de la polarité¢ fondamentale
‘- Ef Ei,

nous utiliserons I'identification symbolique en substituant aux opé-
rations scalaires les opérations intérieures, la multiplication étant indi-
quée par le symbole ><, d'ou

T—U—-ef . o3
A cOté de ce tenseur, nous introduirons le verseur J produisant la

rotation directe d'un angle droit du vecteur qui lui est soumis,

.
J 0,6,—6,6; 20,0,

J satisfait a I'équation fondamentale

Jr=—Ut=—1U,

d’ot
R =91=—0. Lo =93U =o,
"(.,T) = ‘1[!] = [, ll C’" = ‘1§‘1 = -, .
ALY
Soit a un vecteur quelconque 1{(}!}““
. a=u,0, 030, I’\‘: 'l'/‘ 1$$
4. » ) .6

Ja=——axJ=—me -a e, Q- Nb
£\
Pour deux vecteurs a, b, {“-.x )

»ab - ab—ba - — [—%(e,e.—e.e,) - —%;

Acceptons pour simplifier de représenter par 1 'unité bivectorielle U,
d’on
»ab =—[ab]J,

[ab] = abiJ = ablJ.
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Par rapport aux deux vecteurs du repére, les opérations extérieure et
intérieure font en quelque sorte double emploi depuis I'introduction

de (.’,
=06 X8z —|[6a]l=—Jesxa= eyx.Ja,

@;=— 6% 8- [ea]l= Je,xa=—e xJa.

Pour les tenseurs du sccond ordre, nous pouvons, a coté de l'inva-
riant intérieur |y, introduire un invariant linéaire extérieur E,,

(»4) Bide — — a3 - — i (a9).

On compléte alors la décomposition du tenseur JC en mettant la
partie droite sous la forme

o Loy oy — Vy=1
pac =2 aaeay=1(am)s = 1(2)

(DI =o est la condition nécessaire et suffisante pour que les homo-
graphies JC et J soient échangeables),

(25) - Lo B -J(acJ)).

En partant, pour cette décomposition de la forme dyadique

XK =2Xa,;0,0, (I, ]=1,2)
I

> 1 ? ¢ 1 €]
Ja == ||Jt.ll=:;(an - a53)U,
(26) I A = éﬁii‘f.:’ = _-'):(ﬁn—'uu)J’
1 1
l P = S(e ax(e 0. ee)-- ;(“nl—an)(ef—eg)-

Pour unc dyade ab, la décompesition en parties gauche et droite est
particuliérement intéressante (*) : '

Gab — i(ab—:- Ja.Jb),
Dab — %(ab—-Ja.Jb).

La premiére ‘partie est une similitude, la seconde une antisimilitude,
produit (a gauche ou i droite) d'une similitude par une symétrie arbi-
traire; cette décomposition s'étend donc aux homographics générales,
mais pour une dyade on peut, par deux choix de la symétrie, mettre en

(') P. C. DrLkns, L'Enseignement mathematique, v. XXIII, 1g23.
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facteur la similitude Gab, de sorte que l'autre facteur représente une
projection orthogonale: en effet,

Dab = A Gab = Gab < @
avec
A=U—>(Ta), a= _’___‘,

Vax
2 b
B =U—2(Ib b=—
‘ ‘ ( ‘)X‘ 1 y'b?(’
ce qui rameéne a

ab= (U--A)Gab =a}x(ab Ja.Jb) »ajx Gab,

(7) | ab= (Gab) x (U ~ @)= (ab  Ja.b) < b — »Gab x bi.

Si, malgré 'emploi de I'identification symbolique et de 'opérateur J,
on préfére employer les formules établies avec des produits extériears,
on pourra développer aussi les multiplications a liaisons extérieurcs
simples ou multiples; il sera alors commode, dans une telle opération,
de lier de préférence les éléments de méme rang, soit i partir de la
droite, soit a partir de la gauche, dans les deux tenseurs soumis a 'opé-
‘ration. On pourra ainsi poser, par exemple ('),

J(abc...)(uvwx...)]
=.[(ab)(uv)](c...)(wx...) —[au][bv](c...)(Wwx...).

¢
([ ..defg)(...yzt))
= [(fg)(zt)].(...de)(...y) —[fz]|gt](...de)(...¥),

et I'on arrivera en particulier a des formes extéricurement apolaires A

droite ou a gauche quand le produit correspondant, & liaison maxima,
sera nul.

16. En géométrie differentielle, considérons différentes fonctions de
deux variables indépendantes w,, u, et les dérivées de ces fonctions. Pour
un scalaire 9, nous écrirons (2)

(29) grad; = Vo = 3,0, — 3505,

_(!) La notation avec crochets employée pour les transformatious linéaires cst une
simplification de celle ci, | inaice étant omis.

(*) L'adjonction de nouveaux indices (Z, j, A... =1, 3) & une lettre déja utilisée
représente ici une dérivation partielle par rapport & des coordonnées cartésiennes z,, Z5
relatives au repére fixe e,, @,, car

e,=Vz,, e,=Vx,
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Pour un vecteur,
a =00, 04,

Va = .‘;a,,-e,ej_: a,0,- a30s;

30)

rola — By Ve =y, — a3 8, @3—ag< e,. Rota =2){Va=rota.J,

diva — [ Ve =o), + agp=2a,<x @, ayxe,;, Diva=2]Va=diva.U,

de sorte que pour un gradient

| rot grady = o,
(31) j div grad?=2&§=9u + Paa.

Pour deux vecteurs a et b, formant un similirepére (figure scmblable

d un repére), .

b —Ja, b = J Va,
(32) roth - diva, Rotb — J Diva,
divbh = — rota, Divb = J Rota.

Pour une homographie

2'(.’ —_— :'f“l' e,ei —_ h|e| hqeg,
Yl - Xn,.0,0j0, — (IC,)e,+ (ICq )0,

(les parenthéses enfermant les opérateurs JC, et JC,
ceux-ci ne sont pas liés au vecteurs qui les suivent).

indiquant que

Convenons d'appliquer les symboles [, E,, k, ctc., sans nouveaux
indices, aux deux facteurs /e droite d'un schéma d’ordre quelconque (*);

nous introduirons les vecteurs

rotac E| Yae — hn—hu — JC|03—'¢1€;°|,

(33) .
divac h Yl = h|| hgg = IIL'. e, - :'CQOQ.
Dans le cas du noyau dérivé d’un vecteur

| rot Va = o,

(34) | divVa =da -a,; - a.

Pour nne homographie numérique ¢ ‘U,

{ divell - grads,

(35) | rotzl - J grads.

etc.

(') On peut généraliser les notations
rot - £,V div =,V Rot =24V Div =20V rotV=V=E V?
]

pour des homographies d’ordre quelconque.

divV=A=1IV2
2
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17. Nous aurons en particulier & nous occuper des vecteurs de lon-
gueur constante ; soit, parexemple, unvecleur unitairea, , et soit a, = J a,
le vecteur formant repére avec le premier. La relation

2
aY=1
donne par dérivation

(36) a,x<Va, -KVa, <xa,=2a,%xVa,=o.

Il s’ensuit Pimportante propriété que le noyau dérivé d’un vecteur
anilaire est unc dyade, homographie dégénérée de rang un. En effet,

[a;x Va,.a.x Va,] - [a,a:](Va,)") —(Va,)’1= 0.
On peut écrire cette dyade sous la forme

V81= Ja|f= agf.

. f=a.x Va,
et aussi, d’aprés (26),

GVa, = %(rma,.J - diva,.U),

Va, =va3jx (i Va, = ay(rota,.a, diva,.a,),

(37) f= rota,.a,; (li\'a1 .Ja, =rota,.a, rota;.a;
! =— Rota, X 8y — Rotay < a,.

Le vectcur f a d’autres propriétés remarquables ; en effet, si I'on
pose

a; = e:)ae“
(38) Va,:Jeaae.Va—Ja,\'a:azva,
(39) f=- V2 grade.

En outre, le vecteur f est le méme pour tout vecteur unitaire b, fai-
sant un angle constant avec a;.

Quant a la propriété de Va, d’étre une dyade, elle n’est pas particu-
liére aux vecteurs unitaires; soit, cn effet,

V =1¢a,
Yv=v¢Va, a, Vv -va,Va a,Vy,

a; et a, élant des vecteurs différents, la condition nécessaire et suffi- -
sante pour que Vv soit une dyade est

[Va.Vo] =0,

THLSE DELENS 3
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donc
v=F(a), Vo=F(x)Va,
_ dva..
Vv = —oa—Va,
soit

v=F(a)a, =v(a), .

donc la longueur du vecteur v doit étre fonction seulement de son
inclinaison ('); c’est évidemment une propriété qu’a tout vecteur de
longucur constante, mais qu’il était bon de rappeler. En outre, la for-
mule (39) montre que

D’autres vecteurs importants sonl rattachés a a,; I'équation (30)

entraine
Va, ~a; - »§Va; xa, - »AVa, xa — Rota, x a,

soit différentes formes du vecteur qui représente la dérivée de a, dans
sa propre direction.

Supposons en particulier que les variables «,, «, soient les coor-
donnces (curvilignes en général) d'un vecteur m d'origine fixe et consi-
dérons wune courbe décrite par Pextrémité de ce vecteur, a, étant le
vecteur unitaire porté par la tangente a cette courbe dans le sens des
arcs croissants; modifions un peu les notations en posant

dm

a, —t— 7! a;= p [normale piincipale (3)],
dt dm  da 1
s =Vt t_ Rott<t_pf<t_pVax dr —asP= ‘;P

est alors le vecteur de courbure k de cette courbe et

(40) tott =—divp=t < f=—[pf]=

O |-

est la courbure. Soit plus généralement sur la courbe un vecteur
vitesse v [sur la courbe les paramétres s, «, ¢ (temps) sont fonctions

(1) C'est & dirc que v ne dépend que d’un paramétre : (Vv)!? _ o traduit la propriété
connue du déterminant fonctionnel.

(?) Cette opération de dérivation angulaire ne s’applique chez M. I1l. Neville (M. F.)
(u'aun vecteurs soumis a un noyau géométrique et non i ceux qui constituent ce
noyau.

(*) Nous adoptons la convention de M. H. Neville (M F.), d’aprés laquclle le rayon
de courbure et la courbure d'une courhe plane ou gauche sont des mesures algébriques
suivant la normale principale, orientée a volonté.
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(4 AL Zp o

est le vecteur accélération; mais ces considérations demandent a étre

étendues & des familles de courbes et des champs de vecteurs, ce que
nous ferons plus loin.

Si l'on tient compte de
X az=0,

\

aprés dérivation, on voit qu'on peut donner a f les formes

f_a,xVa, ——a; x Va.= E(a.x Va,—a, x Vag),
mais on a aussi évidemment, puisque

Va,=a.f, Va,-— —af.
f__Va x<a.—Va;xa,,

formule qui prend une signification remarquable pour les champs de
vecteurs quand on introduit les transformations infinitésimales

'E;‘m = a,. s.m - a.,

(42) f=(m§0m.

Enfin le vecteur g = J £ formant similirepére avec le premier jouera
aussi un role important dans la suite : '

(1) g=Va<a, Va.xa.=Rota;>xa, Rota,xa =g + g,
g = rota,;.a;,—rota..a, = rota,.Ja,—diva,.a,,

g et g, ¢tant les vecteurs de courbure des courbes dont a, et a; sont

les tangentes unitaires. Nous aurons a revenir sur ce sujet et lui donner
d’amples développements.

18. Nous résumons ici ce qui concermne les équations différenticlles
de Pfaff au point de vue des transformations infinitésimales, les nota-
tions employées permettant un exposé concis et concret de la question.

Soit
(43) w=bxdm=Jdaxdm=[a.dm]=[ém.dm]=0
une équation de Pfaff dont les courbes intégrales forment la famille

S(uy, 1) = const.
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d’équation différentielle .

Adf = Yf > dm = o.
On a donc aussi

(44) Ef=Vf=xém=o,

c'est-a-dire que la fonction f ¢st invariante pour la transformation &,
qui conserve individuellement les intégrales de I'équation donnée. D’ail-
leurs, si I est une fonction arbitraire de f, d'aprés

F = F'(/).V/,

la fonction I est également invariante pour la transformation & définie
par I'équation différentielle, et dont les courbes intégrales sontles carac-
téristiques on trajectoires.

Les courbes intégrales de (43) sont conservées dans leur ensemble,
mais échangées cntre clles par une transformation infinitésimale & si

(H) Bf =V > %m—F(/)
fonction arbitraive de f.
On yérifie aussitét qu’alors
(6‘6)_[:6[’—’66/‘:0,

W x (8% )m =0,
d’ou, par comparaison avec (44),

I (é’-‘(‘&)m.é‘m] =o,
(46) (S‘é")m:)\(u.. u3)8m,
% ¢lant une fonction arbitraire des variables. C’est la condition pour
que l'équation (43) admette la transformation infinitésimale B; elle
admet évidemment, dans ces conditions, la transformation &, mais
celle-ci est alors caduque pour elle, de méme (ue ses multiples p.&.
Quant i la transformation , sa connaissance donne un facteur intégrant,

aussi nous pourrons dire que Bm -=u constitue un recteur intégrant
de I'équation (43). En effet, on peut écrire
=01y, 1) TEm,
Vfx%m =z[6m.Sm] = F(f).

v _FU)

" [6m.®m]*

Donc
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est le gradient d’une fonction intégrale f; le facteur intégrant essentiel
est

1 1 I
(47) [6m.®m]~ |ém.u] bxu

Si I'équation (43) admet une nouvelle transformation infinitésimale
définie par ®'m =u', on a également ‘

?[ém.¥'m]=G(f),
fonction arbitraire de f,

G[6m.Bm] = F[ém.E'm],
[6m(G®m — F¥'m)] = o,

ce qui indique entre les vecteurs &m, Tm, ®m une relation de la
forme

(48) G &m —F(f)&m ~v(u,, us)6m =0

et donne l'intégrale

(49) W“) = [.‘_S—nTTEEI “bx<u const.



CHAPITRE II.

GEOMETRIE DIFFERENTIELLE EUCLIDIENNE DES COURBES ET SURFACES.

I. — Le déplacement général du rei)ére mobile.

19. Nous nous plagonsicidans I'espace euclidien E; i trois dimensions,
soumis aux opérations du groupe fondamental G, indiqué au para-
graphe 9, et utilisons les repéres normaux congruents que nous avons
choisis pour ce cas. Mais nous établirons d'abord les lormules relatives
au groupe plus étendu Gy, du paragraphe 2. L'unité scalaire U7 étant
invariante par les opérations de ce groupe pourra encore étre remplacée
par 1, et la distinction entre plans et copoints disparaitra.

Considérons un repere fixe e e,02€4 ¢L un repere mobile aya aja,
doué de la liberté la plus grande possible, ¢’est-a-dire dépendant primi-
tivementde 15 paramétres: soienta un ¢lément arbitraire (point ou vec-
teur). invariablement li¢ au repére mobile, e I'clément homologue du
repére fixe; si ¢ est la transformation de G, , amenant le repéve five en
coincidence avee le repere mobile,

a—

o

e, e—=¢la.
Pour un déplacement infinitésimal du repére mobile,

(Ia, = llge = ll(:'; .';—';‘ 'a.
Posons

dg . g=t= oy = a,
da = aCqa.

L’action de l'opérateur différentiel o, agissant sur a, peut donc étre
remplacée par celle de 'homographie JC; en vertu des propriétés du
symbole «, son action sur un tenseur exprimé au moycn des ¢léments
contrevariants pourra de méme étre remplacée par celle d’un tenseur
appropri¢, fonction linéaire de JCy, dont nous allons voir 'expression
dans quelques cas.

Pour un élément covariant (plan) B=|b,b,b;|, on a

dB = [(3Db,)byb,] + | b (Kbs)by] [bb.(by)]  3[CUR]B,
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ou, d'aprés (7), _
dB —*B =] ,H.B—aKB.

Mais ¢ étant unimodulaire
<) ’

S:;M =1;
donc, par différentiation,

GG ] = (GG (GG ] = §[IAUB] = |, = o,

et il reste seulement .
B =—3B.

Pour une homographie & = aB schématiquement,
16 = KaB—ailB = H& — &2 = (K8).

’Les réciprocités donneraient des formules analogues. Pour un scalaire
. m =[Ba] =a!B.
on vérifie aussitot
dm=xa'B—a'dB = o.

1l s’agit dans les formules précédentes de tenseurs fixes par rapport au
repére mobile; pour un tenseur variable par rapport & ce repcre, c’est-
a-dire dont les coefficients par rapport aux tenseurs de méme espéce
formés avec les éléments du repére mobile sont variables, la différen-
tielle comprend deux parties : la premicre, que nous indiquerons par
I'indice m, provient de la différentiation des cocfficients et st donc une
différenticlle relative au repére: la seconde est celle qui a été précédem-
ment calculée en considérant les coefficients comme constants. Nous
aurons donc

AW = dyW — W,
' @Y = doy - (%Y),

Vdy —dps,

s da = dyu aCu,

(50)

'

u, W, Y, o étant des point, plan, homographie, scalaire, a coefficients
variables (en général) par rapport au repére mobile.

20. Tout élément mobile u peut encore ¢tre déduit d’'un élément
fixe a du repére mobile par une homographie arbitraire <Y qui ne serait
définie que par la donnée de quatre paires d’éléments homologues. La

formule
u="Ya
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donne par différentiation des relations en accord avec les précédentes.
Portons notre attention sur le cas ou I'homographie <Y appartient elle

aussi au groupe Gy,; modifions un peu les notations en posant pour un

. R B T

instant (€L pour ¢, a. pour J(C),

a, Qe, (£=o0,1,9,3),

b;= e, = Cay,
donc
@B = CA.

Les b; comme les a, constituent des repéres mobiles par rapport au
repére lixe e, et I'homographie € traduit le mouvement de b; par rapport
A a;. Par différentiation,

da,= dad.A—'a; = qta,,
db,= dd. @b, = 3by.

Comme on a aussi

db,= dC.a,+ Cda,= (dC.C-! -CaC by

en posant
dC.C—1= v,
(51) 3=cac1-y.

A cause de la présence de Y au second membre, cette formule montre

que £ n’est pas en général la transformée de o par €, donc que &, liée
au repcére a;, ne varic pas de facon comitante avec ce repére. En outre,

d€ = dyC — (a e),
dC.C—' = dyC.C~ = g —CUECH,
Y= Yo+ 2 —Cal-t,
et par suite,

(52) @:(:’a@-lq—y:y,,,—e— a.

Sil'on a ainsi une suite de repéres en déplacements successifs chacun
par rapport au précédent, jusqu’a

dli=Al, A=de.£-
on aura
£=... 6ea,

(53) A=...~eg— Yo+,

ol g = ds 6.6 est la diftérentielle relative au repére b; précédent,
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et ainsi de suite. Cette formule n’est autre que celle de compmitio'n des
mouvements d'entrainement (i l'intérieur de G,,). Si le repére a; est
caractérisé pav rapport au repére fixe e; par des paramétres dont les dif-
férentielles introduisent des formes de Pfafl’ o, le repere b, par des
paramétres introduisant des formes @, la formule (32) donne les @ en
fonction des w et des différenticlles caractérisant les déplacements
velatifs ; de méme pour la formule générale (33).

21. Revenons aux notations du paragraphe 19 et considérons en par-
ticulier la combinaison
M — 89y — dIC.
Posons de méme
Hp = 80y I g — dip 3.

Il résulte des formules (50)

54) 3 = 3t — ( acaac,,) - (ac,,ac;) = 3+ a(aeaae.,).‘

N

Or, pour un élément fixe a du repére a;,

(da) =8 da —d da = 6(,a)— d(Iza)

= (830 — ey 30, 205— H3ey)a = (' — (acaac,,))a.
Mais (da)’' = o, les symboles d et 4 étant échangeables, done
(55) x=a—( acased) = I (acaae,,\ =o,

formule sur laquelle nous revicndrons.

22. Nous n'avons jusqu'ici tenu compte que des propriétés des trans-
formations €j du groupe Gup: pour passer aux transformations de G.,
nous devons faire intervenir l'infini et I'absolu, ¢'est-a-dire traduire la
conservation du plan de Pinfini et de la polarité absolue (ombilicale)
par les transformations du groupe, soit

dV =0, d2=o.

Nous pouvons tenir compte de ces relations en utilisant le fait que G.
est le groupe des déplacements cuclidiens. Comme on le sait, toute
transformation infinitésimale de ce groupe est une combinaison linéaire
des symboles des transformations infinitésimales génératrices du groupe
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M 1) Y Y . o .
qui n’est plus qu’a 6 paramcires. Si nous rapportons au repére mobile
ces six lransformations, nous pourrons poser

\ C\., a|Au a.V, CI‘: a..;Ay—aaA'J.——-ch_i,
(56) cAy- aA, a.V. aj aA;—a A - —Al,
A, a; A, -aV. Al aA —aA,=—cy,

de sorte que les €1, engendrent le groupe des translations, les €U celui
des rotations autour de a,. l.es formules de composition par parenthése
de ces transformations, ou formules de structure du groupe, sont

’ (cl,c\,) _<c1_{c‘u) =0 (L h=193) (h=iJ)
(55) <c1,’c1,>_ a,
(cl{cl," = ab,
Si I'on pose
(38) K=oy 0@ @, ojdl oldi oidl,

les wi et les w! étant des formes de Pfaff, ou pour simplifier I'écriture,

(58') a _ 2 wid,
1
avec
I’ ‘IH ct: = (:15, Al = a“,

et de méme pour les w, on aura
[
’ 1
- Zu-»i)'cll.
|

1"
(z‘ll’aﬂt’,,) -—E [wiws] (cl,cl 2 ([ win/ ]z Coph a‘)
’ ’ b

(59)

les cijx €tant les coefficients de structure du groupe G..

La formule (58) montre que JC est un symbole infinitésimal carac-
térisant le groupe des déplacements euclidiens; ce symbole différe des
symboles de transformations infinit¢simales génératrices de groupes a
un paramétre, en ce sens que les différentielles v sout incorporées; la
méme formule met cn évidence dans JC les deux parties relatives au
groupe des translations et au groupe des rotations autour de ay. Nous
allons reprendre une decomposition analogue pour arviver a des for-
mules uniquement vectorielles.
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23. Considérons pour cela le déplacement ¢§ comme résultant d'une

rotation autour de ey, suivie de la translation de ey ¢n a,; soit eyjijajsla |
position prise par le repére aprés la rotation

jl:—ala j2:3'1 jl:a:l-

La rolation et la translation ont respectivement pour noyaux

1
R :2j,E1 -euV,
1
- '€$=‘1l. "(au—eo)v.
La relation

R , ‘5, = %R
donne par différentiation

= dG .G = d¥. G- B(dR.R=)T1.
Tout point p, de masse unité, peut se mettre sous la forme

P—=2a .1

“u étant un vecteur quelconque que nous supposerons ici fixe dans le
repére mobile. Or
£4=S SV = S = d3,y.V,

Au=B(AR.R-1)T~' = dR.R—'T ..2 da,. 30U —(ay—eu)V ),

;
Ay 22 la,.A;.
1

d’ou
Lqedo=da,, Leu=o,
@, a0=o0, Aqu = du.
Dans
=F A

seale la premigre partie £ agit sur le point a,, seule la seconde partie @
agit sur un vecteur u.

> .., R .
dC éant ainsi séparé en deux composantcs, on voit que

M= Lo — ey

(aeaacd) = (rare) « (ma) (e ) (aae)

ou s

(60) jaeae} = -)g mg - gcm’g
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en posant, d'une maniére générale,
60 o eyl=(ey)  (ve=a),  jael= (),

groupement symétrique pour & et <Y, alterné pour d et d: puis en
tenant compte de (L“;, L°,1> =o.

Par suite, les formules (55) relatives au tenseur de courbure J¢, nul
dans P'espace euclidien, mettent en évidence les tenseurs, égalemént
nuls, de courbure de translation (ou torsion), et courbure de rotation

g Ky = £ = 1 ‘)g fa; = O,
(6,)
? Ky — cl’-—-)g QL g—gaag QU ; cm;= 0.

Mais on peut maintenant ramencr les opérations sur les points a des
opérations sur les vecteurs et I'étude de la géométrie (différentielle)
euclidienne a celle de la géométrie vectorielle. On peut, en effet, repré-
senter la premicre composante £ par le vecteur da, et substituer a la
seconde composante €L son isomorphe €1, de 'espace vectoriel

A '—-E da;.a,.
|

En substituant de méme a la rotation R sa correspondante vectorielle

3
Ry =2 &,
i

on voit immédiatement que l'on a

Ay = dRy.Ry'.

24. Nous utiliserons désormais uniquement les formules relatives a
'espace vectoriel métrique, aussi nous supprimerons l'indice V employé
précédemment; mais nous ferons la réserve que le point n’intervenant
plus, mais seulement ses différentielles qui sont des vecteurs, cette sim-
plification nous prive des formules relatives aux droites et plans (repré-
sentés par les bivecteurs et trivecteurs glissants) et d’analogies avec les
géométries projective el conforme; il sera d’ailleurs facile de revenir
aussitot aux formules de 'espace euclidien. En outre, pour simplifier les
notations, nous utiliscrons de nouveau l'identitication des éléments
covariants et contrevariants, et, en conséquence, n’emploierons plus
d’indices supérieurs.



— 48—

Devant faire jouer un role primordial a T'origine du repcre mobile,
nous désignerons par m celte origine, par o celle du repeve fixe. Rap-
pelons alors les notations : repére lixe oe,e,e,, repére mobile ma,a,ag;
polarité fondamentale ¥ et homographic identique ‘U avec le ‘noyau

intéricur
@ =l = Yef = Ya?.

L'homographie fond imentale caractérisant la rotation dn repére mobile

est
A =wptp o, 0.0 - 2e,d,,
;,=a;a,—a;aj, ’

et les formules de déplacement de ce repére sont

! O
{ fm - Z 0, &,
1

da, —Z w,ja;=Qa.
* !

(63)

La propriéié de la rotation finie R
RKR=U
donne par différentiation la relation connue
a K=o ou w; wp=o,

c’est-d-dire que 'homographie €U est alternée; on peut lui donner la
forme

. . o f !
A =Xda;.a,=—2Xa,da, — Xda,.a;

et la représenter par un bivecteur, ou le vecteur réciproque (rotation).
Les formules de courbure sont

\' ((Im)'zz Q,a, =o,

(64) -
' ("a.)'=2. Q8= Kra;=o0,
' I}

soit, pour la translation,

‘ (dm) = (dm),, Qzdm —AQ,;3m = o,

) Q= w,’—Z[(-),,wi] =0,
. )

(65)
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et pour la rotation, par 'intermédiaire du tenseur JCy,

K — 2Q,;Q,,

~ Iy - cl’—z clc’l% _— 3c1c1 g =o,
(65") g
’ Qi — "’},—Z [wuwij]l=o.

I3

On peut aussi écrire, pour un vecleur u quelconque,

(du) = (dpu), Ku.
)
chacun des termes de I'équation étant nul.

II. — Formules relatives au déplacement & un paramsétre.

25. Le déplacement du repéve mobile est supposé délini par celui de
son origine, qui décrit une courbe (ou une droite). Le cas est bien
connu el nous nous contenterons de rappeler gqu'on peut particulariser
le repére en celui de Serret-Frenet mtpb (t tangente a la trajectoire,
p normale principale, b binormale); le paramétre choisi ¢tant I'arc de
courbe, nous ¢erivons les équations

dm - st
Is
- .
« Pp
66 ]
(%) ip =— By . Ly,
b = .—-?p .

Les parlicularisations successives imposées au repére ont été, d’abord

a=t ou W)y =ds, .= wy;= 0,
.

et les conséquences en résultant par différentiation extérieure : c’est la
particulavisation fondamentale qui fixe la connexion; puis

b < dt =w3=n0.
particulavisation principale (ou osculatrice); d’ou

s ds
W3 — Mg = ——y =~

%
h

1 1 . s, . . . )
s relz=m, courbure el torsion linéaires, élant les invariants de la
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courbe et pouvant étre des fonctions arbitraires de s; I'homographie de
la rotation a pour expression
| a- . ’{“a..—_ ':—s(pt——tp) “* bp—pb)
(67) ‘ v i :
| goemn | —
l A = -)(tlt.t Jb.b) —dp.p,

la derniére forme mettant en évidence la rotation autour de la droite
rectifiante (Lancret).
On a encore, les accents indiquant les dérivées par rapport a l'arc,

m— t
, m' —{ — . 2p
(66") m" ¢ —— wt “p xnb.
mh—t"= —3x'2t  (x"—w'—xp2)p . (2¥'7 . #7)b,

d’ou I'équation différentielle (*)

(68) w2rm"— (22'%r, %7 )m”

— (R — 2w — ) — b — w2 )m - ('3 — 24 )m’ = o,

qui se réduit a

(68") »m"—x'm” ®m'=o

(en annulant le coefficient de #zn’' dans I'équation générale) pour les
courbes planes.

Les conditions de contact local de deux courbes, résultant des for-
mules (66) ou (66') sont connues; on peut amener deux courbes i un
contact du premier ordre en un point quelconque; ce contact s’éléve a -
Pordre n siles valeurs de ¢ et de ses n — 2 premiéres dérivées (n22),,
de = et de ses n-— 3 premiéres dérivées (n23), sont égales au point con-
stdéré. Pour les contacts d'ordres 1, 2, 3, on peut ainsi substituer a la
courbe sa tangente, son cercle de courbure. une hélice osculatrice (par
exemple, cylindro-conique ou sphérique). )

L’applicabilité sans déformation de deux courbes peut étre considérée
comme: la possibilité d’'un contact prolongé; pour deux courbes, I'appli-
cabilité du premicer ordre est toujours possible; celle du second ordre
Pest si pour chacune ¢ est la méme fonction de s; celle du troisiéme
ordre a licu si g ¢t = sont respectivement les mémes fonctions de s : les

() Les solutions m de P’équation (i8) doivent satisfaire & mX_tX -y,
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deuax courhes sont alors ¢gales, avec les mémes équations naturelles, ou
la méme ¢quation différenticlle (68).

La connexion induite d'une courbe, considérée comme espace i une
dimension, résulte d’une projection orthogonale sur la tangente; elle
fournit les formules .

{ dem = dst,
(69) | dot =o.

Par suite, deux courbes quelconques sont isomorphes (applicables
avec déformation).

On pourrait aussi considérer une projection orthogonale sur le plan
osculateur

éem - dst .
\ is
., Vot = . &
(6y") ' ¢ o P
ds
) =— —t
cP P

Les formules (69g) font correspondre a la courbe donnée sa rectifice,
les formules (6¢’) son aplanie, la correspondance étant réalisée, dans le
premier cas, sur la développable décrite par les tangentes a la courbe, au
moyen des trajectoires orthogonales des génératrices: dans le second
cas, par les trajectoires orthogonales du plan osculateur issues des
points de la courbe: Papplicabilité du premier ou du deuxiéme ordre
correspond alors a I'¢galité des vectifiées ou des aplanies de deux
courbes.

III. — Déplacement & deux paramétres.
Connexion induite d’une surface.

26. Nous reprenons la méthode de M. Cartan des particularisations
successives du repére mobile jusqu’a ce que son déplacement soit défini
par celui de son origine, qui décrit une surface. Cette méthode consiste
encore en une réduction de 'homographie ¢L.

La particularisation fondamentale consiste a prendre la normale n
comme Lroisiéme vectenr du repére

a;=n, nxdm= w;=o,

et dans la suite nous supposerons toujours eflectuée cette premiére par-
ticularisation. .

Le mouvement du repére ne dépend plus dés lors que de trois para-
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meétres : les deux paramctres u, u,, qui fixent la position de m et un
paramétre ¢ pour la rotation autour de la normale. Les formules du
déplacement sont ramenées a

dm = W & - Wy Ay
) da, = . W;28s—+ W)
) .
(3 tlag = U)y, &) . -+ el

dn = w38, - w;ma.

Nous pourrons séparer, dans les vecteurs précédents et les tenseurs
constitués avec eux, les composantes a la surface (éléments internes),
que nous affecterons de I'indice s, el les composantes externes avec I'in-
dice . De méme, les opérations entre tenseurs superficiels attachés au
point m, c¢'est-a-dire considerés comme faisant partie de P'espace eucli-
dien a deux dimensions constitué par le plan tangent a la surface en m,
seront indiquées par le méme indice s (qui pourra étre sous-entendu).

Les éléments superticiels se déduisent de leurs correspondants spa-
tiaux par projection orthogonale sur le plan tangent, I'homographie
réalisant cette projection et appliguant aux vecteurs étant

Ts= U= a}+ai

La surface se trouve ainsi pourvue d’une connexion induite (de V'es-
pace euclidien ambiant), caractérisée par les formules (*)

Tedm = d;m =, 8, —ws &= cm,
(7[) ‘i‘c l[a.| = ll;&. = . (OITY: B asa“
Dy das = dey = 0g; 3, . =8,

A= 03y,

Dans l'espace, ces formules sont complétées par

Te=n?;
L. da, = d.a, = u;3n = A.a,,
(71') Todas = dedy = wy3n = Aeas,
Ceadn=dn=uw;a, - wpas=dn==en
avec
Ae= w3y - wy Ays.

e

('y dym, dsa,, d,a, d¢n sont équivalents & ¢,dm, 9;da, T,da, F;dn; de:
méme pour les termes en de; cette équivalence ne subsiste plus en général pour les

pseudo différentielles d’ordre supérieur. Pour les diverses différentiations comilantes,
voir K. CarTaN (E. R.). ’

THI:SE DELENS
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Les homographies €, et (L. peuvent s'écrire

. 1 r 1 [ A I B ¢ 1
(.‘.1;= dlal'a! -+ dsa’.ag = dal.a, = da--ag—'dn-n,

(72)

—
A, =2dn.n.

11 est bien entendu que les symboles d; ne sont plus de vrais symboles
de différentiation, c’est-a-dire ne jouissent plus des propriélés des sym-
holes usuels d et en particulier qu’ils ne seront plus ¢n général échan-
geables; leurs propriétés les rapprochent plutdt des symboles infinitési-
maux de transformations. Mais nous aurons a considércr des expressions
différentielles dontles noyaux, composés de vecteurs superficiels, agissent
de la méme facon sur des différentielles en d ct des différentielles en d,
et pour lesquelles, par suite, le calcul ne sera pas modifié. Ce vera le cas
en particulier pour les formes de Pfafl o et les formes cextérieures plus
générales introduites par M. Cartan, et c’est ce qui fait 'intérét de ces
méthodes.

Pour la courbure de translation, on a maintenant, d’aprés (65),

(73) 3 2,(dm) = (dym); — o,

T(dm) =—(8n < dm — dn < dm)n = o,

De méme, les formules relatives a la courbure de rotation se scindent
en
§ By = AY— 23 a.a, g_ 3 a,a,g =, ga.ae % =0,
(73)
quw;m—dam*=ag ﬁaﬁJ=m

dont la premiére détermine le tenseur de rotation superficiel JCy,, la
seconde étant équivalente aux équations de Codazzi pour la surface.

xm=a@:—gma%=—%a;

formules qui permettent de calculer ce tenseur sous ses diverses formes,
soit

! ] ! 1 - 1
Kps=— ->(Bsa, .dsa; + 6330.6[_(8,0) =9 dn.dn.

27. Avant de terminer la particularisation du repére, on peut profiter
du degré de liberté qui lui est laissé pour rechercher les comitants
locaux par la méthode des transformations:infinitésimales compatibles
avec les liaisons déja imposées; la particularisation fondamentale a
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déterminé n comme fonction de m. D’aprés
wy;=n X dm = o,
’ DY
wy=1Vmgomdm = [0y, 0+ wgme] =0
entraine
{ wis=kw,  Ayw,= ¢, < dm, ¢ = A8, + k3@,

(V1)) :

| wog=kyw, Rywy=cyx dm, Ca = Aya)—+ kalg,

d’ou la symétrie de la forme asymptotique

;:,‘l!’ :—([n 4 (Im =0y 3 ag
(711) y / :,\,(')? . ').ksw,m,—#l\,w3=f(')§(dm)’,

fi”:-—-\',.n = &,C aCr»—C &, C28..

Sil'on suppose qu’on a fait ventrer la surface donnée dans une famille
de surfaces paralléles dépendant d’un paramétre u, choisi de telle sorte
P | I
qu’on ait dans l'espace
n— Vu;;.

- il 0’y a pas de différence d'expression entre le noyau Vn et le noyau V,n
défini seulement pour les déplacements superficiels

Yon=%n_Vu,,

et g’est ce qui explique la symétrie du Ltenseur £12),

Réservons pour l'instant la caractéristique 6 & un déplacement du
repére laissant invariables 'origine m et la normale n, donc se réduisant
a une rotation superficielle. Si I'on pose

o5 = €.
on obtient
ém = o, e =e =o,
da; = ¢ps8y,
%2, = —e.8,
om =o, ' €3 = e33=0,

u, et u, étant fixés avec m, il reste la seule forme différentielle e,, dépen-
dant d’un paramétre, qu'on peut choisir pour poser
[}

e = oo,

Comme & représente une variation superficielle, les formules (73)
donnent

ddm =dém =o,
ddn =ddn =o,
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et l'on a aussi les formules détaillées

dwy = wyov, Sz = gy b,
Sy = — w, 60, Stgg == — wy3 bp,
. 5(1):, =0, Sm,, =ddy.

On vérifie immédiatement

8 dst=o, dol = o, 3[w ] =0, dwiwu]l=o0
ou

3(dm¥ =0, —d(dnxdm)=0, 3[dm.dem]y=o, 8[d\n.dsn]s=o.
Les paramétres k,, A3, k3 sont soumis aux variations \

8k = 24, dv, Sky = (hy— Ky) v, 6hy=—2A; d¢
ou

8(ky+ha)=0, Bks= 2ﬁ-‘;‘-ﬁ' 30, s"—;"ﬁ‘ =—1ak, b0,

d’ou aussi

8(k§+ g-"'—--‘;.L’)-’)=o

Nous choisirons de préférence comme invariants locaux

H= }(x._l.z), —K = k3— R, ks.

Quand on aura annulé dv, la rotation du repére autour de la normale
ne dépendra plus que des paramétres de position w,, u,; les formules
précédentes montrent qu'on peut en particulier donner au repére la
particularisation principale

ep=258v=o, ky=o.

les vecteurs du repére élant suivant les directions principales de la sur-
face, tangentes aux lignes de courbure en m (nous écartons le cas des
ombilics).

Toute autre particularisation finale annulant do est également accep-
table pourva qu’on tienne compte des relations entre k,, ks, k3 résul-
tant de Pexistence des invariants H et K.

Le repére étant fix¢, on a alors

M= go -+ grw,=fxdn,
f=g18) + 5.2,

(75)

g1 et g, étant aussi des invariants locaux dépendant de la derniére par-
ticularisation choisie.
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Avant de revenir sur les relations diftérentielles qui existent entre 4,
ks, ks, &, &2, nous allons reprendre les formules de différentiation
dans le calcul géométrique.

28. En considérant (€, ), comme un opérateur superficiel, nous

poserons
¢ (A )= Bedy— 182 =J (1)

de sorte que le déplacement d’un vecteur superficiel u sera

diu=dyu o, Ju.

. Pour un noyau superficiel @, schématiquement

b =uu. e Wpy
dg® = dy D ..,.,2 W W (TU) W o Wy (E=1, 2y o0y P
t

nous écrirons ,

(56) d,tb:d..,«b+m,..<a><¢).

Pour les noyaux du second ordre, cette notation coincide avec celle
de la parenthése de S. Lie, et cette parenthése est un noyau symé-
trique; en outre, si le noyan primitif est symétrique, cette parenthése
représente la jacobienne de la forme considérée avec 'ombilicale. Nous
étendrons cetle notation aux formes géométriques ou numériques quel-
conques; rappelons que pour une forme scalaire, finie ou différentielle, ¢

diz = dys (JX;): o.
On aurait pu, au paragraphe précédent, rechercher les formes comi-.

tantes locales par
30 = 6¢,,<1>—‘~6v(5 ><q>)=o.

Les formules de différentiation donnent aussitét (une fois le répére

fixé) celles relatives aux noyaux dérivés

(76,) Vs‘P:meb-i—(ffxd’).f (’),
V_,q; ;vb)?'

(') On a évidemment, pour J comme pour s,
d,f‘uf:': 0, d.,-J:‘O.

(?) La formule (76') permet le calcul effectif du noyau dérivé Vs sans représentation
schématique,



— 54 —
Remarquons que pour les formes diffécentielles, scalaires ou non,

U = didym.dm...dm =4\ (les «/ étant superficiels).
d 0" = lls‘l’)’:.& ! q’ﬁl/‘gﬁ;

le second terme, comprenant des différentielles du second ordre, ne
disparaitra que dans des cas trés particuliers, comme pour les covariants
bilinéaires des formes de Pfaff, ou encore dans les formules du para-
graphe précédent ‘

o= a;xdm. g — f"3(dm)?,
omy = 8@y X dm., a5 = afv)(dm)?,

a cause de d dm = o.

29. Un type de formules, peu différentes des précédentes, avec les
dérivées intrinséques, est d’un usage courant; supposant toujours
désormais le repére complétement fixé, nous pourrons, pour unc forme
finie @, écrire la différentielle et la dérivée

de® = O, -~ Byeny,

G Vb = a, b,a,.

®, et @, sont de méme ordre et méme constitution que la forme primi-
tive @ (), et comme
Veb =V, b < (a}+a3)= (Vb xa,)a,+ (VP x a,)a,,

on voit que ®, et @, sont les dérivées de ® dans les directions a, et a,,
qu’on peut écrire (?)

(I)]:v;(bxal:d"i) ([)o=v‘g(b><ag=d—2.'
ds, d‘g
Les formules
(ng) = d——‘-—::(vh ! Z—f:(v)"
dd dd
Vb = sl - 7‘—2'&:

montrent d’ailleurs bien les analogies et différences entre ces dérivées
intrinséques et les dérivées ordinaires, les formes de Pfaff et les diffé-
rentielles, etc., comme aussi les oppositions de variances. Avec ces
notations, en particulier, les vecteurs unitaires a, et a. représentent les

(') Voir les paragraphes 12 et suivants du Chapitre 1.
(?) Comparcr I, Cesaro (N. G.).
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dérivées de m suivant les axes du repére, donc sont mis a la place de m,
el my pour le repére choisi.
Les formules

-8) ) dsa) —  0383=" (£18:)0 - (£283)W3= 81, — &3y,
! | dsaz=='—("|za|=—(é’nal)wl—(é’:al)w:=8:1"’1‘*'32:‘”1'
donnent

(79) f=yga, - g28:=—(2s—a;),

c’est-a-dire sous I'apparence d’un rotationnel d’homographie, mais

rappelltlant que, méme appliqués a m (a, pour m,, a, pour m, ), les sym-
[( ( o . . .

boles —» —— ne sont généralement pas échangeables, mais sont en réa-
{15| f[Sz

lit¢ des symboles B, et B, de transformations infinitésimales (*) (sauf

y
pour les coordonnées cartésiennes du plan, les courbes s,= const.,

sy == const., ne peuvent coincider chacune avec les courbes le long des-
quelles sont comptés les arcs s, et s,).
De méme

(80) g=Jf=—ga,+g8:=8;; ' 8

a Vapparence d'une divergence d’homographie. Si nous revenons
d’ailleurs a ’homographie du déplacement superficiel

A= wd =J(f <X dm),
on peut en isoler le noyau
(81) A=,
d’ou les deux vecteurs comitants
(81 5 hA,=J1=g,
\ | BA =0t=—1 (%)
On peut compléter les formules (57) en posant

dp® = Dy 0, — Py,
(82) Vo = By, 8, + Pusas,

b ad L
‘I’m|=d—s:) ‘i’w-———d—s's (Jx¢)= o

) Formule (4»), § 17.
) Aux symboles usuels (e Christoffel correspondrait plutét

(l

(2

B, = KA, =a,fa, — a,fa,
IB,=g, EB,=f
Vsu=Veu-+B; x u.
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d’ou symboliquement

d 9 dJ d dJ

d
;rﬁ—;;l‘*’éld—a’ m:—;K;-FIE’:Ta'
30. Les particularisations faites, nous allons revenir aux formules de
structure et courbure, dans le calcul avec composantes d’abord, pour

¢tablir les relations qu’elles introduisent entre les invariants ou comi-
tants précédemment attachés au repére. Nous avons posé

Q, =) —[wpn,|=o, Qo= )y — [0305],
v r
(83) Q- wy— [0, ] =0, Wy, —[wjgm] =0,
vy =0, vy —[wgm;]=0
et
Wys — Z 0y Faty, 3= A, - Kkgma, . 0ag= Ky -+ keora.

Des deux premiéres équations, on tire

w) w,
= —1_, = —2_,
1 o 1= Mo
] 10
’ 4y
w; v -+ Wy 0
W= LT T2,

[w) 0]

La quatriéme équation donne le tenseur de courbure (de rotation)
superficiel i '

(83’) Qgyp=— K[b)l(')z] ::—-[(.)'3(.)”],
(8%) —K=41 3 ta—gnu=k—kk

avec toutes ses interprétations bien connues, qui seront précisées quand
nous aurons rattaché les invariants locaux aux courbures et torsions des
courbes tracées sur la surface. Les cinquiéme et sixiéme équations se
développent en
(85) (hi—k) g = 2hsgr ~ha—Ria=o,

2ky &4 (ky— k) g2+ kayy— k=0,

et sont les conditions 'intégrabilité pour la forme o, connues sous le
nom d’équations de Codazzi. Sans faire le calcul sous forme développée,
on voit qu'on avait ¢galement

Wiy - Wy, g

s = [ W13 g '] b}

donc qu'on peut tirer des trois équations précédentes, par élimination
de & et 82

0} 4 1+ W), !
(86) —[onon] = (Heputaen),
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o ne figurent plus que les formes de Pfaff relatives a la représentation
sphérique de la surface.

31. Reprenons les formules précédentes avec les vecteurs et les
noyaux géométriques d¢ja introduits. En partant de

\'.\.a. i aef., V.caz '—alfv
on obtient

rota =—[a:.f],=a, < f =—divia, = g,
(87) rotsde= [afli=a.x<f= divia; =g,
/ f = rot;a,.a,-- rotya,.as,
g = Jf =—(divia,.a, - divia,.a,).
Puis )
. — K = rot, £ = roty, f—[gf]s= £X+ rot,f,
(88) ; ’ y w lgg Js wl,

K=divyg = divy g — g%
ou encore o ‘

(39) 'K =—)l'0l.-|§1A.c==diVs|1 Ao

En passant aux dérivées secondes de a, et a,, on a du reste

‘ Via, = —af2 -a,V,f,

(90) l Via,=—a,f?—a,Vf,

ce qui est bien d’accord avee

[ e—
(91) XKnsa,=2A%2a,23m./m = rot £ sm.dm ], Ja, = rot,f(I2ém dm)I &

(de méme pour a,); poson$ (")

E,V:{a, = V,a, = rot,f.Ja, = rotf.a, = — Ka,,
2 : :

0,
(90) Via, = Ka,, — K =a,< Via, =—a,x Via,
2 2 2

On peut encore isoler dans K, le noyau doublement alterné

(g2)' o= rot£(7) () = (9) (Rotof) = Rot; A

Pour les formules relatives a la forme asymptotique £(2 (74'), nous
représenterons ainsi cette forme par J (— J étant 'homographie de la

(') Le symbole introduit V=K, V? n'a pas la signification de oV dans les travaux de
2 o
MM. Schouten et Struik. ’
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représentation sphérique)

— '
Kpa=26n.dn — —[n.dn],J =— J0|ém.dm}J,
(84) K=3Jll=h(F)=[cic]s

[Rappelons en passant que 2H =1, J, et qu’a coté des deux premiéres
formes fondamentales ‘U et [J, on peut en considérer une troisiéme,
donnant I’élément lincaire de la représentation sphérique

2
J-et el Fi(dm) — (dn)X
liée auv précédentes par la relation identique
3 — HJ KU, = o.]
Nous avons vu (u'en considérant ;j comme un tenseur spatial, on

avait
J=—"n=—Vu,.

Le tenseur dérivé spatial V*u; est alors complétement symétrique et
pour les déplacements superficiels, il se réduit a
—Vvﬂ = v?n

donc le tenseur V) estaussi complétement symétrique et cela s’exprime
en ce qui concerne la symétrie a droite, par

(93) Ve xd ——kV:] ——rot,J =o0.
Nous poserons

£=\.J =—Vin, sO=f0}(dm)

pour représenter cette forme symétrique du troisiéme ordre. Comme V2n
et V'n sont des tenseurs différents, cette symétrie n’existera plus pour
les noyaux dérivés superliciels suivants. La forme f£{3 a été appelée
forme de Codazzi par M. Neville (M. F.) qui a montré qu'en opérant
sur des vecteurs convenables, elle donnait les fonctions de Darboux et
de Laguerre relatives a une courbe tracée sur la surface.
Iin dérivant
ci - Ja,.

et Llenant compte de la symétric de V,J, on obtient
Viei=a>VJ-IdxVa=axV,J JTxaf=axVJ+cd

Dc méme
c:=Ja,, Vica=a.x V J—c,f,
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d’ou en prenant les rotationnels
(8) rot,e, =—/[c.f];, mtfc»=[c|f],,
soit les deux ¢quations de Codazzi, en fait équivalentes &
(93) rot.J =o.
On a ensuite identiquement

[cie:)sf=[c f].ca—[ecatlccy,

£ — rot;C, C; : rot¢Cs.Cq
- K

et comme
R=[cic:)y=—rot,f (1),
rot,c, C, rotC,.Cs

(86) ~leede= ot

Voici ce qu'il faut entendre par la derniére condition; la forme £(2)

étant déterminée par rapport au repére choisi par les coefficients &, k3, ks’
—~
J-tr=»~hka; haa hLal,
Vg =V0d <Jg).f,

le vecteur f est donné en fonction de ces coefficients et de leurs dérivées
par I'équation
(93) rot,J = rotyJ — ((Jg) )35 = o,
et la relation

(94) . JU= —rot,f =— rotef — X

doit avoir lien entrc les coefficients 4,, 4, A3 et leurs dérivées du pre-
mier et du second ordre.

32. A c6té des conditions d'intégrabilité de la forme £(2), congue
comme une dérivée spatiale, nous allons établir des conditions analogues
pour les dérivées superficielles; ® étant une forme géométrique finie,
nous avons, avec les notations du paragraphe 29,

Vg() = 'I’|a.| + ‘I'xﬂ),
v;‘ ‘b = ('I’“—;:.(lh)a',’ _U"l )—‘L’r‘l’n)a]a: —('I)“-'-‘.'.‘l‘b|)a1a( -"'((I)z)—{— g,‘l’.)a%,

(') Signalons la symétric de la tormule

¢, rots ¢, + 6,rots ¢, + frots £ =o.
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d’ou en particulier
Lhvid= e«q’ =@ - Doy + g2 — g1 Dy, ‘

0
(93) Elvf‘b::'a‘[’ = Py — By - 1P+ L2 Py,

mettant en évidence les opérateurs

o2 2 d d
s = llT-," ! ;Fj "’”;Tv,_g’-l_ls—,'

2 a d d d d d:
g‘zlls,ds,_:ls,rls. é"(—l;,- rthT, (@.ﬂ:dm)’

dont le second a une importance particuliére, grice a la relation
(84) —K- gn—gn g7 gi—rotf
Nous rappelons d’abord qu’en opérant sur ¥,m = ‘U,
Vim=-o

correspond aux formules (58) déja stablies

(78) 1= N8, BT iy
an=—g2a, a3 =—£:81;
(79) %,m:a.. 83— g = 0;
(.80) V;m:a:.—a“ f=\ﬂ.
2

Pour un scalairc ¢, en considérant les courbes ¢ = const. comme
sections de la surface pardes surfaces orthogonales ¢ = const., on pourra
confondre sur la surface V5 et V3, donc on aura

Vig- . Vs
pour les vecteurs superficiels, et par suite V; ¢ sera symétrique

(95) Ya?=?zi'-?|rr‘é’191 FSpr=0.

Pour une forme @ différente d’un scalaire, on pourra alors poser
b= W, a, “rgau.

(46) Oy ="a, +Ta., -Wya, Wa,=(V,,—gW)a+ Wy - n¥i)a,,
) b,=V,a, Yiay -Tnay -V a=(V— gW)a+ (Fu+ 2278
En continuant le calcul, on obtient
V,(I) = (T‘\l’, - l\‘l’,)a, -+ (v:‘pz— K‘lrl)a!’
) ” 2

(97) V@‘b =hdx.J" V,‘l’, .8y - V‘,‘Fg.ag.
2 2 2
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Si @ cst un vecteur u, ¥’y et W, sont des scalaires ¢, et g,

Y&?|=“1 v\;i——-“y vqu:Ku)"(J =—Kau.

Si @ est une homographie &, W', et W', sont des vecteurs u, et u,

Vo =—Kdu, Va=—Kou, V.G:K(SJ):—K(J&).

En poursuivant avec des homographies d’ordre supérieur, on voit
b »
qu'on aura en général

(08) V;,Q:—K(thb),

avec une notation déja adoptée.
[On aurait pu procéder un peu différemment en partant de

Y\‘ai =—KJa,,

puis, pour un vecteur u le long duquel on peut choisir I'axe a, du
repére .
u= A a,
Viu=2a, %V aV,a;=2a,V,i +ha,f,

. . P
Viu=a, Vi ~-a..fV,% JuV,f,
d’on
Viu=rot.f.Ju - —KJu,
2
.et de la passer au cas d’une forme ®, donnée schématiquement,
b=wu...u, ("]
On peut encore écrire, en posant pour 'élément d’aire

[om m], = AS,
pour un vecteuru
(d.u),= Kpeu=—K.AS.Ju,

et pour une forme géométrique @

(99) (d. Y, = (ac“. < cb):— I\.AS(J x q:).

33. Les formules (g6) donnent en particulier les divergence et rota-

(") Qu'il<’agisse de vraies ou de pseudo-différentielles, opérateur alterné (o)’ = §d — &d
A la propriété distributive

(d) (®+8)=(d)'®+(d)8, (d)®8 =(d)®.8+a(d)8.



tionnel d’un tenseur
b =",a, -T,a,;
[ V0= V- W8 — g W=V (P <a, ) <, V,(fbx a;)x<a,—d X8

100
( ) E| VJl*:‘["-;.—-‘I"‘. g.‘l". é’;‘ro=v;(‘l’><al)x a.l-—V\(‘l‘/(a‘)Xa» '—‘Px f‘

sous des formes qu’il ne faut pas confondre avec

shnw_lwmw (Jx¢)xL
(ror1)
[BT - BTt -(9xe)xg,

,car c’est seulement pour un vecteur

U - 3,8; 1 328y,
qu’on aura

h¥Vwu = ¢10— 10, (un)xf =(Ju)xf=—uxg,

EiVou = 92— 342, (un)xg::(:ﬂx)xg: uxf.

D'aprés ce que nous avons wu, la condition d'intégrabilité super-
ficielle d’une forme ® ou d’'une équation

(109) b=V, ¥

est donnée en adjoignant la relation
(103) Bive =—K(7x®).

Quant aux expressions (100) ou (101), on les cmploiera suivant les
cas et elles pourront diriger le calcul de fagons différentes. Ainsila con-
dition de Codazzi ccrile

Cy—Cp ‘jf"—"
donne en général

f:—ﬂ“(c.,—c.:),

mais ceci suppose l'inversion del’homographie [J, donc K ;£ o; si K=o
il y aura i envisager le cas du plan et celui des surfuces développables,
pour lequel on peut poser

R

=j
On aura & écrire d’abord une premiére condition
[(en—en)jl - o

et la composante dc f perpendiculaire a j ne sera donnée u’a la fin.
Si I'on part au contraire de I'équation mise sous la forme

rot, - (Jg) <g=o
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ce sera sur I'homographie (Jj) que se portera d’abord I'attention et,

sauf dans le cas de la sphére et du plan, on pourra obtenir g, puis f, dés
celte équation.

IV. — Contact, applic:abilité et isomorphisme des surfaces.

34. Prenons pour repére fixe une position initiale oe,e,e, du repére
mobile ma,a,n et supposons que les vaviables indépendantes dont dépend
celui-ci sont les coordonnées cartésiennes ., ) de son origine par rap-
port au repére lixe, la troisitme coordonnée 3 étant la fonction de ces
variables définie par I'équation de la surface

s Suny)
Par rapport au repére fixe, nous aurons les relations successives

dm = dr.e; dy.e; -ds.e,,
dr+im = . . + I+ 3. 04.

et de méme par rapport au repére mobile

dm = ;a8 ©38.
(104) dr-m=opta of'a olbn,

les w(Ptv) étant des formes différentielles d’ordre p-1 en dz et dy,

telles que
o=, 0, = ., o) =w3=o,

et se déduisant les unes des autres par des formules de récurrence

(105) wf+ = ¢1w;/’)--2 v, my" (i, J=1,2.3).
J

.Si nous tenons compte maintenant de la comncidence initiale des deux
reperes, nous obtiendrons une suite de formules, établies seulement
pour les valeurs des paramétres et des fonctions en o, se calculant de
proche en proche en tenant compte des reductions déja acquises

a =9, = 0, n = Qg,
w, = dr, w,=dy, o=ds,
(,)clp+|| =o0, (,)I(J+IJ =0, (.)ll‘;—H) = dr+i g

Ces formules donnent les valeurs initiales des différentielles dPw,,
et dPuw,, d'une part, et la suite des formes dr+'s, d’autre part, c’est-
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. . \
a-dire les termes du développement de
n>< Am = Az =z - »!-tlfz feu o be ——1——4rll’+'3~%~...
2! (p--1)!

en formes différentielles homogénes des différents degrés en dz et dy ()

'Les premiéres formules montrent qu’initialement

dw = 0,04, dwy = — w0,

de sorte qu'on a affaive ici a des différentielles comitantes, ce qui se
poursuit pour les différentielles suivantes ; les autres donnent

= Wy Wy gy,

ol 1) = dolp) = dy 31 - (.,”(J =< f.,;)) 2 (dm)”,

grace a I'emploi des différentielles comitanites; en effet, si

g = £l (dm)y  (p22),

le terme p £ £ (dlm)P='d*m, obtenu dans la différentiation, est ici nul
parce que £{7) est un noyau superficiel, tandis ue d*m est réduit a sa

composante normale
(n < dm)n = 23.1.
On a donc

?l/:-H) = fi+1 Il)-{l (,[m)/:+| , fo+1) — V.'f(p}’

les noyaux symétriques £* et £f(*) ayant déja été introduits, et les
formes 474! pouvant étre considérées comme symétriques, parce que
SV opére ici sur des ¢léments symétriques (dm)Pt!,

On pourrait former de méme d’autres suites de formes géométriques
comitantes, velatives par exemple i Uaccroissement géométrique An de
la normale en m, ou de toute autre forme liée intrinséquement a m.

La formule de développement

I I
3) = (" [ ] e g
(106) Am = dm <) - i ; )n,

établie avec les variables x, y, et d'ailleurs indépendante de ce choix,

(1) Cf. E. Cantan, Sur les formes différentielles en géometrie (C. R. de I'Ac. des
Sc., 7 janvier 1924 ). v Rene e
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puisque
dm = w8+ W B,
?l[l+l): fir+0 I'xl (r[m yr+i =-—V1‘n/‘,'<' (rlm)l""'

permet d’étudier simplement le contact de deux surfaces en un pointm;
ce contact peut toujours étre du premier ordre, m et n pouvant étre
communs auk deux surfaces; il est d’ordre p 41 st au point m la nor-
male n et ses p premiers noyaux dérivés V.n sont communs aux deux
wurfaces.

De méme deux surfaces seront applicables sans déformation du pre-
mier ordre si leurs dm peuvent étre rendus identiques, c’est-a-dire si

elles ont méme (dm)i; applicables au second ordre si n est la méme

fonction de m, clles seront alors égales, tous les ¥/n coincidant.
L'isomorphisme ou applicabilité avec deformation ne met en jeu que

les éléments superficiels. L’isomorphisme du premier ordre, égalité

2
des (#/m)™, entraine I'isomorphisme complet.

V. — Les courbes tracées sur les surfaces.
Exposé de quelques problémes.

35. A unc courbe tracée sur une surface nous attacherons un
repére mtgn issu du point courant m, el dont les vecteurs seront la tan-
gente t i la courbe, sa normale g dans le plan tangent a la surface, la
normale n a la surface. Si l'on appelle 7 I'angle de la binormale b de la
courbe avec la normale n, et si 'on pose

dm - wit .= dst
ds ds
t = . w24 +®)3n = _.q+ ~n
7 R
107
( ’/) ’Iq "—ml"t . - m.;;n:-——(—t'_ft . ﬂ‘(rgn
(/ d
Iln :‘_—-mlst—mggq . :_(T‘._gt__%q

les formules
g =pcosh—b sind, P= qcosb--nsind,

n =psind -bcosh, b=—qsin0 +ncosd
\

donnent aussitot

(108) g:-,l-_z———-—, k== =——, h= = = - — ’

THESE DELLNS 3
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que nous appellerons respectivement courbure géodésique, courbure
normale et torsion normale (') de la courbe en m. Pour rattacher ces
éléments aux fonctions relatives a la surface, nous ferons d’abord usage
d’un second repére mobile, dont les vecteurs seront représentés par des
lettres accentuées, les formes de Pfaff par des lettres ®, et résultant du
repére arbitrairement fixé par une rotation d’un angle ¢ autour de la
normale n; d’on

(100) \a) = e?a,, a, = e¥a,,
I £ £ Vo, g=g+JIV,9
ou
[ @) = ®; COSQ + w, sing,
\ W, =— w; Sing + wyCO8Q,
(109") CWh= -+ dy,
W3 = ©)3C08P -+ w3 8ing,
Wy == — )3 SINP -+ Wa3 COSG.

En faisant entrer la courbe considérée dans une famille de courbes
coordonnées tracées sur la surface, nous pourrons, le long de cette
courbe, identifier les repéres ma’ a,n et mtqn: alors

) (O 1)
oy =ds = — = —, W, =0,
cosy  sing

(O 1) d(l),‘— (OTY dw,

Wz = W9~
0} -+ w}
Wy = W W3+ w:wza’ ey = W) W3 — Wally3
= D21 gy = ———o 2 10
w? + w) w] + w}

Nous poserons

) = 0l + wi = dst= (dm)’j‘.

o P = wywy3+ wewgy= kol+ 2k 0+ kw} =—dnxdm,
T8 = wop— w03 = k(o — o)+ (h—k)o,wy=—[dm.dn),
' =[wyw]=[dm.dym],, .

formes dont les noyaux sont

eRl=a?t+a}=Vm=1U,,
£(2) — k|a? + k;;(a.a2+ 8,8, ) -+ kza; =— V,n = g,

(110") k'(aiaz‘*‘a!a'):_%(aﬂ)’

gl =k (a1—a) + D=
he) = 8.8 — 2,82 = J,

les trois premiéres formes étant symétriques, la derniére alternée. Intro-

(') Nous disons torsion normale au lieu de torsion géodésique.
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duisons en outre

(111) I' = 0 ds?+ v, dwy— wy dw, = [dm.d?m];=[ndm.d:m].

On aura alors les formules connues

& hul L r &1COS8P + & sincp—i—d?
r:-——:-———'-: ry ? —
ds e(‘)% ds

(”2) b — W3 _ ?(i)

=== & = ky cos*p + 2k; sinp cosp + Ky sinte,
(2)
h = f:T’;’ = % = ky(costg —sin2q) + (ky— k; ) sing cosq.

Pour la premicre ligne coordonnée ¢ = o,

A=38. k=ky, h = ks;

pour la seconde ligne coordonnée ¢ =-;5 (les paramétres correspondants

étant accentués)
g’: g2 k= kg, W=— kn.

Si le premier repére est principal, k3= o, a, et a;, étant les tangentes
aux lignes de courbure, 4, et ky les courbures principales, etc., on
retrouve

A A
(1) 5 k = k,cos?g + ky sinzg,
12
A A
' h — (ky—R))singcosg,
et leurs conséquences bien connues sur lesquelles nous n’insistons pas.

Mais nous allons revenir sur les expressions vectorielles des quantités
attachées a une courbe

\g= % =f'xt=g'xq=rott =—divq,
(113) k=—l-=f(2)2t-¢=“_ (2) ,
R x g 3tq

Les formes données a & et h, éléments communs A toutes les courbes
tangentes en m, proviennent des relations

(J > fm) = (J > I)f('2’> =—ogl),

(J x gm) — oDE = a(f)— Hew)



et des développements de
(J < (£ 347)) = <J < (g ;ta)) =o

On parvient aux expressions de Laguerre, Darboux, et autres ana-
logues de la fagon suivante :.

VA=V (3t - g 0 2stV8,  Vt=qf,

;g =V¢I\ =<t :f“”j{t" } (fmg(,tq)(f’x t),
;%-—»gh:f“)}'(t'

et de méme, en utilisant la symétrie de 3

=Tt — 103t q — (8 32ta) (£ x 1),
L L g(H—k)=tv g

De méme que nous avons pOSé

fir+1) = ¥ fip),
nous poserons
8(/""’” =V, 8(!’) (1; g 2),
Alors
gl =— 5(:’ = fl!)) =—JIxPI=HI—I x i3,
fr=HU, JIxg,

g = (J) V2 2H—J < fi,
fur = (UHVL 21 9 < glr),

La propriété de symétrie de £*' entraine
(114) _;f('i‘;‘%{:g(”’i{l=V_.H=--._Ln,

donc gt*) n'est symétrique que pour les surfaces & courbure moyenne

constante; et en général les g7’, comme les £(7), ne sont pas totalement
symétriques,

La fonction de Laguerre est

£3) ){ { = (-f{]l.,j — g(.y) ;‘(t’ q,

celle de Darboux
gl it it g =1 4tq

1l est commode de modifier la fonction de Laguerre en substituant
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a £*' sa partie droite

din= Pt = g —Hew = X (3 < g(:s) = gg,
(115) . 28
gl =—" (a = dm) ——Jan,
P
et de considérer aussi la suite des noyaux dérivés
dr+n=Ndn» (p2v), drt=Jg+n, gl =— Jdp+n,

Nous poserons encore

b, dnritr, De=A—H= ‘-:(Ic— kK')=e (excés de courbure normale),
G, gmLtr, Ge=h,

D'oa la loi de formation générale

‘ D/l+l = d{z” = g(J x d(l'))g'(tﬁ,

dG,
Gp+| = —(ls_’ - g(J x S”'));t”"

. (116)

qui, pour p =2, donne la fonction de Laguerre modifi¢e et celle de
Darboux ()
D, de

)= ——— — oy = -
D, ds 2& Gs ds *&h

G.z_—_%—,--),gl).zzg{g 2 gZe.

(116%)

Les fonctions D, et G, (p>2) sont les fonctions les plus simples
communes aux courbes tracées sur la surface et tangentes en un point;
les noyaux d'” et g'»’ en fournissent d’ailleurs d’autres quand on opeére
avec eux sur des successions de facteurs t et q rangés dans dilférents
ordres : les diverses fonctions ainsi formées sont liées par des équations
dues aux formes initiales de d'» et g'*' (homographies droites), a la
symétrie de £, et aux relations introduites par dérivation des noyaux.

(') De méme pour la fonction de Laguerre F; et la courbure normale F,

. dF dk
F,= ﬁ—og(},: i 24h.

s

Voir une Note de l'auteur dans Enseignement Mathématique, t. XXV, 1926,
ne {, 2, 3 (erratum corrigé au numeéro suivant).
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36. De (106) on tire les formules superficielles relatives aux courbes

dm= dst .

ds

(107') d_'t = . -,.—q
d.q =—‘-§:—’t

qui mettent en évidence I'unigue invariant superficiel g = L. Ajoutons
r

que pour la connexion induite d’une courbe tracée sur la surface, on
retrouve

i d.m = ds.t,

(69) deit =o,

qui montrent que cette connexion coincide avec celle qu’a la courbe
dans 'espace, indépendamment de la surface sur laquelle elle est tracée.
pace,

37. Pour traiter les problémes relatifs a des lignes tracées sur la
surface et douées de certaines propriétés géométriques, deux procédés,
a la vérité assez voisins, peuvent étre employés.

Dans le premier, une ligne possédant une propriété sera caractérisée
par un systéeme de Pfall’ déterminé, dont les équations devront étre com-
patibles; si la ligne doit posséder également d’autres propriétés corres-
pondant i un second systéme de Pfaff, il en récultera un systéme de
Pfaff total dont les conditions de compatibilité devront étre formées; on
pourra aboutir & une impossibilité ou a une indétermination plus ou
moins grande, ou chercher les conditions a imposer i la surface pour
arriver a certaine compatibilité. Les méthodes de discussion des
systémes de Pfaff établies par M. Cartan permettent de poser et résoudre
ces problémes.

L’emploi de tels systémes de Pfaff revient au fond a une différentiation
le long des lignes considérées. Ainsi les lignes asymptotiques, les lignes
de courbure, les lignes géodésiques sont caractérisées respectivement

par les systémes de Pfaff
WHr= 3= 0O, Wy = Weg = O. G =Wy9= 0,
équivalents aux conditions géométriques
k =o, h = o, g=o0.

Dans le deuxiéme procédé, que nous allons employer, on ne s’atta-
chera plus a une ligne jouissant de la propriété considérée, mais a
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l’ensemble des lignes répondant a la question en considérant I'équation
différentielle qui définit toutes ces lignes sur la surface, et que I'on sait
du reste obtenir a partir du systcme de Pfafl’ précédent. Asymptotiques,
lignes de courbure, géodésiques, seront ainsi données par les équations,
rapportées a un repére arbitrairement fixé

) = w3 + W93 = 0,
) =y thyy— tlg)y3 = 0,

MT=wp(0] ~nd) . v doy,—oydwy=o.

Si une ligne doit jouir des propriétés caractérisées ainsi par des
équations différentielles (non linéaires en général), on devra ici encore
établir les conditions de compatibilité d’un tel systéme. Et pour cela,
les équations différenticlles qui le composent pouvant étre d’ordres
différents, on prolongera le systeme par des différentiations (et I'on
effectuera, au besoin, les intégrations possibles) jusqu’a ce que les
¢liminations des dérivées d'ordre supérieur permettent d’arriver a un
systeme d’équations du premier ordre, dont la compatibilité exigera
qu’elles aient un ou plusieurs systémes de solutions communes. On se
trouvera ainsi ramené a la discussion algébrique de racines communes
a un systéme de formes binairves. Le calcul peut naturellement se faire
aprés le choiv de paramétres u, et u, surla surface, cas auquel on se
raméne a des équations difféventielles ordinaires; il peut également se
poursuivre avec des formes de Pfafl indépendantes o, et m. et des déri-
vées par rapport a ces formes. Dans les exemples suivants, nous emploie-
rons les méthodes équivalentes du calcul géométrique.

38. LicnEs prorris sur unk strrace — Elles sont caractérisées par
(117 [dm.d'm] - [dm(d?m 32n)] =0,
soit

(117")

I'=[dm.d?m]; = o,
o) = f2) ¢ (dm)’ = o.

Elles sont donc considérées a la fois comme géodésiques et asympto-
liques, et deux des équations entrainent la troisiéme; I' = o donne

d?m = ) dm.

Différentions la seconde équation et tenons compte de cette condition

V£ ¢ (dm)'  of J dm.d:m = o,
f9 4 (dm)y 21 F(dm)? = o.
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Bornons-nous au cas A 3 o; on peut remplacer le syst¢me donné par

?(2) = f(!) i ((lm)‘ =0,
¢ =3 2 (dm)* = o (fonction de Laguerre nulle),

(118)

c’est-a-dire que les formes symétriques £’ et £*' devront avoir au moins
une direction commune; ou si I'on préfére, les formes algébriques ¢
et 9% en w, €L u., au moins une solution commune. On sait discuter
complétement a ce point de vue le systéme de deux telles ¢quations, une
du second degré, 'autre du troisiéme. On peut donc (o) mer les condi-
tions auxqueclles doivent satisfaire les coefficients de v * ¢t 4'* pour que
la surface considérée soit simplement ou doublement réglée. ou déve-
loppable; on remarque dans ce dernier cas que si £*' a une direction
double, celle-ci appartient a £3, 11 est du reste plus commode pour la
discussion de revenir aux noyaus extérieurs, en posant

fr2(dmy - 0. (dm)’], footodm)i= £} .0dm)t|.

Remarquons que le procédé suivi indique que si une géodésique fait
partie d’une famille de lignes caractérisée par un noyau géométrique,
elle appartient aussi a celles qui sont caractérisces par tous les noyaux
dérivés suivants. Dans le cas précédent, si les conditions de compati-
bilité sont satisfaites, les droites satisfont aussi aux équations

g = f L (dm)r = o.

39. Licnes PLANES sur UNE surFAcE. — Leur équation différentielle est

(119) % =[dm.d*m.d*m]=0 (')

Nous allons établir des formules de récurrence, analogues aux for-
mules (104) et (105) du paragraphe 34, a partir du repére mtqn et de
formes différentielles w (2); nous écrirons ds, d2s, ... pour ,, dw, ...,
en nous rappelant que nous avons posé &2 = ds?. Avec

(104') dr+1m — m'{”’”t __ mgu—nq + m{{’*"n,
el =w,, wll=o, wyl'=o0,
?(2) Y(!)
Wy =— —— Wy = —— Weg —= =3
12 ds? H 13 ds ’ 23 ds ’

(') Nous écarterons en général le cas des lignes isotropes ct autres cas singuliers,

(*) On pourrait établir des formules analoguecs 4 partir des trois vecteurs dm, Jdm, n,
ou de dm, dn, n, de méme les formules pour dlp+Vn, et aussi employer les différen-
tielles de &, A;, &..
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nous aurons comme précédemment
(10%") wf ' = /Im,"'—z m,/m’/" (i, j=1,12,3)

Soit d’antre part une forme différentielle 2 noyau superficiel

a”) = g\ ;é((/m = alrm >I(, t» (IS",

N ¥ ]
daw) =N P P (dm)r+t pwpam Ltr-tqdse - pal) -d(-,—'--

Nous avons pu écrire ici Via?' = a‘'#*" au lieu de Va'”' parce que ce
noyau n'opérait que sur des vecteurs superficiels dm, et dt = wiaq au

lien de dt parce que le noyau a'? était superficiel. On a dans ces con-
ditions

r 'S
(190) dai) = a‘l""“—(.‘l < a‘/"),’;(rlm Y s por "LE,

formule a laquelle il n’y a rien a changer si l’on diﬂ'é.renlie en d,.
Pour les premiéres différentielles de «/m, on aura

r
(121) 2m = 25t - s q 3" n,

Bm=wrt -v) q-wn,
A\ T

o = dds — _I_'

dst — ds
(122) = "(d;) - '-;; d's — ?‘*{’[;:‘ﬂ _dr _dq;(z)Y(,,
wiy) = dopl®) — %dﬁs\ %_)
Mais d’aprés (120)
(123) dgd) = gi¥ 4+ 2 I‘dy(!) Md*;,

aussi on peut écrire

') - o) ds.d?s 3 dolt)— old)

M= o3 4 =
(122" w =943 P 5

Dans le cas des différentielles superficielles, les formules (104")
et (105") sont a modifier. Avec de nouveaux coefficients &

d,,_Hm . alll-pi\t -'-;._(H-nq.
U)VH'” — da! n_m“_a'/ll (e j =1, 2),

(124)
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les n, w3, 33 n'intervenant plus. On voit dés le troisiéme ordre la
différence entre (d*m); et d’m

o tl"s—-’;—sna Fu,*:d(‘—g;) I-dl—s,d*s,

q;""' ?(!)Y(i)
—dtm — Tt —
(d*m), = dim s t ds

q = dim -- ¢(2) dn.

Si nous revenons au probléme posé, I'équation différentielle du troi-
siéme ordre des lignes planes peut s'écrire

(119) w I — 9 (dI' — gl y2)) = o,
w " pouvant prendre les formes (122) ou (122').

$0. LicwEs ¢ onistotes rLanes. — On a alors
=dl'=o,
et I'équation (119’) se réduit a
2y = o,

donc les lignes géodésiques planes sont asymptotiques ou prihci‘pa]es.
Le premier cas, trait¢ au paragraphe 38. nous raméne a des droites. Le
second, cas particulier des lignes de courbure planes, correspond au
systéme

{ I'=[dm.dim];=o.

) g3 dmy =,

11 se traite comme précédemment et nous sommes ramenés a

2) = o(2) 2 (chy 2
(125) =g x(’m)?" .
Y = gMd (dm)= o (fonction de Darboux nulle).

Les conditions de compatibilité de ces deux équations méneront,
suivant les cas, aux surfaces avec un systéme de lignes de courbure
géodésiques et planes, ou les deux. Comme (dm)? est symétrique, on
peut du reste substituer i g¥ sa partie totalement symétrique, et con-

sidérer ainsi g'?' et g comme symétriques. Ici encore y'»'= o tout le
long de telles lignes.

LicNEs pE coursurk pLANEs. — En employant pour u*’ la forme (122),
I'équation (119') s’écrit, en tenant compte de y* = o,

((Iq:l’) — g0 ‘(ihf) [ — it dl = o,

I de®® I'dis—dlds _
d 9 " T dp °
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et en intégrant

@ ds

(126) — = =tangl,, constante.

n>

Ce résullat connu nous méne au systéme
/

Y(f) =0,

I'— o) ds cotBy= o.

En diftérentiant la premiére de ces équations, d’aprés (mo)‘
!

rse oyl

; (2) . y(3)— g ——
(127) i) _ 403 23 .-zdsd*s,

et tenant compte du systéme précédent, on est ramené a

| T =o. (2 5)
. 2) §(2
M —9 coth, ¥ =
‘ M 2 coluy s 0,

ou plutét, en rendant rationnelle la derniére équation
P ’ q )
v =g 2 (dm)’ = o,

128 .
(18) | @6 = ey — f cor”0,. 3232 = pl6} § (dm )¢ =0,

On a a chercher ici les solutions communes a deux équations, I'une
du second, l'autre du sixiéme degré avec un coefficient variable ('), pour
discuter le cas des surfaces & un ou deux systémes de lignes de
courbure planes. Si les conditions requises sont satisfaites, on retrouve
un énoncé géométrique correspondant a 'expression de la fonction de

-,

(3)
Darboux ;% le long de ces lignes

~i3)
a5 = 2.cotby. ke =2 ge,
Gy =2 gD,,

cas particuhier de (116').

Al. Licwes pe Lacuerre pranes. — Nous entendons par lignes de
Laguerre celles le long desquelles s'annule la fonction de Laguerre et
qui satisfont par suite a 'équation

i) (2)
(199) P = dgll— =L —zfa;-d'.c:m

—_— —_ -

(") Plus exactement, le systéme (128) correspond aux lignes de courbure planes dont
les plans coupent la surface sous le méme angle 8,; pour étudier le cas général, il
faudra une nouvelle ¢liminatinn de 6, aprés dérivation, La méme remarque est valable
bour lous les cas on 'on aura procédé a des intégrations.
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d’oa I'on peut tirer
ds
2 = L2 (ds.dotd— » dis. o),
Y ﬂ,(ds dg! 2 dts. o))
On a alors aussi

3
W = ;(IQ(”.
Pour les lignes de Laguerre. I'équation des lignes planes se réduit a

3ldetl— oz dl’ ~ '—ll,s((h.:l-,val#)— v elis. 312 )0 = o,

29 dl —3I2dpd) a9 ds.d? s — dst.dpl)

?m' P = o0,
r:\ ds?
d(?—uﬁ) l,(;m) = 0.
En intégrant
I s?
PI + o = Co, constante.

Géométriquement, ceci exprime que le long des lignes de lLaguerre
planes
g X
FT k"™
- =z = r,sin?h on

% k

Pour former le systéme algébrique a discuter, on éliminera T entre
les deux équations
I'? = (cog!") — sl2))pit?,

. e T
dpl) = p® =3y = o.

On obtient I'équation du douziéme degré
(130) T2 = DU g( ey 5t — 22) ) eyt = o,
contenant le coeflicient arbitraire ¢, qui avec
(129) =0

forme le systéme cherché.

42. Cercrrs etopksiQues. — Leur équation est

r
dsi 80 constante

(140)

ou
dl.ds — 3T d*s = o.
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On fera facilement I'étude des lignes asymptotiques ou principales
qui seraient des cercles géodésiques. Pour les lignes asymptoliqucs, on
obtient ainsi le systéme (dans lequel la seconde équation a été renduc
rationnellc)

) — o0,
(141)

?I.I)’_ I"_"r;z. 212) -:m’:_. 0.

formé d’une équation du sccond degré ¢t d’unc du sixiéme avee la
constante arbitraire g,, donc possible i discuter.
Pour les lignes de courbure, on aura le systéme analogue

\ o,
1) )
) | — fad e = o,

Les cercles géodésiques plans donnent un systéme plus compliqué;
I'élimination de I', dI' ¢t d*s montre qu'ils satisfont & 'équation

So ’I-\'(?‘“ T I/.\‘.‘.“" ) :"""(3’2 0
qui, rendue rationnelle, est du douzieme degré, soit
xll.t) — q“ ’) l);-' ( ,[m N2 = o,
Par dérivation et nouvelle élimination de T, on obtient

7 l.n.._(J P qd’i\ idm ) gy ds — 0o
. 7

ou, en tenant compte de 'équation irrationnelle précédente, une équa-
tion rationnelle du dix-huitiéme degré, qui avec I’équation du douziéme
degré, forme le systéme algébrique a considérer.

VI. — Déplacement paralléle et réseaux angulaires.

43. Les formules

ds,
(107') det = S
([sq _—_.—(ixt
,.
t= a cosg a,sing.
q=—a,siny a,cosy

Permettent, a partir d'un point m, de la surface, le dévcloppement sur
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le plan tangent en ce point des courbes issues du point et tracées sur la
surface; il suffit, pour obtenir ces aplanies, de remplacer dans (107')
les différentielles en d; par des différenticlles en «. On sait que ce mode
de développement permet I'introduction de la notion de déplacement
paralléle (translation géodésique) sur une surface, et a donné naissance
au groupe d’holonomie de M. Cartan. Nous allons reprendre ici la
théorie du déplacement paralléle; les formules générales

(76) d® = d® = 0,37 < ).
(76") Vb =V,b  (Ix®).t
s'appliquant en particulier aux vecteurs
d,u = dmu -+ ('JI’J“.
montrent que la différentielle comitante d; se réduit a la différentielle
relative au repére d,, pour un déplacement le long des lignes d’équation
o, —fxdm - —|gdm]—= o,
c’est-a-dire pour un déplacement tangent en chaque point au vecteur g

attaché au repére. A coté du double faisceau tracé sur la surface par les
lignes de base, trajectoires des champs de vecteurs a, et ay

w -a;x<Xdm ——[a.dm]= o,
o, =8 Xdn= [adn]l=o,

il y a donc intérét a étudier les champs de vecteursf et g et les faisceaux
orjhogonaux de trajecloires qui leur correspondent; nous poserons

wp=gxdm=[fdm].

Mais si 'on passe du repére superficiel a,a, 2 un autre repére a, a;,
les formules
(“’9) ‘ a'| —_— (‘:‘?ah afl = ea?a»,
| =24V, g=g-+JIVo

montrent que les vecteurs £ et g restent les mémes si le second repére
fait avec le premier un angle 9 constant; on a aussi dans ce cas
(Iﬂ = dw, Vu,= Vw.
Aux champs de vecteurs a, et a,, ou aux champs de repéres a,a,, on

peut donc, pour ce qui concerne les vecteurs f et g, substituer les champs
d’étoiles, une étoile étant constituée parun corps superficiel de vecteurs
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unitaires invariablement liés entre eux. De méme les faisceaux de trajec-
toires ay, &y seront remplacés par un réseau angulaire ('), défini a
partir d’un faisceau a, par exemple, par tous les faisceaux de courbes
coupant les premiéres sous des angles constants; I'équation différentielle
d’un tel réseau est par suite

(143) oy dws—mydw, — ds*.dep=0. [gdm], (llm)’l‘ [¢m.d’m];= o.

Nous avons parlé de vecteurs unitaires, mais a un champ de vecteurs
quelconques v on peut évidemment superposer un champ unitaire a,, de
sorte qu’un faisceau v donne naissance au méme réseau angulaire, et a
la méme étoile en chaque point, que le faisceau a, superposé.

Toute distribution ou champ de vecteurs v sur une surface fait donc
apparaitre sur cette surface un réseau angulaire, et tous les vecteurs des
étoiles correspondantes sont transportés parallélement & eux-mémes (au
sens de Levi-Civita) si I'origine ou centre de Pétoile se déplace en
chaque point tangentiellement au vecteur g, c’est-a-dire suivant les tra-
jectoires du faisceau d’équation m,,= o (correspondant au réseau
w, dw, — wydn,=0). Nous proposons d’appeler ces courbes les direc-
trices (*) du réseau angulaire, leurs trajectoires orthogonales, aux-
quelles f reste tangent, les lignes de front correspondantes; le vecteur f
peut s’appeler front du réscau, g guide ou géodese du réscau (ou de
I'étoile).

Il ne s'agit naturcllement pas, dans le déplacement paralléle, d'un
déplacement d’ensemble qui aurait lieu simultanément sur toutes les
directrices du réseau, mais seulement le long de 'une d’elles.

14. Les vecteurs f et g étant assujettis a la seule condition

(88) vot, f = —div,g = —K,
(83") 0y =—K[wm,].

une famille de courbes donnée par une équation de Pfafl I = o peut étre
considérée a volonté comme un faisceau de directrices ou de lignes de
front pour un ou plusieurs réseaux angulaires a déterminer, et une ligne

quelconque de la surface peut entrer arbitrairement dans un tel faisceau.

(") Nos réseaux angulaires sout les faisceaux de congruences de Ricci et Levi-Civita
(Math. 4nnalen, .54, 1900). Ce sujet nc semble pas avoir recu les développements
quil comportait.

(*) Ces conrbes sont généralement désignées dans le plan comme isoclines d’un fais
ceau (géncrateur) de courbes integrales; lc nom de directrices, qui semble mieux
convenir ici, leur avait éi¢ donné 3 P'originc par Jean Bernoulli.
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Pour développer cetle ligne comme on I'a exposé précédemment, il
suffira ainsi de la considérer comme une directrice de déplacement
paralléle, donc de choisir comme repére (pour la surface) le long de la
ligne un de ceux qui sont contenus dans une étoile dont le guide g est
" langent & la ligne; on a alors le long de la ligne

s
)= 0. == de.

Comme nous I’avons fait dans le plan (§ 17), cherchons quels vecteurs
partagent avec les vecteurs unitaires la propriété que leur novau dérivé
superficiel soit une dyade. Soit v un tel vecteur, ct supposons que le
champ a, soil superposé au champ v

v ea,. wW=JV =v¢a,.

Yo - wi.

V\v:a,“' ' wf=v-v—

les vecteurs v et w étant rectangulaires, V,v ne peut étre une dyade
que si
fy_v = Vo dovl
v t_gx‘—,__u, w.,—v— =0,

Les courbes ¢ = const. ou dv =0 sont donc confondues avec les
directrices »,»= 0 du réseau angulaire défini par le champ v; le long de
ces directrices le vecteur v reste de grandeur constante et est transporté
par équipollence ; autrement dit, la grandeur d’'un vecteur v répondant
a la question n’est fonction que de son inclinaison, si I'on considére
celle-ci comme invariable le long d’une directrice correspondant au

champ.
La formule obtenue pour V,v peut étre écrite dans le cas général

(144) \'\v__vVl‘_’)gv' wt (o' =vr).

de sorte que les deux lermes du second membre se rapportent, I'un au

module du vecteur, 'autre i sa direction ou son inclinaison; en compa-
rant (144) &
1

Viv= (v w)x Vv
[4

on voit que f est bien défini i partir d’'un champ v quelconque par

(145) f=£,wa,v.
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On a aussi évidemment
1 1
t=—2v VW= (WX Vov—vxVw),

mais on voit par contre que

V op?
V‘vxw—szxv=v1(t——‘l—!;—"ﬁ-),

, JVloge?
rot,v.v + rot,w.w = o2( f + — )
La derniére formule donne

1
s f— = (roLv.v —rot,W.w —

JVv*)
’

S

(146) g= ;12 (Rouvxv—i nm,wxw+‘l;’_i)

1 Vo2
= —(rot,v.w —rot,w.v 4+~ — } -
\ P’( 2 )
De (144) et (146), on tire

1/,
(147) . Vv = o (dn’.‘v.wha- rotyVv.wWv -+

vVv‘—wJVv')
2

= ;';(divsv.w-‘+ rot;V.wv — -E (J x VJV"’)"
On tire aussi de (144)

Viay = a.f= —liw! =< V,v,
(148)° Y

[ . 1
rot,a, = A 2V,v, div,a, = 5 w23 V,v,

#5. Nous aurons parfois a4 mettre en évidence les paramétres des
lignes de base du repére a,a, ou du similirepére fg; nous poserons
alors

A=A (o, %) Vay, 8y=A,(a. )V, £=0D(n p)VA, g=0Q(% p)Vu,

les paramétres et fonctions introduits étant du reste soumis aux condi-
tions résultant des rclations entre a,, a., f, g, K (de telles formes sup-
posant aussi la connaissance de facteurs intégrants de w, = o, ete.).

Quand on passe, par rotation de ¢, d'un repére a,a, au repére a, a,,
on substitue a fg un similirepére £'g’

a'| = (".f?ap =1 V?.

L’opération générale qui fait passer de fg a f'g’ est une similitude de

TISE DELENS 6
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‘rapport et d’angle variables en tout point de la surface; nous pouvons
envisager différents cas ou cette similitude remplira certaines condi-
tions, qui se traduiront pour ¢ par une ou plusieurs équations aux déri-
vées partielles auxquelles cet angle devra satisfaire, conditions dont la
compalibilité ou I'indétermination sera a étudier. Nous dirons alors que
les réseaux (angulaires) a, et a, sont assemblés par telle ou telle opéra-
tion.

La notion la plus importante semble celle des réseaux assemblés par
homothétie, que nous appellerons réseaux directement associés (ou
associés directs); les réseaux directement associés ont en commun les
deux faisceaux orthogonaux de directrices et de lignes de front et par
suite aussi les réscauyx angulaires engendrés a partir de ces faisceaux.

Revenons sur les propriétés géométriques des réseaun angulaires: la
formule déja établie

g =&18:— g:(—a)

ou son équivalente
)

£, = 81€059y — &28ingy  (§ = py. constante)
qui donnent la courbure géodésique en un point des courbes d’un réseau
angulaire montrent que le vecteur g est la résullante de deux vecteurs de
courbure géodésique de courbes orthogonales du réseau, et qu'il résume
par suite en tout point les propriétés de courbure géodésique de ce

o
réseau. Représentons par @ 'angle (a,. b, ), en posant

£=fb. b,=e'Py,
g1=[fcos®d, &= fsind,
(149) &3.=Jf cos(® — ).

La ligne du réseau tangente a f a donc la courbure géodésique
extrema == f; la ligne du réseau tangente a g a au point considéré unc
inflexion géodésique, c’cst-a-dire qu'en ce qui concernc ses éléments
différentiels superficicls, ils ne différent de ceux d’une géodésique qu'a
partir du troisiéme ordre. Ceci explique pourquoi le déplacement paral-
lele, guidé le long d’une directrice, peut étre appelé translation géodé-
sique, et le vecteur g le géodése du réseau.

Quant aux courbures géodésiques des lignes de front et directrices,
elles sont données par

\ f-f Vo,
. dd .do
(130) g = gycosd o, sind 7 =/ R pour f,

( g =—g sind  &,cosh :;L:: = Z—:‘- pour g. -
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48. Considérons maintenant les réseaux directement associés & un
premier réseau angulaire; nous obtenons pour ¢ I'équation aux dérivées
partielles
(1531) gxt=[f1),=|Vo.fl,=0. [wsds]=0.

1
f= -ﬁV?,

M étant un facteur intégrant de I'équation w,;=o0; d'autre part,
d'aprés (148),
f- PVA ¢ = F(X). fonction arbitraire de ),

—pwi- L9F
t=PVi= o WA
f'-(P' %)vz;“ai'v;;(mﬁ)f,

A tout facteur intégrant del’équation des directrices correspond donc
un réseau associé direct du réseau primitif, et inversement. Mais d’aprés
la condition des rotationnels, on doit avoir

k=[VlegM.f]=—g < VliogM.

M= % ‘% ne peut par suite en général étre constant ni indépendant de 2
sur toute la surface.

Si 'on superpose localement en m au repére a,a, un repére a| ay, les
lignes des deux réseaux tangentes en m y auront pour courbures géodé-
siques respectivement g et (M +1)g,. Donnons un exemple pour le
cas du plan (et des surfaces dévcloppables) ou, contrairement au cas
général, on peut prendre M = M,, constante.

Soit le faisceau linéaire de cercles passant par deux points fixes o, 04,
d’équation

£yt —=oBy) —a’— o,

faisceau générateur d’un réseau de loxodromies, qui comprend aussi le
faisceau orthogonal de cercles dont o, et o, sont les points limites de

Poncelet, donné par
r'—oNr -y’ a=o.

Considérons en méme temps le double faisceau de coniques homofo-
cales de foyers o, et 0,, d’équation

CY »

.xr
[y

¥

_+..———-—
C—a

—1=0.

¢galement générateur d’un réseau angulaire.
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Soit a, le vecteur unitaire tangent & un cercle du premier faisceau,
vecteur faisant 'angle « avec 'axe [0,0,]; on a pour le premier réseau

f="Va.

Mais pour un déplacement angulaire da du rayon d’un cercle du

/\
premier faisceau, une bissectrice de I'angle o, mo, tourne seulement

de = da, donc pour le second réseau angulaire
2

I 1 ,

Les deux réseaux angulaires considérés sont donce associés directs,
. . 1
I’homothétie étant constante et de rapport ; les centres des cercles

orthogonaux qui se coupent en un point m permettant la construction
de g, on retrouve ainsi une construction connue des centres de courbure
des coniques a centre : les cercles osculateurs de coniques homofocales
en un point m appartiennent a un faisceau, homothétique dans le rap-
port 2 de celui formé par les cercles passant par m. et pris dans les fais-
ceaux linéaires déterminés par les deux foyers (points de base ou points
limites).

Les directrices (isoclines) et lignes de front des réseaux associés preé-
cédents sont d’ailleurs les hyperboles équilatéres concentriques dont o,
et 0, sont deux points fixes symétriques par rapport au centre, d'unc
part; les lemniscates orthogonales, d’autre part.

De méme, si I'on considére un faiscean de cercles concentriques et les
droites concourantes orthogonales faisant partie d’un réseau de spirales
logarithmiques de péle o, ce réscau est direcctement associé a un double
faisceau orthogonal de paraboles homofocales, et un raisonnement ana-
logue montre que le rapport d’homothétie est encore —;; on a dong, pour
construire les centres de courbure des paraboles, une construction sem-
blable a la précédente. Les dirvectrices et lignes de front des réseaux
directement associés sont les droites et cercles du premier réseau, et
sont aussi communes a tous les réseaux direclement assocics, définis a
partir de faisceaux formés de courbes homothétiques par rapport a o.

47. La théorie des réseaux directement associés s‘applique aux pro-
blémes de raccordement des plans aux surfaces (') (coordonnées géodé-

(') Pour les espaces euclidiens tangents et osculateurs 4 une variété de Riemann, ¢f.
E. CartaN (E. R.).
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siques, coordonnées normales). Soit en effet un premier réseau corres-
pondant & un front f; comme nous I'avons vu, il y a généralement en
an point m, une ligne de la surface, tangente i g, qui posséde en ce
point une inflexion géodésique, et une seule,

fu = I’( )\0, [J.n) (Vl )u Z 0.,

Considérons un réseau associé direct, de front
f-f Voo o=FQ

dF
f- (I' - zx)“-

On peut évidemment choisir ’étoile du second réseau pour qu’elle
soit euclidienne en my(ou que le réseau soit euclidien en ce point);
toutes les lignes du second réseau auront alors en m,y une inflexion géo-
désique (il suffit que celaait lieu pour deux lignes du réseau); on prendra
F satisfaisant a

P (%o ma) <§;—: )0; o, f,=o.

VMais on peut plus généralement choisir la fonction arbitraire F pour
avoir )

Py

P wo) — o=
et alors le second réseau est cuclidien tout le long de la ligne p = p,,
constante, ¢’est-a-dire de la ligne de front passant en m,; or nous avons
vu qu’une ligne arbitraire pouvait servir de ligne de front, donc on
pourra détcrminer un réseau euclidien tout le long d’'une ligne quel-
conque de la surface. Le long de cette ligne, on aura aussi

- » hl Y
rot,g — div,f' = (% %)(V)\)f‘zo.

18. Les réscaux dircctement associés, sur lesquels nous aurons a
revenir, rentrent dans la famille plus générale des réscaux assemblés par
une similitade d’angle constant, que nous appellerons réscaux asso-
ctés. Les réscaux associés avee un angle (by, b} ) = V,, constant, corres-
pondent a la relation )

(1) -t v?:{'_’erof.

[ . . e, .
d'od pour ¢ équation aux dérivées particlles

(153) (g cosVo—£sin V) x Vg = f2sinV,,
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qu’on peat écrire
. =< Vo
tang V)= _§—
V= I (T~ V9)’
de sorte que I'ensemble des réscaux associés 4 un réscau angulaire est
donné par I'équation ¥V, = o, qui corrcspond pour ¢ & un systéme de
deux équations aux dérivées partielles du second ordre.
Les réscaux associés sont en relation étroite avee une suite de réscaun
(qu’une importante opération permet de déduire d'un réseau donné; nous
avons donné au paragraphe 44 la formule

(145) f- v'!w x Vev

définissant le front d’un réseau a partir d'un vecteur v d’un champ; la
suite de vecteurs

;=w><v,.v= |[v.V,v],, ;=J;,
v=wxV.v. eeneeny
cessesacseasen , ceresnan

se déduit du premicr vecteur v par une opération analogue a la dériva-
tion géométrique fournissant le veeteur Vyv >< v; mais nous préférons a
cette opération celle définie par Ja formul(- (145), qui donne la suite de
fronts (¢t de guides)

f, g=J1,
‘i_—f'!ng,f, g=J1,
(154) PR
’1: Yexvd ,
J?

pour lesquels on peut aussi utiliser les formules (146), donnant cn par-
ticulier

( Kt - lg_ﬂ), I = rot,g = div,? ().

t Ve
g§= fl(— lf—xg+v-f->,

]

(155)

(') On pourrait attacher 3 une des quantités £ ou log f2 le nom de (premiére) cour-
bure d’un réseau angulaire, et appeler I la seconde courbure ou torsion du réseau.
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ot d’aprés (147)

(156) V,f:fls(lg-"— l\gl—i(foJVf*)). V.g=JV.L

Si 'on part d’un premier réseau angulaire, de front f, défini par un
champ v, ct que nous appellerons réseau dirigeant, le champ f engendre

a son lour un premicr réseau dirigé, de front f, et une suite de réseaux

dirigés successifs, de fronts £, f. ete. La définition géométrique ct la for-
mule (146) permettent d’énoncer 'importante propriété :

Tous les réseaur angulaires associes ont les mémes réseanz dirigés
de tous les ordres; inversement, un réseau angulaire a pour (pre-
miers) réseaux dirigeants tous ceux qui sont associes « lun quel-
conque d’entre eux ().

/
On voit qu'il y a la une notion analogue a celle de dérivées et de pri-
mitives; la condition d’association des réscaux peut donc s'écrire

(1H7) £t

On a aussi les relations

ik

t- 15 f= v,

Sl =

La formule (155) montre d’autre part que la courbure de la surface
intervient dés le premier réseau dirigé d’un réseau donné.

On pourra se proposer, sur une suite de réseaux dirigés, des pro-
blemes de vépétition et de fermeture qui conduiront a d’intéressantes
propriétés géométriques.

49. Les modes d’assemblage des réseaux angulaires étant entiérement
arbitraires, nous n'en étudierons pas d’autres pour l'instant, mais nous
nous contentcrons de signaler comment certains se présenteront. Rap-
pelons les notations

a, ag-Ja.. V= ¢ 8, W=JV. f, g=Jf,
f ——_/’b,. b-)z 'pr b| = C’J(ba“

a partir d'un repére cn w; de méme a partir d’un repére en w, les lettres

(') Autrement dit, un réseau divigeant détermine un faisccau directeur (faisceau de
dn'evlru'es) qui est géncérateur du réseau dirigé.

\
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,correspondantes accentuées, et en outre

a,=e'%a,. b)=e'Vbh. ®—d=V—yg;
les lettres se rapportant aux réseaux dirigés porteront des astérisques.

Etant donnés deux réseaux angulaires, ils déterminent sur la surface
des faisceaux de lignes suivant lesquels une quantité scalaive ¢n relation
avec ces réscaun restera constante — nous dirons permanente — le long
de la ligne: «i ces lignes sont douées de¢ proprietés caractéristiques, ou
rentrent dans 'un des réscaux considérés, il en résultera un assemblage
particulier: cet assemblage donnera une propriété de réseau si le second
réseau se deduisait déja du premier par une opération connue. On
pourra par exemple considérer les lignes pour lesquelles o ou 'V est per-
manent, ou f*, cte.

Dane les réseaux angulaires figurent, a coté des faisceaux générateurs
de ce résean. des faisceaun parasites obtenus en groupant autrement
les lignes du réscau. Si Pon part d'un faisceau générateur, les lignes du
réscau coupent toutes sous angles permanents celles du faisceau et sont
les seules a avoir cetle propriéié. Etudions les réseaux engendrés par les
faisceaux parasites d'un premier réseau. Pour a| = ¢'?a,. on doil avoir
(138) Ve ra)=(f'—f) <a), - o

Autrement dit, le long des lignes de ce faisceaun a}, on a la relation

Glge— 1)) =0 -

, r ) ' r
(fx:l —lTs-!-)—<f>stlm—;m)=o

obtenue en retranchant les équations différentielles du second ordre des
deux réseauy, ce qui donne I'équation du premier ordre du faisceau
commun. Mais nous avons établi la condition d’assemblage pour le cas
ou f était le front du faisceau a|. Sinon. comme le montre le calcul
précédent, deux réseaux angulaires déterminent un faisceau ’équation

ou

(159) Voxdm=(f'—£f)x dm = o.

formé précisément par les lignes 4 ¢ permanent entre les deux réseaux.
Si ce faisceau appartient & I'un des réseaux, il faut joindre a la précé-
dente I'équation différenticlle de ce réseau, et il appartient aussi au
second réseau.

Cherchons encore, dans un résean donné, a.déterminer le faisceau
inflexionnel, formé des lignes qui sont les lieux des points d’inflexion
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géadésique des courbes d’un faisceau générateur. Pour une ligne ¢ = g,,
constante, en un point d’inflexion géodésique

3,5 £1C0%%, &.singy=o,

&1 f < a,
tane gy —— =0 220,
ang o &2 f x a»

L’équation différentielle du faisceau inflexionnel est donc dg, =0 ou

mdgy—grdg =g « N f—ff) < dm = o.
{160) .
(f—1) > dm = o.
Par suite, le faisceau inflexionnel est le faisceau a ® permanent
entre le réseau dirigeant et le premier réseau dirigé (').
Aux points oi la ligne t du réscau est tangente a l'inflexionnelle cor-
respondante

dm — tds —Dbyds — l;:\.g (t— e*"%a..),
Tlfx g~ g—ff‘,&! -divib, = rot,by=o,

donc la dircetrice g posséde, comme la ligne ¢, une inflexion géodé-
sique; d’autre part, le long de t

’I‘v'q';,, l,‘!,'] llg'g . :g. llgg—gi dé’|
73— = -'7.‘—(05?“ + m-SIII..-"-— —.f—d—;‘*—-— = o0,

¢l par suite la ligne t posséde un méplat; les choses se passent comme

dans le plan (*), K n’intervenant pas dans le produit t><g.

30. Licnks ¢EODESIQUES ET RESEALN s’y rarPorTANT. — Nous allons
chercher, par les méthodes des paragraphes 37 et suivants, quand un
réscau angulaire conticnt des géodésiques. Les géodésiques formant
aussi un réscau, nous avons a considérer les deux équations

I'=o0,
ds'(f < dm)—T =o.

En écartant Ic cas des lignes isotropes, on peut remplacer ce systéme
par
I'=o.

f> dm =o,

(') Ce résultat est évident par la géométrie, mais nous n’avons pas en vue ici ce
#enre de solution.

(") Cf. I. Barnk, Note sur les lignes isoclines (C. R. des Séances de la Société
math. de France, 121).
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qui montre que les géodesiques d’un tel réscau scront ses directrices;
d’aprés (120), ce systéme ost en général équivalent &

f < dm = o,

(161) v‘f;{((fm)g o,

On obtient immédiatement la condition de compatibilité qui caracté-
rise les réseaux angulaires possédant un faisceau de géodésiques (direc-
trices)

(162) S3rot,by=V,figt=0,
soit’
(163) - ixg:—[if',:/j’sin\'l:o,

condition qu’on peut encore écrire
(16»") £iv.e=r21,

Le fait qu'un faisceau de géodésiques sert de faisceau directeur & un
réseau dans lequel il entre suffit & montrer qu’a moins que f, et par
suite K, ne soient nuls, il est impossible d’avoir deux faisceaux de géo-
désiques se coupant sous angle constant (Liouville), ow méme sous
angles permanents.

La condition (162) exprime, en effet, que les directrices du réseau le
coupent sous angles permanents et cette propriété est caracléristique.
D’un réseau satisfaisant a la condition (162) nous dirons sculement que
c'est un réseau @ géodeésiques; on voit par la formule (163) qu’un tel
réseau est directement associé a son premier réseau dirigé (et aux sui-
vants); nous dirons encore qu'il est, ainsi que tous ses associés, pré-
géodésique et nous réserverons le nom de géodésique a un réseau dans
lequel le faisceau directeur est un faisceau générateur, ¢'est-a-dire pour

lequel

(164) f=1,
condition qu’on peut écrire

' Vs
(164") It —(K—i—f*)g—-T =0,
d’ou

V,,f:ﬁ; If:+ Kig -+ /:(fg +gf)!.

Un réseau géodésique posséde, outre le faisceau directeur de géodé-
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siques, le faisceau orthogonal de courbes paralléles qui sont ses lignes
de front. Le véseau dirigé d'un réseau a géodésiques et de ses associés
(prégeodésiques) est un réscau géodésique (ainsi que tous les dirigés
suivants).

Mais un réseau a géodésiques peut aussi satisfaire a la condition plus
restrictive

(16%) SVefxg=o0

exprimant que la solution de la premiére équation (161) est solution
double pour la seconde; cette condition se développe, en effet, en

=0

K RAYE
(16—t smer
(166) ou

[ie Bg_ w2 _,

ce qui donne
1

ve= iw %(fg—gf)% =— Ry,

[ %
1
quf —’-"/-—’ [f‘ = lb?,

g : K
(166" t=— 5t

Un tel réseau sera dit singulier; si un réseau géodésique est sin-
gulier, ) y
(169) K o/"=0 ou - rot. f.

Les lignes a courbure totale constante sont les lignes a f* permanent
du réseau.

ol. L’équation (163 ) montre que pour un réseau a géodésiques, le
faisceau inflexionnel est confondu avec le faisceau directeur; dans le cas
d'un réseau géodésique, ce faisceau se présente sous forme indéter-
minc¢e. Nous pourrons interpréter plus loin la seconde équation (161)
en la remplacant par une autre de signification géométrique simple.

Si les conditions trouvées au paragraphe précédent sont -atisfaites,

elles ont leur répercussion sur la forme qu’on peat donner an ds? d’une
surface.

Ftant donné un tel o/s?,

dst = E\y du} = 2K, duy dus—+ Eyy duj,
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on peut le mettre sous la forme w{ + w} par un choix du repére a,a,; ce
repére une fois choisi, on dispose d’une fonction arbitraire ¢(u,, u,)
pour passer, avec un autre repére a)a,, a une forme analoguc ®} + ;.
Or, les conditions trouvées permettent de reconnaitre, par des ditféren-
tiations, si le réseau angulaire correspondant i a,a, ou a,a), posséde des
géodésiques, el son espéce. Comme on passe facilement d'un résean a
géodésiques a un réseau géodésique, nous allons supposer ce dernier
" cas réalis¢ et etudier la forme type correspondante: nous prendrons

a) = ‘-a|. ar — \,VO(..
rot, 8, =0, (Yo )*=A(a,) =1. Vo xVa,=o0. \,[Va,.Vayle=1,
1

ds’ =w?  wi=da} \3}daj,

(168)
AT . 1 dA,
e e v
1 ()’I\g
K=—x G

Si le réseau géodésique est singulier, la fonction A, doit satisfaire &
I'¢quation

o) LA sy,

En prenant A'L, pour fonction, on intégre aussitdt, d’od

A= Aoa). o) B(a,)’

A et B étant des fonctions arbitraires de «,; on obtient donc pour ds? la
forme

LA

3 - _ 2 a3

(169) ds® — dat + e, By e’
comprenant les cas particuliers

(169") ds’ = da?  dal. ds® = da? - (f:;:' ’

soit le ds* plan et un ds? de révolution.
52. On passe d’un réseau géodésique a un autre de méme espéce par
une rotation % du repére telle que

(170) V—32=1U,  constante,
V(V—39)=0.

£t Vo= § eIy,
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d’ou pour V I'équation aux dérivées partielles
(171) [(2: wv).eV8], =0,

puis
= V— Uo-

Si I'on suppose que les repéres a,a, et a|a; coincidaient respecti-
vement avec b, b, et b\ b}, la condition (150) sc réduit a V= ¢, aussi on
peat dire que les réseaux géodésiques assemblés sont isogyres.

Pour passer d’un réscau géodésique singulier & un autre de méme
espéce, I'équation (167) montre qu’il suftit quon ait, en outre,

! 2

(172) fr=ft on A=A

De tels réseaux sont donc aussi assemblés par rotation; on obtient
aussitot pour 9 la condition

(173) A(z)~ 2tx Ve =0 (\-}9=(V?)?‘),
3t 3 2sns 8=
condition qu'on peul ramener, en posant Vy = 2¢” f a une équauon
linéaire pour a. On peut aussi former l’equdtlon enV,
(171') £ v =cTV¢
qui remplace (151).

Enfin, la recherche des géodésiques a partir d’un repére arbi-
traire a,a, conduit 3 'équation aux dérivées partielles en o,

azh) 2 T5) s eTPa, =0,

C’est la méthode de Liouville qui donne les intégrales premiéres
connues dans certains cas simples (ds? de révolution, ds? de Liouville).

53. Riéseaun 1sornermes ('). — Unréseau angulaire est dit isotherme
(ou isométrique) quand on a

(175) I =rot,g =divif=o0
ou d’aprés

Vf=V,f+gf, V.g=Vug—12,
(175,) I= roty, g = div,,,f = &1+ gw=0.

{') Cf. G. DamrBoux (T..S.), t. .— S Lie (D. G.).



— 04 —
C’est bien une condition de réseau; elle permel de poser

d

d,
g=Vu=ma, ma, .‘1|=;7_:-?=-$’:- ;E=.4’n,

Mg =

v

le champ g étant un champ de gradients.

On sait qu’en choisissant des paramétres «,, @, isométriques pour un
repére a;a. d’un réseau isotherme, on peut prendre

. a — \Va.  a,= \Va,
VAo = VA — V[ Ve Ve, | 1. Va, < Vay= o,
1 ]

Aoy, =V o — o, da, -—Va, =o0.
2 - 2 H]
—"
(76) g:Tg&z—%:—iVlog\*. t_—og. I =A(p),
1

dst = \N'(da?  da3) = e—8(da? da3),

h:Lp:%ﬂAMr—\x\y
. , .

Pour passer d’un repére quelconque a,a, & un repére isotherme a) a;,
on a a résoudre 'équation

=1 Mg=o0
2
avec

_ _ g 0y,
AF=F11- PP — Pega= ,)—a.—f"-d';g’

aussi la condition d’assemblage des réseaux isothermes est
(177) §9=m
dont on prendra la solution

o= F(ay —iay)-- F(a,— iay).

F étant unc fonction arbitraire, et F la fonction conjuguée, si I'on veut
pour ¢ une solution réelle correspondant & une rotation du repére.
Avant de revenir a la solution générale de I'équation

(178) Au— o
2

nous remarquerons qu’'un réseau isotherme est caractérisé par la pré-

sence en chaque point d'une simili-étoile isotherme, comprenant, par
exemple, les vecteurs

1 1
v,:Va,._.Ta,. w,= Va, = _a,, V=

I
A A’
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formée dc vecteurs gradients de méme longueur, et définissant toujours
le champ directeur

g =Vu. u= ;')-l(»gv?,

d’apres (146) ou (156). La formule (147) montre aussi que pour Lous les
vecteurs v, de cette simili-¢toile, les noyaux dérivés Vov; se réduisent a
des homographies droites, ce qui est aussi caractéristique d’un réseau
isotherme.

Le module de cette simili étoile demeure constant le long des lignes de

front du réseau
@, -g - dm Yuxdm o

On voit mieux maintenant comment se pose le probléme de la déter-
mination des réseaux isothermes et sa relation a celui de la représen-
tation conforme. Pour un tel réseau, en effet, la fonction p doit étre
solution de P’équation

(79) A =K.
2

Si I'on considére alors deux réseaux isothermes avec

g="\u g =YVu=Yu- Vg,
on aura
A(p—u)=o. V(w' —u)=JVe.
2

‘

(2 3N
de sorte que, de méme que o, la fonction ' — . = “log “L devra étre
que, que o, p—p=log -
1

solution de 'équation (178) et une solution conjuguée de la solution ¢.
Mais une solution générale « de cette équation, du type « =0 — iy,
permet de substituer au repére a,a» un similirepére v''w’ par la simili-

T 4-Y¢ T Jy
tude ™' u‘:(’ e’

Or, les similivepéres v;w; et v, w, définissent la similitude

Y eJ; = ¥ (P',_F')‘u-‘ = e.'s,

e,

Comme évidemment

S=adJd b ‘u;
entraine

A5 =T Aa U AD;
, 2 2

& devra étre une solution de I'équation

(178") AS =o0.
2 B
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isomorphe de I'équation (178). Mais, en outre, on peut écrire
g =hVe(U) =1 Ve(pU,=-9T);

donc 8 doit aussi satisfaire d I'équation

(180) ILV.KS =o.

Une similitude S satisfaisant a ces conditions étant trouvée, on pas-

. § C e e .
sera, par la similitude ¢, d'une simili-étoile isotherme v; & une autre
analogue v;.

5%. Une autre propriété des réseaux isothermes est la suivante : les
formules (9o) donnent

‘.\,a.:—f—’a, . Ta,. \a,=—1Ia,—/a,
2 2

(181) l

l=a,x<Aa =—a; xA:a,;
4 2

donc pour les vecteurs unitaires a, d’un réseau isotherme, A;a, est sui-
2

vant le vecteur a,. On peut transformer cetle condition pour un vecteur

vV =vay,
W X AV
(182) I= —2— —Vlogetxt;

aussi pour les vecteurs v; d’'une simili-étoile isotherme, on aura encore

(182") wW; X A.v;=o0.
2

Se peut-il enfin que le réseau dirigé d’un réseau isotherme soit lui-
méme isotherme ? cas dans lequel le premier serait en méme temps pré-
isotherme. On pourrait répondre a cette question en cherchant a
déterminer V pour satisfaire a I'équation

A;V=o, tangV = 1,
» P'I
ce qui donne unc équation du troisime ordre pour p. Mais on a plus

simplement
£= PO, p)Vh=—JVp,

et si le réseau dirigé est isotherme, f et g devront avoir un multipli-
cateur commun les transformant en des gradients; ce multiplicateur
doit donc étre une fonction de 4 seul, et en changeant le paramétre A,

\
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on pourra se ramener a la forme

le facteur intégrant cherché étant - Dans ces conditions,

L
P(p)
divef =P () Ash = 05

2
donc le paramétre A doit étre une solution de I’équation (178), et au

paramétre px on pourra substituer v tel que

B=Tu=P(m)%, W=t

On obtient ainsi pour u la nouvelle condition

A,:-_ ; ; ..\ -———-A(u.) =0,
83 ?'P’ _dlogP
(183) 3@ T A
A‘p . ) .
A,(“) > i i seul, ce qui déterminera ensuite

. K
la fonction P; on voit que dans ce cas 5 est constant le long des

fz

lignes = const., c'est-a-dire des lignes de front du réseau isotherme
dirigeant; on trouvait d'ailleurs aussitdt cette propriété caractéristique en
partant de la formule (153) réduite a
: K 1
=— _—f—-3Vlo
f=— 71— oViog

el exprimant

(184) div,f =__r><v7-2 =o.

La formule (153) donne aussi la condition pour'jqu’un réseau soit
seulement préisotherme

K I
(‘85) fx< V.F = g x Vj'.—z .

Sur les surfaces développables, en particulier, tout réseau isotherme
est aussi préisotherme.

W . z
J3. Sommers Er cERCLES GEopEsiques. — Une ligne présente un

TKSE DELERS 7
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sommel géodésique en un point quand la courbure géodésique y est
extrema; dans un résean angulaire donné, considérons un faisceau géné-
rateur t :

t_ eV%0q,. s —fxt.
‘(LI: SV xt=V3t . fxqfxt_ (Vo—gf) 2t

¥
Il est bon de rappcler, ce qui permet des interprétations géométriques,
que \
Vi—gl=V.f gxVof=s:(f—1)=svo.

le noyau dérivé relatif ¥, f intervenant souvent dans les calculs.
Un sommet d'une ligne t étant caractérisé par

(186) (Vof—gfixt’ -Vefit— o,

il y a, en chaque point de la surface, deux lignes d’un réscan angulaire
présentant un sommet. On peut, comme on I'a fait pour les inflexions,
chercher les lignes de faite (licux des sommets) des faisceaus généra-
teurs, et le faisceau faitier qu’clles déterminent: il suffit pour cela de
différentier I'équation (186) en gardant 4, constant, et d'éliminer t entre
cetle équation et celle ainsi obtenue

VVufjidmt +» Vo,f;&lf X dm = o,
(187) :lV‘.T,,,f—(J VV..,f)f), dmj gt2=o.

€omme on a i former le résultant de deux équations du second degré,
il peut du reste se présenter des cas singuliers si I'une des équations a
une racine double, ou chacunc.

Un cercle géodésique ayant un sommet en chacun de ses points satis-
fera dans un réscau a 'équation

(188) (V. f—ghHd(dm) =o.
dof < dm = [dm.dy,gl.= o.

qui est celle des lignes le long desquelles la différentielle relative de g
est dans la direction du déplacement. (Vest cette équation (188) qui
pouvait remplacer la seconde équation du systéme (161) relatif aus
réseaun a géodésiques.

En partant de 'équation des cercles géodésiques sous la forme

I'—gpdst=0 (&0 constante),
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el v joignant I'équation des réseaux angulaires
I'— (£ < dm) ds? = o,

on trouve quc les réseaux a cercles géodésiques sont caractérisés par le
systéme

£:— ze) 2 (dm) = o
(189) j (FE—xietx ,

| (Vof—gf)y 3(dm)’ =o.

de deux ¢quations du second degré, dont I'une contient une constante
arbitraire.

Nous ne discaterons pas davantage ce systéme, qui peut mener en
particulier i des réseaux circulaires ou bicirculaires, ni les propriétés
qu'apporte & ces réseaux la condition d’isothermie. Nous n’étudierons
pas davantage les réseaux a coniques géodésiques, ni ceux relatifs
aux ds? de Liouville, et nous nous bornerons & un dernier cas assez
général, qui se raméne au pr('cédent.

36, Reéskviy ancurates vircients ('), Nous appellerons ainsi les
réseaux pour lesquels les courbures géodésiques de deux faisceaux géné-
rateurs sont liées par unc relation identique, et qui satisfont donc 4 la
condition
(190) (Vo Veanle= gnge— gugn=o.

D'apreés

vff = &, v_l.’| ““agv"z ' g‘.
1 )
PAVAES S0 X SO VIR 28 #% €

’.. %

St —1) =g x VA —f"t=—g. V51~ &1 Ve, | ﬁ-ﬁb/\*“:& '

ona g@/
o u-_,,:_l. 2, *.__ '=l "N Ny \

[Ver-Seele= 515/ (0= 1) ] = Sv/ v {gﬁ (/’

ALK
. "
Paur les réseaux déficients

(190') iv/-velo= (v (E—2)].=o

le faisccau inllexionnel est donc aussi le faisceau a f2 permanent du
réscau, et par suite f” dépend seulement de Pinclinaison ®; ceci est

(') Cf. a propos dc ces réscaun G. DEMARTRES, Sur certaines familles de courbes
orthogonales et isothermes ( Trav. et Mém. de U'Un. de Lille, 1go1), et pour le cas
du plan E. Cesaro (N. G.).
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bien d’accord avec le fait que
Vof=a,Vg —a:, Vg,

est alors une dyade et que par suite la grandeur du vecteur £ doit étre
fonction seulement de son inclinaison dans le repére mobile (§ 17).

Les réscaux déficients comprennent comme cas particuliers les
réseaux a f? constant et les réscaux géodésiques. La condition pour
qu'un réseau déficient soit seulement prégéodésique serait

(191) gf:V.f=o.

Dans ce cas, Vf serait également une dyade, et les géodésiques du
réseau cn seraient les lignes a f° permanent.

Mais, dans le cas général, le faisceau inflexionnel, qui est parasite
dans le réseau déficient, est formé de cercles géodésiques (*); en effet,

on a alors
Vof=cV/’,

¢ étant un vecteur arbitraire; le faisceau inflexionnel a pour équation

V/'x dm =o.
Par suite, ’équation
Voli(dm) = o

qui donnerait les cercles d’un réseau est bien satisfaite pour les lignes
inflexionnelles.

57. R¢SEAUX ANGULAIRES INCIDENTS. — A c6té des réseaux qui jouissent
simultanément de plusieurs des propriétés précédemment établies, et
(ue nous ne pouvons tous passer en revue, nous allons revenir a la con-
dition d’assemblage des réscaux incidents, c'esta-dire qui ont en
commun un méme faisceau de courbes, générateur pour un des réseaux
de I'assemblage, que nous dirons réscau de base de celui-ci, et parasite
pour les autres.

Nous avons établi, au paragraphe 49, que le faisceau a ¢ permanent
entre deux réseaux incidents

Voxdm =0
doit appartenir a ceux-ci; en joignant a cette équation celle d’un des

réseaux
I'—(f < dm)dst=o,

(') G. Demartres (loc. cit.) n’a mis en évidence les cercles que pour les réseaux
déficients isothermes.
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on forme le systéme a satisfaire, d’ou la condition d’assemblage en ¢;
on peut en effet substituer au systéme précédent

| Ve > dm = o,
!

(192) (Vig—o Vs )2 (dm)=Viy2(dm) =o.

La condition générale d’assemblage est
(193) Vo (Vs = u[ﬁ'.?-(ﬁ)d,:o.

Si I'on porte les vecteurs unitairest et q suivant — J Vo et Vo, cette
condition exprime naturellement (t étant tangent aux lignes du faisceau

commun)
—divyq = rotuyt =0,

¢’est-a-dive la permanence de ¢ par rapport au repére considéré.
[l existe une condition d’assemblage plus restrictive

(19%) SV2ox IV =o.

Il y a avantage, pour interpréter ces conditions, i mettre en évidence
les front et guide £y et gy du réseau de base de I'assemblage

fy=t V)  y=(an.t)

La condition (192) s’écrit

JVe x Vig '
Y SV _f)\xIVe=o.
(S )=

(192") VWx IV =[Vo.VY|=0;
donc ¢ est une fonction arbitraire de ¢, ce que nous savions.
La condition (193) donne aprés quelques réductions

(193") . Vox(f 9V =o.

Considérons en chaque point le vecteur

Jd“an

'

a,=¢
symétrique de a, par rapport au vecteur t du faisceau commun ; alors
f’ = f 2 V'.'IJ

aussi le réseau a|, symétrique du réseau initial et incident a celui-ci, a
pour faisceau de front le faisceau commun, et par suite a pour réseau
dirigé le réseau de base de I'assemblage. On est alors ramené a I'étude
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des réseaux incidents a leur réseau dirigé, les lignes de front du réseau

dirigeant constituant le faisceau commun; avec les méthodes déja
employces, cela conduit au systéme

| g x<dm=o,

(194) | (V;g +1)%(dm)? =0,

qu’on peut aussi écrire

{ g xdm=o,
P (Vo —gf)idm. T dm = o,

d’ou la condition générale
(195) fx(i—-f):o.

Dans un tel assemblage de réseaux incidents, assemblage dit singu-
lier, on a, a partir du réseau de base,

txVe=fx(f—1f)=o0,
donc
[V.¥uli=0. 3 =F(u), fonction arbitraire de y.

L’assemblage singulier de réseaux incidents est done, pour les lignes
de front @,,= o0, I'analogue de I'assemblage par réseaux directement
associés pour les directrices w,»= o. Tout facteur intégrant de I'équa-
tion @, =0 donne un réseau incident singulier au réseaun initial; dans
le cas ot celui-¢i est isotherme, w,, ¢st dailleurs une dillérentielle
exacte.

La condition plus restrictive

t196) tx<§(V.g +f2)=o0
donne
\ v/i=lKg,
(196') ' X ] )
‘f:f«—i.—,g. 3K 4f/t=0.

Les lignes de front du réseau sont alors les lignes a f* permanent de
ce réseau et les lignes a courbure totale constante de la surface.

38. LEs TransrorMaTIONS INFINTTESIMALES (). — Certains des problemes
précédemment traités peuvent étre considérés du point de vue des

(') Voir sur ce sujet, G. Bouriganp (G. V.).
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transformations infinitésimales effectuées sur la surface. Pour une telle

transformation définie dans I'espace

m =u,
Gdm = dom = du = Vu X dm.

En nous bornant anx vecteurs v superficicls, nous pourrons encore
poser, pour un champ de tels vecteurs v et des déplacements superficiels,

vm — V. Gdm = d.%m =d;v -V, v dm.

On aura en particulier
(1) \ G(clm)iz 2V, v3(dm) = 2§V, v3(dm)e,
v I $ldm.dym).  [/ym.d.m] | Vv = [d,m.dsm], div,v.

Il v aura souvent avantage i considérer, en méme temps que le champ v
et la transformation infinitesimale attachée, le champ défini par les vec-
teurs w=cJ v, et 'on aura des cas particuliers intéressants quand ces
vecteurs pourront étre fronts ou guides de réseaun angulaires :

rotf =—div,g=—h.

Comme champs remarquables, on pourra considérer ceux pour les-
quels

(198) { rov=0. AV.v =0, V= Vo
! {champ de gradients).
H < ~ O, = 0. = JaV"
(199) ( divevy -0 ‘ ll\-\v 0 Vi
| (transformation & conservant les surfaces).
(»00) i DVev= 0. VivxKViv=1y"U,

| (transformation & conforme).
et enfin ceux satisfaisant simultanément aux derniéres conditions, ou

(»01) SViv=o0 (transformation & con<ervant les longueurs).

Cette relation (201) exprime les conditions de Killing pour qu’une sar-
face admette un groupe de déplacements a un paramdtre (1). On peut
poser dans ce cas

I
(v0m) Vev=ad. o= " rot,v,

i

(') Cf. D.-). Struik (M., D).
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d’ou, en appliquant la condition d’intégrabilité (98),

(203) Viv=—Kw =—Va,
2
AL . A(a) —oa
v——'T" ve= KZ’ v =va.
Mais
div,v = rot,w = o.
(204) [Ve.VK]; = o, K = K(a) ou o = «(K).
Posons

(205) div,w =1, V.~.W=A,B=A.|§=—2a,

relation a laquelle doit satisfaire K;'il s’ensuit que A(az) comme 3
sont fonctions de a seul, ou .\(l&) et A K fonctions de K. Le réscau

angulaire défini par le champ v est donc a la fois géodésique et iso-
therme, son faiscean de lignes paralléles étant celui des lignes

K = const. (2 = const., ¢*= const.);

on a du reste pour ce réseau

_wxV,v_ aK? _aK
f= T = mv. g—A(a) Q—VG(E),
1 1
A,v=—Kv, Aw=—Kw

On voit aussitdt que le ds* de la surface est de révolution et peut se
ramener aux formes

(206) dst = dud +— A3 da? = A} (da?+ d33),

%ay (a2, A, étant des fonctions de a (ou ¢, ou K).

Pour une surface a ds> de révolution, on peut encore dire que le
champ v est un champ de moments, ou mieux un champ de vitesses
(pour le déplacement superficiel défini par ®); considérons en cffet
tous les vecteurs unitaires a| issus d'un point de la surface; i chacun
d’eux correspond un front f'. Or des ¢quations

(207) a,xV(vxa)=aPiV.v—(fxa))(vxay)=o.
(208) f > a),=o,
(209) vevial|2= SV,v;-;a’,?=o,
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1 une quelconque est conséquence des deux autres; une propriété carac-
téristique des /s’ étudiés est que, lelong des geodésiques (£ ><a) = o),
la projection du vecteur v sur la tangente ala géodésique est constante,
soil avec nos notations

(2075") V X &} = ¢ cosp = const.

C'est I'intégrale premicre bien connue des géodésiques des ds* de révo-
lution, avec son interprétation mécanique, et ceci précise en méme
temps la signification de ¢.

— O s



CHAPITRE III.

GEOMETRIE DIFFERENTIELLE CONFORME DES COURBES ET SURFACES.

I. — L’espace conforme et le déplacement du repére mobile.

59. Nous avons, au Chapitre 1 (V, §9), introduit les sphéres et les
plans de I'espace cuclidien (nous nous bornons ici au cas de n =3
dimensions) comme produits intérieurs (avec le symbole ><) de points
el vecteurs de cel espace, ou sommes de lels produits. On peut con-
sidérer ces éléments comme ceux d’un nouvel espace lin¢aire G, a
n—+2 =7 unités de base, qui, soumis aux opérations du groupe con-
forme G, s'échangent entre cux comme les ¢léments primitifs d’un
espace projectif E, soumis aux opérations d'un sous-groupe G,y précé-
demment considéré (IV, § 6), conservant le produit intéricur relatif a
une hyperquadrique fondamentale ou absolu.

Nous admecttons dans C, l'identification symbolique des éléments
contrevariants ¢l covariants et rappelons d'abord les dénominations
usuelles attachies a ces éléments ct leurs principales combinaisons (! ),
les produit et carré intérieurs dans C, élant veprésentés, entre éléments
primitifs, par A |B et A’.

(co)=point............ ... A;[ABCD] «phére (y compris point ct plan)
» de I'absolu..... AZ=o » -poinl (ou point)
un (co)-point particularisé
de I'absolu........... . point a l'infini
(co)-points conjugués..... A|B =0 sphéres orthogonales
(co) point conjuguéde E,. A |E;=o plan
(co)-droite.........iutnn. [AB], [ABC] cercle(faisceau ou réseau de sphi-res)

Le passage aux coordonnces (pentasphériques) peut se faire, avee le
produit intérieur et par 'intermédiaire des grandeurs géométriques, de

\

(') Cf. E. MuLLER, Die Kugelgeometrie nach den Principien der (irassmann'schen
Ausdehnungslehre (Monatsh. f. Math. u. Phys., II1, 1V, 18(2, 18q3).
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la fagon qui suit ('). Pour deux sphéres générales

A=aa'x a’=a(ar—ReuX), B=pb xb =p(bX—R2u¥),

e P T E—— —>2 —>2 —>2

(»10) A'B=— a,p (a’b’ X a'b'+a'b"x a"b') =— -'; ol (ab"— R*bu"-—R”au"),
[}

(r107) A'B=—_oj(dt—R—R?. At=a«tRe

x

L’équation de la sphire A est obtenu avec le point variable X =x
—_ = > —2
AX=aa'xx<a"x — a(axx - Rz) =0,

Parmi les formes du second ordre, celles qui sont s) mélriqucs'rcpré—
scntent les cyelides et définissent des transformations polaires par
rapport a ces surfaces; les produits extérienrs du second ordre corres-
pondent aux cercles, et les transformations alternées qu’ils définissent
échangent une sphére passant par le cercle considéré en uunc sphére
orthogonale du méme faiscean, ct. pour une sphére quelconque, annulent
la composante orthogonale au cercle considéré.

Pour donner quelques notions des configurations de cercles et des
velations angulaires entre sphéres et cercles. il sera nécessaire de pré-
ciser quelques notations. dans le but d'établir un accord avee celles
qu'on emploie généralement pour les relations d'incidence (?).

Soient deux sphéres A et B qu'on peat prendre unitaires

Az=Bi=1.
on a alors pour leur angle
(»11) cosw = A | B, sin2m = A2B2— (A |B).
Or, entre formes extéricures, on emploie des notations du type
[AB]L1C= (A C)B—(B C)A,

[AB]1|CD]=(A!C)(B,D)—(A D)(B,0)=

A|C A;n|
BIC B|D

les liaisons commengant i s'effectuer i gauche; on peut done écrire

(»11) sin?w —[AB]j’,[AB].

(') Fai cmployé cette méthode pour les cercles du plan : P, C. DeLens, L'knseigne-
ment mathématique, t. XXIIT, 1923.

(*) Cf. ¥. MuLLER (Joc. cit.). — J.-L. CooLngk (C S.). — K. VEssior, Jowr. de Math.,
LI, 1923, — \, Demounty, Bull. de I'Ac. de Belgique, 7 série. t. VIII, 1922,
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Pour un cercle défini comme faisceau de sphéres, il faut distinguer
les notations

—
(219) A,=[AA'], A=2A'A=A'A—AA"
Soit un second cercle
- —
@=[BB'], ®B=+BB=BB—BB.

Nous aurons alors les notations concordantes

A ’
Qo | B = -:';c‘t'_m A'“; :“; I
(213) ' ' ' t

Ayl Qo=— §c13= AZA2 (A A
2 J
de sorte qu’un cercle sera dit unitaire quand on aura
1! at=.
)

Il sera alors commode dc le déterminer par deux sphéres unitaires et
orthogonales A et A, ce que nous supposcrons dans la suite de ce
paragraphe pour (U ¢t @.

L’angle d'une sphcre unitaire C et d'un cercle €1 sera alors donné par
1h) \ cos'V _ (A, 1C)2=(|C)t=:(A|C)A'—(A'|C)A ;2
2149 ¢ !

cos?V—(A[C)* (A'|C) = costo—+ costy’

‘On a appelé angle de deux cercles (MM. Keenigs et von Weber)
I'angle ¥ donné par

]
(215) cosV¥' = (o] @¥g— - '-'-cl '@ - (A B)(A''B')— (A|B')(A'|B).
) 2

M. Vessiot a introduit un angle Y',, inclinaison relative de deux
cercles, par la relation
(216) 2 —sintW,_ (@ |B)2= (A |B')2=(A|B)*- (A''B)* —(A|B)--(A'|B):.

De méme on a défini I'écart angulaire E de deuy cercles par
(217) E* = sin? W, — sin?W = [ o3y ] 1 [€LoRBo].

4
Enfin, il y a en géndral deax cercles perpendiculaires communs a

deux cercles donnés; dans le cas ou 'on suppose entre les sphéres A, A,
B, B' lcs relations

(>18) A[B=A'|B=o,
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ces cercles sont [AB] et [A'B'|; dans ce cas aussi, on a les simplifications

suivantes :
cos ¥ =cos w . cos W,

(218') sin? W, = sin?w + sin?w’,

Et=sin?w . sin?w’,

60. Pour exprimer simplement des propriétés relatives a des cercles
et sphéres, il est commode, a ¢oté de deux cercles €U et (3 et de leurs
produits LB et B (abréviations pour A ! et 3’ A), d'introduire
leur combinant

= (cl tB).

&, correspondant 2 & comme (Y, et (B, a €L et (3 (cette notation sera
générale)

~ls @B A'B —(A'|B) AB — (A|B) A'B —(A'|B) AB,
&= (A!B)[A'B'|+ (A" |B)[AB]—(A'B’)[A'B] — (A" |B) | AB'].

& (ou &) représente donc la somme ou systéme des deux cercles €
ct €' perpendiculaires communs a €U et (3, comme on lc voit aussitot
avec les conditions (218), donnant

Ey=cosw|[A'B'] —cosw'[AB] = cosw.C) -+ cosw'.Cy,
& =cosw.C'—cosw’.C,

On vérifie alors les formules suivantes :

s [606¢] = 2 cosw.cosn'[ABA'B'] =—2 cusw.cosw'[AA'BB’]

(219) =—2cos¥[AA'BB'],
2 [6060] = —9 (ao l U?'o) [c‘to(Bo],
cl=ci=_, ce=¢€e=o,
(220)  8y18&y=— %5%= Q] Bt —(AB)L = costw + costw’ = —sint W,
9 2
(221) sintw = } leda?— (alm)' ),
‘ 6@ L B0)? BV = [6060] L [6060].
(222)

| i )<am) +aiadt(ale)’
ou diverses formes équivalentes. On peut y joindre la formule

(223) 4 f(2—sin W2 — fcos?W | = (6—2-)2 — clgtﬁg (c‘(? 0'5)%= 4 (sint ¥ — 4 E¥),
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Les conditions traduisant cettaines positions relatives de deux
cercles €L et (3 seront par suite

[€L,3e] =0, cercles bisécants
ou cosphériques, tandis que
[€L&e] = o, [BydBg] =0
expriment que €L, et (3, sont des cercles.

(222") Ly =[] L[LoBy] =0.  cercles sécants,
5 13

la sphé¢re orthogonale étant une sphére-point,
E*=o, sin?V¥" = o, cercles tangents,

2
(217) Q| @ =o0. cercles en involution

ou orthogonaux, tandis que

A==o

exprime que €L est un cercle-point, commun a un faisceau de sphéres
tangenles,

(224) A = BA = (cla'.'b) =o0. cercles en biinvolution

ou conjugucs.

V0 e2)? a2 )t .

1 (6-) —aEdF(al @) | =o. cerclesparactactiques

(223) sintW,— jlit=

oun isogonaux; la condition d’involution peut étre considérée comme
exprimant une double parataxic.

61. Revenons aux systémes de sphéres de l'espace conforme; en
partant d’un repére eaclidien normal eqe,e;e3, on pourra prendre
comme unités de hase de (i,

»
Eo=0§, E;=»e,X e, E|=“eoY ©,, EJ"-—-“)O()XO;;,
9

Ev.=—':e%= ve%:‘—_---)eff
satisfaisant aux conditions
E%: §=E§=E(,]E,‘=I,
Ei=E;=E, E=E,|E=E|E,=0 (ij=1,23).

. Une orientation étant en outre fixée, 'cnsemble de ces éléments
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constituera un l'ep'ére fixe pour espace conforme C; et les aulres repéres
que nous atiliserons se déduiront de celui-ci par une transformation
conforme de G, (transformation directe); on peut du reste passer d’'un
tel repére & une base normale en substituant aux points E, et E; deux
spheres orthogonales et unitaires de leur faisceau; avee

E = —"G E‘=E.i_'_.6, F3=G3=|’ F|G=o,

on aurait
|EE,] — /[FG].

Rapporté au repére précédent, I'absolu a pour noyau
CT=U=Ei+Ej+Ej+ -)E.»\E‘.
Le déplacement d’un repére mobile A, A A;A;A, dépendant de
10 paramétres peut s’étudier comme au Chapitre 1T (*); A étant une
sphére invariablement liée an repére mobile, E son homologue dans le

repére five
A=4gE, dA=dj.q-1A=NA,

¢ ¢élant une transformation du groupe G., J¢ unc transformation
infinitésimale de ce groupe; mettons en évidence les symboles des
transformations inlinitésimales de G, dans le repere mobile (cercles), du

ype
(225) QAu=QAQ,=A,A)—AA,=—Q,, (p,qg=0.1,2.3,4).

Les formules de structure du groupe G,

(c\acl{,) _2 €33+l

~
lf

conticnnent les coefficients c,g, déterminés par
(Qwey) = (Auan) =y (k=10 3) ki),
(s a,,) = (a,o ao,) = (cl,-,cu ,) = (a,,..a,,-) =<ct.,..a,,) =o,
(226) <0.0, Ay Qaiy

)=
(aok dot) (c’(M C11,> = ;.

() =(au a,,.‘) =y

’

(') Le Mémowe fondamental de M. E. Cartan sur ce sujet est inlitulé : Les Espaces
a connexion conforme ( Annales de la Soc. Pol. de Math., 1423).
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Aussi, si 'on pose
HY

, \
(227) I = wee Ay, +Z o».,;cl,;+z m,ocloi+z w;,; A, :E we (g,
. { 3 i L.

on aura, avece les notations déja employées,

10
8L, = 8y Iy — iy I =2 Wy Ay,
(228) ‘ !

&b b
' (365216,,) =Z [waws] (c‘laclg) =Z ([wzmg]z c,g.rc’l.,).,
\ 1 1 1
(229) 2= 8864 — dotg= e, + » (H33q),
(230) (dA) = (9¢'— (aeaac,,) )A =XA =o,
10
@) =N 0a,= - (ae; ae.;) =R+ (ae;ae.,) =o,
1

formules qui groupent les équations de structure de 1'espace conforme,
mais qu'on ne peut détailler sous la méme forme que celles de I'espace
euclidien. Les <ymboles de transformations infinitésimales figurant
dans JC sont ceun de rotations conformes autour de cercles ou réels, ou

imaginaires, ou évanouissants; M. Cartan a appelé les secondes des
homothéties conformes (a deux centres), les dernicres des élations (a
un centre). Si 'on groupe des.élations »; €Ly, de centre a4 ¢t w,, @, de

centre a; cn
Q Ql
Wil + Y Wi Qg =6
2‘ 0f Ll Z io “Lod
' [

et aussi I'hnomothétie w,, €Ly, de centres ay ct &, avec les rotations w;; €L j;

wyo oy + 2 (o7 C“.I, =Q,
Yy
(231) =6+0Q,

on a aussitot -

o5 ac°=5'_-)356$=5;,+9.36ci;,-_o,

acn=a'+§5‘s‘_zgscxg—gaag=a;,,+§c1c1;+3ss§=9.

Cette décomposition ne met en évidence que le faisceau [A,A ] et le
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réseau orthogonal; si on la poursuit, de maniére non absolue, avee

2 W Ay = &, E 0,9 oy = &,
i

i
o100 Aoy = s, 2 w, &= R,
on aura en particulier Y
8w +2 f &,3C0, g +-).$6.(R; =q,
&, +7.360-’JCN;+-»,360‘R$=0,
(233) ¢
] Koo+ 'AIJ%ﬂ‘o&;g =0,
R, +').A3e:os‘g+§ma§ =o,
en posant de manicre symbolique
2 3 8,8, g =3 [wowl (ao;clu) ,

27 3 6,84 ; =2‘ [wigg; — wjowe;] (aota/c)-
i .

c’est-a-dire les formules établies par M. Cartan

Qo = wyi — [woowoi] '—2 [0y 007] = 0,
/
Do = wiy + [weowie] — X, [w0j0] =0}
(233") ‘ !
B U
Quo = wyo— 3, [Waio] =0,
i

Q= w’u—-[w,o Wy — 00 0.)0,]—-2 [b)u,w[;/]= o.
k

Les formules que nous utiliserons dans la suite, analogues a (50),

seront principalement
[ aU=d,U : U,

(34) dY = do + (zvey),

do =dus,
U, Y, 9 étant des sphére, homographie, scalaire, a coefficients généra-
lement variables par rapport au repére mobile; la formule de compo-

sition des déplacements (conformes) s’établirait aussi comme au para-

TI.SE DELENS “
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graphe 20. On vérifie aussitot

de = dU = (ac~u) =0.

II. -- Déplacement & un paramétre. Courbes de l'espace conforme.

62. Nous particulariserons le repére mobile, suivant la méthode et les
indications de M. Cartan, jusqu’a ce qu’il ne dépende plus que du dépla-
cement de son origine, et soit dans la relation la plus simple avec la
courbe décrite par cette origine. Lesformules relatives a ce déplacement,
comme les invariants qui s’y rattachent, ont du reste été obtenues de dif-
férentes facons par plusieurs auteurs (').

En partant des formules générales

dA, - wghAy Ay — oA+ g3 Ay

dA = 0 0A, . oA, -0;3A3— 0 Ay
(235) dA,= 0, A,— v A, . 03 Ay— w2 Ay

dA;= 0 Ay— 03 A — o A, . —we Ay

dA,= . — 0 A —0nA,—ozA;— oA,

et des formules de structure correspondantes, la premiére particularisa-
tion (tangente) consiste a prendre les sphéres A, et Ay tangentes au
déplacement da,—= dm

A, : IlAn = W= 0. A:| ! (,Ao = Wy = 0.
d’ou

0, =—[wpwy]=o0. Q3 =—[ w309, ] = 0.

La particularisation fondamentale, fixant la connexion induite, est
atteinte en prenant pour cercle osculateur le cercle [A A, A, ]

A,|d'Ay——dA,|dAy = vy 02 =0,
Aq|dPAyv=—dA3 | dAy = oy 0= 0.

Le point A, étant mobile, il faut prendre

m) — 3= 0.

(1) Cf. H. LinBuANN, Beitrage sur Inversionsgeometrie der Kurven (Munchener
Berichte, 1023; Heidelberzer Berichte. 1923), et plusieurs Mémoires de T. Tinast,
en particulier: (Jeber Inversionsincarianten ( Tokohu Math. J.. 26, 1920), ¢t Natural
equations of Curves ( Tokohu Math. J., 25, 1425). qui contient une bibliographie com
plete.

Nous n'avons pu uliliser un Mémoire de E. Vessior, Journal de U'Ecole Polytech
nique, 2* série, 25° cahier, 1926, récemment paru.
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dou
Q= [wypwy] =0, R3=[wwy]=o0.

Continuons & particulariser le repére en choisissant pour A, la sphére
osculatrice 8, particularisation osculatrice, et posons A, =R

S dBA=—dS|d?Ay= v}, (.030=’0;
donc
39 = 0. Qyy=—[wzom39] = 0.

Une homothétie conforme de centres aq et a,
P= .‘l‘Ao
permet de faire la particularisation simple (')

(236) Wap—- Gl = O,

Qy—Qy =— "[("00 vy ]=o,

terminée par la particularisation naturelle, due a une élation de centre
m = a, el définissant la sphére normale naturelle Q et le pole naturel V
(Yorigine du repére étant en général A, ou a,, nous appelons péle du
repére A, ou a,)

Q=A,+yP, V=A—yA — {-‘P,

de sorte que .
dP l V= Wog = O,
Qg =[wjpwy | =o.

Si l'on pose alors

(237) g = dp, = cdp, vy =t dp,

p étant le paramétre naturel, ou arc conforme, on a les formules défini-

tives suivantes (dans lesquelles nous avons modifi¢ légérement I'ordre
des éléments) :

dP = . dpQ .
dQ = cdpP . —dpV
(238) dv = . —cdpQ . + dpR
dR =—dpP . . . r—tdp8
| dS = . . . —tdpR

(') Une particularisation semi simple wy, = gy, € €tanl un coeflicient constant,
amenerait peu de modifications dans les formules; le choix g;= —1 semblc donner le
maximum de symétrie i celles ci.
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Les invariants ¢ et ¢ s’appelleront courbure et torsion conformes; ce
dernier, proportionnel a ce qu’on appelle la torsion sphérique en m,
n’intervient pas dans les formules relatives a la connexion de la ligne

dgP = . - dPQ
(239) ¢ deQ =cdpP . —dpV
deV= . —rdpQ .

Cette connexion s’obtient, comme on sait, par projection conforme
des points de la courbe voisins de m sur le cercle osculateur en ce point,
les projetantes étant des sphéres orthogonales a ce cercle; a la courbe
donnée correspond ainsi son image circulaire. De méme, en négligeant
dans les formules (238) les termes ¢n 8 et '8, on obtient

P = . dpQ . .

5cQ - (pP . —d .
(239") \cq cop “»v

6V = . —('(II)Q . —dpR

ocR - —dpP . . .

formules relatives a la projection de la courbe sur sa sphére osculatrice 8,
et qui font correspondre ala ¢ourbe donnée son image sphérique. Dans
le premier cas, la correspondance est réalisée, sur la surface cerclée des
cercles osculateurs, par les trajectoires orthogonales de ceux-ci; dans le
second cas, par les trajectoires orthogonales de la sphére osculatrice
issucs des points de la courbe.

63. Nous aurons les expressions précises du paramétre p et des inva-
riants ¢ et ¢t en partant d'un repére (conforme) de Serret-Irenet et
Pamenant, par des modifications successives, en coincidence avec celui
obtenu précédemment. Soit initialement

12
A, =mX, A =»>»m xt, A.=9m X p. A;=2m x b, A, =E;,

d’ou par différentiation

dA,= . dsA, . . .
dA, = . . %‘A, . —dsA,
dA,= . — ‘—:'EAl .o+ 4; A; .
dA;= . .- %‘ A. . .

dAg: 0
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L’élation
—— 1 _ 1 1
(240) Ay=A,+ ;Ao, A= A‘—;A’—;?’.Au
raméne a la particularisation fondamentale, avec
dAy =— -’-’i,A.. . . . —dsAy
22
dK,:d(l)Ao . . —-i-’—lfA;
? T
(lA' = :if Ao . - ?I’
__ ds 1\— ds
dAt= . )—F'A|—(1(;)A1——9—1Aa
La rotation
%R: cos?.A,— sin{.Ay,
(41) — —
S =—sin{.A,+cos{.A,
avec
Y Be=—sint.d( ! ds _
(241") _ ®3=—sin{. (;)+cost; =o0
donne
|4
tangl = — ——
St . ip ’
ds

a

Bp=dR|A,= 'cos’;.d(;) +sintg-:

et conduit a la particularisation osculatrice; sin % et cos{ ne sont déter-
minés qu'au signe prés. Nous prendrons

‘ s =— g siny, -.ﬁ = g cos{,

] i ls

(242) ) ds dp\?
" 6 =—gsing 1(—,;00:’;. o?="g" (-m) ’

. 'q> . . .
¢ étant la mesure algébrique du vecteur ms, joignant le point m au
centre de la sphére osculatrice S, suivant 'axe faisant avec b un des
angles ¢ déterminés par tang . Alors

T';goz— ;—%ds,
dn=_%.,‘i:..go : : +(d:+‘%’)s
dA,= (—l{'Al -+ g—d—‘R
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L’homothétie
(243) P =qA,, = -Iu
(?43’) ! t?.)nl =q ds, Fjﬂ): -qlmgg
avec la particularisation simple
(')36) a)go ?OM =0
entraine
(24) g'= o

dP = 5‘.’(!1 P - g dsA,
Enfin l’élation
d o dg dg?
(245) Q A‘+q’31 P, V=As—'q—=—(§A|—-,—qz7;iP,
(246) dp = q ds,
_ . dg _af= g dg® )
Q=A, (TI;A.,. V—-—a(A.—(Tplh—ad——’;Ao

donne les formules (238) de la particularisation naturelle, avec

dp’ = i ds’,

x

bt . dg\® v dy ((Iq
ohm) & (73 1 P dp 1
(247) o= ap’

')-q‘ g > ¢ T opigt

(=1 dc 1\ _ df X,
g\ds =) dp =q

’ (
On trouve immédiatement pour l'invariant ¢ =%‘;—d§)—;
¢ da # [da\’
o = & = [(==).
(»18) ’_qo'.':l;.' "*c't(rlp)

On peut du reste choisir £ pour que s et = soient de méme signe, mais
cette convention n'est sans doute pas nécessaire. Quant a l'invariant c,
qui ne dépend que de o2, de ¢* et de ses dérivées (ct non de la détermi-
nation choisie pour g), nous reviendrons sur son expression.

Toutes ce~ formules sont valables pour les courbes sphériques (oun
planes) ¢ = o, mais pour les courbes planes

I s s s
- = 0. I"l|l"t:0. - = =~ Cco =
T ) T ds ¢ ds’
dz da ds
qn —_ + ’ll,» = _L i )
e ds’ &

et I'expression de 'invariant ¢ se simplifie.
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La particularisation simple a écarté le cas des cercles, pour lesquels
wae=0; nous exclurons en général, avec les courbes minima eucli-
diennes, les courbes minima conformes, correspondant a

(dP)2 = dp®=o.

64. Une courbe est définie, a un déplacement conforme prés, par son
équation différentielle naturelle, déduite de

P = . Q . .

P = cP . . . -V
(»38') ( P"= P +2cQ —R . .

Pr=(c"+2c2+1)P +3c'Q . —t8—2cV

P'= ("4 7¢¢')P — (4" + 4c2+1)Q + (12—2¢)R— 'S —5c'V
les accents indiquant des dérivées par rapport & p, par élimination
deQ,R,S,V
(249) (P — 1P (L'—2et)P"—(5c't—2cl')P”

— (4"t =3 -2eB - OP' — ("t —0"U - B—U)P =0,
équation qui se réduit a
(»19") Pr—2cP — 3P —("+1)P =0
(obtenue en annulant le coefficient de ¢’ dans 1’équation générale) pour

les courbes sphériques.
On peut aussi tirer

Q=P. V=cP—P", R=cP+2P'—P",

S=-{(¢"+1)P +3¢ P+ 2cP"—Pr!

~ -

et former I'équation adjointe relative a la sphére osculatrice 8, ou'celles
auxquelles satisfont Q, V, R (*).

Pour les courbes les plus simples, a courbure et torsion constantes,
les sphéres P, Q, R, 8, V satisfont 2 une méme équation a coefficients
constants

(250) XY+ (1g—2c0t0) X" —(2¢0t3+1)X'=0  (t#0),
(250") Xr—20X"—X =0 (ty=0),

aussi ces courbes sont les trajectoires de groupes a un paramétre de
déplacements conformes.

(') Un doit naturellement prendre les solutions P2=o0, Q2 -1, etc.
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Le contact et 'applicabilité conformes des courbes peuvent s’étudier
avec les formules (238) ou (238'). Deux courbes (y comprisles cercles)
peuvent étre amenées en un point i un contact du second ordre. lin
excluant ensuite les cercles, le contact s’¢lévera a 'ordre n (au moins) «i
les valeurs de ¢ et de ses n — 4 premiéres dérivées (n = 4) de ¢ et de ses
n — 5 premicres dérivées (n 2 5) sont égales au point considéré.

De méme pourl’applicabilité¢ sans déformation ; elle peut toujours étre
réalisée au second ordre pour deux courbes, au moyen d’une correspon-
dance arbitraire et est possible entre une courbe et un cercle, le cercle
osculateur de la courbe en particulier; on peut faire ainsi la représenta-
tion d'une courbe sur une autre, avee conservation du rapport anhar-
monique, par lintermédiaire des trajectoires orthogonales du cercle
osculateur [RS]. L’applicabilit¢ du troisiéme ordre est possible pour les
deux courbes et réalisée par I'égalité des dp correspondants. L'applica-
hilit¢ du quatriéme ordre suppose que ¢ soit la méme fonction de p:
celle du cinquieme ordre entraine I'égalité, quand pour les deux
courbes ¢ et ¢ sont respectivement les mémes fonctions de p.

635. Nous allons utiliser le contact du troisiéme ordre pour préciser
la position géométrique du pole naturel V attaché a chaque point P
d'une courbe. Considérons pour cela une courbe sphérique a cour-
bure ¢, constante; on sait qu'une telle courbe est une loxodromie, tra-
jectoire sous angle V, constant des cercles d’un faisceau linéaire : une
transformation linéaire permet de ramener une loxodromic i une spirale
logarithmique plane, d’¢équation polaire

r=a eeow..o,

rdb

ds = v, = p db.
Nous prendrons ;
. do _ cotV, _ VeotVy,  ysinVycosV,
=&~ ' 17 5 7 r ’
dp? = cotV, db?, dp = /cotV, db. ﬂ =— %;
dp r >
d’on
sin (’Z‘ — Vo) cos (; —_ Vo)
t P 3 4 .
(251) co=cot2Vo= SnVocosV,
Il est commode de poser
vo=cotVy,

2¢9= cotVo— tangVy= yy— Tl



— i —
Avec
$ , ar
P=g¢qm", Q=P=qm><(m—-mot),
on voit que le podle naturel V est le symétrique du point P par rapport
au pole de la spirale.

Si nous revenons a une loxodromie sphérique, une telle courbe a deux
poles réels et deux poles imaginaires associés; soient Cy, Gy, Cy, C, les
sphéres-points correspondantes : V est le second point d’intersection des
cercles |PC,C;| el [PC;C;], c'est-a-dire le conjugué harmonique
(cyclique) de P par rapport a C, et C,.

Ontrouve les expressions des points C au moyen des sphéres P,Q, R, V,
en posant

C=aP 3Q- “R V. Ci=o.
ay B, 7, 0 étant des coctficients conslants, et exprimant que ces points C

sont fixes
C=(co3—)P+(ea—ry3)Q- 8R— 3V =1)C.

d’on
at—(e3—1)yt=0. B -—ab—cd=0. F7- ¥ =o0;,
Ci= sinlz\'op__‘/m Q—ytangV, R+V,
ey O TEWESVET QT RV,
c’=-r:,vor""'\—""“‘r‘:\'uQ—\-——cut\’oR—;v,
c*=—sin-l).\op_\_"a“'r?on-I—\—cot.\l,R_g_v_

Les équations (252) mettent du reste en évidence des sphéres de I'un

. . 1
ou de l'autre des faisceaux |C,C,8] ou [C;C,8], -oit PimQ,

Q== |/cot VR, elc., que I'on retrouve aussi par I'équation différentielle

(»50") Xr— 26X — X =(X"— 7, X)'+ —(X"—1oX) = o.
o

Sil'on remarque alors que les éléments naturels Q et V d’une courbe
quelconque ne font pas intervenir la courbure ¢, on peut substituer en
chaque point a la courbe une loxodromie sphérique de courbure ¢ nulle
qui ait avec elle en ce point un contact du troisiéme ordre, donc mémes
poles de courbure C et mémes éléments naturels Q, V; cette loxodro-
mie de courbure joue pour les courbes conformes le réle du cercle oscu-
lateur pour les courbes euclidiennes ().

(') On pourrait aller jusqu’au contact du quatriéme ordre en utilisant une courbe
gauche non sphérique de courbure ¢ nule.
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Ajoutons que si ¢ =0, P|V'=o0, donc V décrit (sur la surface péri-
sphérique enveloppée par 8) une trajectoire orthogonale du cercle oscu-
lateur |[RS].

La transformation infinitésimale JC attachée a une courbe peuts’écrire

W= JdP.V-dV.P -dQ.Q -dR.R-dS.S,
(253)

w=.(pvsvre w8)-.(leq ®ER),

la dernicére forme metbtant en ¢évidence seulement deuv rotations autour
de | QQ'] et |RR'|, cercles caractéristiques des sphéres Q et R; ces deux
cercles sont en involution, tandis que le cercle osculateur [S8'] est co-
sphérique avec [RR'| (sur R), et en biinvolution avec [ QQ']. L.es notions
données aux paragraphes 59 et 60 permettraient de pousser davantage
I'étude des relations de ces cercles et de leurs déplacements.

La partie de JC velative a la connexion de la courbe est

—
N »dQ.Q.

III. — Déplacement & deux parametres. Les surfaces conformes
et leur connexion induite.

66. Nous partons d’un repére mobile général dont 'origine a,=m
décrit une surface. Une premiére particularisation (¢tangente) consiste
a prendre la sphére A, tangente a la surface

Aj|[dAg=we3=0
(25%) ) ' al 0 03 ’
Loy, —[onome  opeg]=o.
ce qui entraine

13
)3 = 0 gy — Oy tIyas ()33 == O3 (g —— Og Wo2,
et la symétric de la forme asymptotique conforme

By —— dAg3|dAy =gy Wy — 0 0F ) - 2 U3 000; Weg + 292,

ou, en posant
= (dAp)E = 0}, + wl,.

o o 1 .
oF = ;(“2"“ @)y "aswmwuz'—;(a.»—a.)(wé-_-—w?u)-

La particularisation fondamentale est atleinte en choisissant pour A,
dans le faiscean des sphéres tangentes en m a la surface, la sphére har-
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monique H qui rend 63" apolaire a &3

. - ~ s .

(255) ) o ! w=o0, T B = vay g g - & (07— 0dy), ¢
‘ Doy= ooy 4= Gy gy 033 = Gy — O g

d’ou

(23%) [y — ou03] = o,

ce qui permet d'introduire la forme symétrique principale (des lignes
de courbure) '

YE = 0g) g — e gy = Ay (0F | — ) — 20y 03y

qui est la jacobienne des formes ¢ et 6{*".
Par diflérentiation extérieure de (255'), on obtient

d LITICTY wys] =0 ([ 01 wo2] 5 0).

(» 16 ) | -9 )
g0 = Iy JaWpae

Désormais nous supposerons toujours effectuée la particularisation
fondamentale, qui définit la connexion conforme induite sur la surface,
la sphére H étant maintenant une fonction définie de la position de A,.
Cette connexion se fait par projection sur la sphére H des éléments
appartenant aux points infiniment voisins de m, les projetantes étant des
cercles orthogonaux a H. L’homographie de la projection est

€s = Ue- A -A] +AsAY
' Ry dAy  dsAy— wggAy 0y A -0 A, . =MHsAy=dA,,
, Qs dA, - dsgA, oA, . wpA,— v A=A,
Ps dAo — ds Ay = 9y Ag— 1A, . — g Ay = s A,
‘ RsdA; — WAy — . —0 A —onA,—uA;= s A,
avec

Ky — 000 Cloyg 2 (')(.,CI,, 2 ,0Cy; — 0,3y (l =1, ‘l).
i i

Dans I'espace, ces formules se complétent par
T =H’;
RUedA, =dgA = o ;H=HcA,,
P dA.= dgA, = v, H=%gA,.
P dA,=dg A, - — 0, H =HKgA,,
e dH = dgH = w30 Ay— v A, — 03 A,=gH = dH;

M= o3gCay 013 a3y,

(»57')
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On a aussi

I i 1 1 1 1 I 1
3€b=d_,A.,.A‘— (’sA;.Ao-FdsAl.A, . (IsAg.Ag,

-

(*38) 1 3¢s— dA,.A, dA,.A, -dA,.A, +dA.A, —dH.H,

>
Hg=»dH.H,

formules d’ou I'on pourrait déduire les éléments du lenseur de cour-
bure; mais nous attendrons pour cela d’avoir poursuivi la particularisa-
tion du repére en simplifiant les homographies J¢, et JCg.

67. Au point ol nous en sommes arrivés, le repére dépend de six
paramétres dont deux, w«, ct uy, relatifs au déplacement de I'origine m.
En laissant ces derniers fixes, c'est a-dire m et la sphére H, nous don-
nerons au repére des déplaceménts 6 de plus en plus restreints par les
liaisons qui seront successivement imposées. Avec

wg=e,
GA, — fan Ay . . . €y = €02 =0
aA| ('on . "‘C]:A!
CA,=rAy—e A, . .
0A,= . —epAj—enAs—epd,

oH =0 €30= €31 = €33=0

La caractéristique @ rentre donc dans les caractéristiques d; on voit

en outre que
8 dAo =d aAo = deoo.Ao"r' €90 dAo,

8dH =déH = o,

ce qui correspond du reste aux formules détaillées

Btgg = — €19 g — €3y =~ flenoy
.
Owo; = egoty; — €13 Wpg, Olgg = €gg Wy» — €13 Wy,
0y = €)Wy — €39 g+ de,g, 80 3= €)2t,3, Bwag = — €13 tgy,
Otigy =— €gp30 — CoW 13— €30z,
80) g = €10 Wy — €pa W) g - €3 Maa— €03 deyg,

00g) = €30 Wgn— CupWag— €1a M1y €19 s+ deg.
On a cn particulier
Sy = 3(dAg)2 = 2€g0ef?,
58, = b(— dH | dAa) = epod,
Ot = ean 14,
a[wol 0’02] =? eoo[woi wo:],

5[(0]30)23]’——0. N
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D’aprés
[wigwgn]=—(a} = a})[ vy we]
d(ad+al) =—a2eg(aj -+ 22).

Aussi, en écartant Ic cas de la sphére et des surfaces imaginaires pour
lesquelles a 4+ a? = o, on pourra faire la particularisation simp/e (!
q L] 3 1

(239) [mi3wey @ mea] =0, o Fal=1.
d’ou par différentiation extérieure

\ ‘)[0)00 (OTY) “’nn] =0,

| oy = T1Wo = Yatdge. €40 = O

(»60)

En formant 8y, et dy, on voit qu’on peut faire la particularisation cano-
nique

(261) 9o = O. = Y= 0,
d’ou
W= [Woy W= wp303] = 0,
(‘)62) W)g = & Wy + E3Wo2. €10=0,
g9 = E3 Wy ~ 23 €30 =0, ,

de sorte qu’apparait la nouvelle forme symétrique
hg =—dA L dA = vy )y - Vg W= £ WF |+ 28300 Wea+ Ex T4,
Avec le seul coefficient e, il reste
6A,=¢e A, tAy=—e; A,

et 'on peut faire la particularisation particuliére que nous appellerons
principale et que nous caractériserons par des indices romains ou des
chevrons

_ A A AA
(263) )3 =— gy, 0,3 = Wqa. oy = —1. o = 0,

donnant par différentiation extérieure

, [/\ A /\] [ AAA ] o
(264) Moy Wga— 2 Wt | = 0. — 2 Wy W13+ Wgatd3g | = 0,

(') Nous appellerions particularisation semi simple une particularisation ohtenue en

posant
aj + &} = af, constanle

el qui donnerait sensiblement les. mémes résultats que la précédente, sans exclure le
cas z,=0,



donc (')

(264") Qn,: G;{»\:o,—q— Gn{:\).,,, e=o0,
et par suite

(265) Y=—26y  Bu=—2Gi.

Il apparait du, reste ici la forme cubique totalement sy métrique

, A AN AN A 2 ‘a)/\
N (o“,m,o—iwo,mo,w,,~ 0y 30 = s g9— 27 3yy,

M2

qui est apolaire a la forme 837,

Sil'on remplace alors Ay, Ay, A,, A, respectivement par M, N;, Ny, W,
on obtient les formules suivantes :

= wyy N}

\dN, = (-l:l\’ot smc./(\:o,)n .

O66) « aNy=  (nor  cnoo) M — (oo~ Curtgs) Ni eeeeere ene.

dH = —» (Guie, + Greves) M + oy Ny

dW = —(qwm+smmo,) Ni oo,
+c/.\>o,Nu

+(G.c/-\>o.+ﬂuao,)Nn —Q..K —ﬁ.,,w

+Q.,,H —{-\»O.W'
—{l\)uNll

A N A A
cetessessssssentase ——(smwo.+s"m.,,)Nu-{—z(G"wo,—!— Gm)o,)n

avec les invariants ¢, &y, &y, Gy, Gy (2). D’ou aussi les formules en ds.

() Les équations (26}) pourraient étre condensées en

A
‘9 2 _
l &y )wso]n—’l Yo,"’nll—

avec une notalion introduite pour les noyaux.

() Sur la géométrie conforme des surfaces, voir en dehors des Mémoires déja cités
(K. Cartan, T. Takasu, ctc.) la Thése de G. Tuomsen, Grundlagen der konformen
Flachentheorie ( Abhandl a. d. Math. Semunar der HHamburg. Univ. HI (1), 1973). Un
inportant Mémoire de M. L. Vessiot ( Contribution « la (iéométrie conforme, theorie
des surfaces) paraitra prochainement au Bulletin de‘lu Société mathématique de
France, t. LIV, 1976: nous n'avons pu Putiliser dans ce traval.
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68. Pour interpréter en géométrie euclidienne les invariants et les
comitants, nous partirons d’un repére euclidien principal et lui ferons
subir les modifications successives 'amenant en coincidence avec le
repére MN, N;; HW. Soit initialement

2 2
A,=mX, Aj=»mxa,, Aj=2m X aj, A;=omXxn, A,=2n%.

A
Nous rcprésenterons par des n les composantes du déplacement du
repére et poserons aussi

hi= = kn= -Rl", H= :E(k[—r‘ ku), L= i(k“—’q),

donc, avec les notations du Chapitre II,

A A N A A A A
= g+ guNs,  Ms= k%,  fas= kuna.
A AN
dAy=. wm Aj+1 An . .
A A A
dA; = . . NeAn+ M3 Az — 11 Ay
{ A A A
dAj=.— ;A . — MsAz— ")iAl
A A
dA; = . — 03 A1—n3An .
dA‘ =0
L’¢élation
- H?
(/!67) H=A3—|— HA.o, Ag‘—"As—HA;——;A@
donne
- A A - A A -
‘ w3 = (ki—H) 7 =— Ly, wyy = (ku— H)re=Lu,, w3 = dll,
(*67') <

- H A H A — W A n A
'm,o=—(H—-),k;)m=—;-(H-—9,L)-q,. wio= — (H—24n)ne =— — (H-+2L)ns.

P

les autres coefficients ne changeant pas, et raméne a4 une particularisa-
tion fondamentale. L’homothétie

o l —
(268) M = on. A‘= ;A‘
donnerait les nouveaux coefficients
~ dx ~ A -~ /\ -~ ;lo ~ ;io
C W= '”?|=z"'u- Wo2 = ZMNa, Wio= —= Wr= =
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donc on aura
b3 = w13 = — By,

Bra=wn= o,
cas particulier de la particularisation simple, pour
(268') —

Il reste a faire ’élation menant au repére canonique

(269) Ni=Ai+yiM. Nu=Au+yuM, W=A;—y Ar—ynAn— y{-:yn M

avec

dl.
(261") widM = % — L (yim —yune) = o

pour revenir aux formules (266). On peut poser, avec

dl A
== }’l'ru-‘-.}lmn
- 1 Ly L
(»69") ‘y=—-]—‘, n= L_” yu= ll"
d’ou finalement
A A A A A A N
(270) woy=L7;, wp=Lrn, o3=—Ln, =Ly,
(>71) leg = (aMy= 1 (dm)*= L2 ["’ol"’o*]— ["Mh
| 30: ( o — He®) = L5 1 = Ly®,

A A N A Lu L
(272) o= T+ + T (Ll'ﬂ!"‘Lll"n) ("l—— T) T -~ (gu+ L )m.

\ dH A _ A {
(27%) ("ao=T+.}’l(/fl— H)n -yn(An—H)ne= ]l-‘((/\'l)l"';i'P(kll)llﬂ!},

les formules principales de Codazzi

(274) 2Lgi+(Adu=o, sLegn -~ (Auh=o

. .. A
montrant bien la concordance des coefficients de w5 et w3q,

A H A
Lm=@ﬂﬂ:Hﬁ+Im—rﬂhﬂU2%—ﬂMm.
= /
(275) N o ) A N
“ “ T,
w3 = dyn i Lyt - yid)— -]-;(" -+ L) ‘ -;—’ +¥I Nus,

A(L)
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avec les notations en V euclidiens, d’ou les coeff‘ cients &, &, &y, OU &y,
-t en—e,

—_—0 y car
2 2 ‘.
‘ I = e—'-——:—!—-"e“‘“ - gt -+ E—"—Eﬂ i,
e (( St 1 oymgem.  qu= —--l“’,{ ) M - _pad
2 aL# 70 XF0 ! 8d 2 ald
ou
A(L :
g €||— i [. = L—’(e, logL — H?),
g = ( Y= ym =~ giyi— guyu)
(277)  { = Ll,gv;-' logL — (¥ logl)t} ill‘gf”,
g — & = lL(.}'nn—-J'u~ guyi+ gryn—2H)
= Lw — glam — H
=l VilogL — (VlogL)*} AT dae i

Si I'on pose d’autre part
A
(278) W= fo x dm, W39 = bo x dm,

en tenant compte des différentes maniéres d’exprimer la condition de
Codazzi

S af+ IV logL + &5 7 < VH=o,
(274) 1
(f = -T (k)uar -+ (ki)ian },
on a aussi

(2)
, =1+ 5%l0gl (1) =§(Jvnog|,—§L—,><vH)
(27%)

=— 'z_'l_, tAndnar+ (ki ian },

@ A (a
(27'5\) bo=—98 x £, = VTH- + d'— x Vlogl = ; (ka1 + (Knan}.

(') Cf. (272). On peut remarquer que dans un changement de variable |

Ty = LWy Wyy = T Wy,

ou l'on a

Bay “’m‘*‘":)'.'“’n-.-, 0, = "’ul“at"“"oa"’o:
(@, ®0,] [ gy t0gy ]

@), = W+ [d 10z .0y | Wy + [d logx .0y, | g,

on en lire

ou, en empruntant une notation a la théorie des noyaux,
o, =w,+ [dlogz (0F; +wis)] = w,+ [dlogz.ef?]
THESE DELENS 9
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69. Rappelons qu’avec la particularisation principale
et) =af -+ af, d® = L (aj—af), g¥=1al a/la\n, J = anai— aan,

mais que ces formes sont indépendantes de cette particularisation (eucli-
dienne); si I'on voulait étudier la géométrie conforme d’une surface
avec les formules de la géométrie euclidienne, on aurait a substituer aux
formes précédentes e, d ', g*', [.2.7, et & considérer en méme temps
IV et by, également indépendants de la particularisation principale;

A . A . .
quant a f,, c’est évidemment, comme f, un comitant du réseau angu-

laire principal. On pourrait encore substituer aux repéres unitaires
a,a, des similirepéres v, v, avec

V= Lah V= Lah
Vi X dm = L7y = wy, Vi X dm = L1y = g,

de sorte qu'en posant pour une forme ® quelconque

(279) d® = P11y + Pang = Pot Wos + Poaes,
on aurait
(279") by=Ldy, Di= L&,

Nous n’avons, a vrai dire, établi jusqu’ici les relations entre w4 et n,,
wes €L My que dans les particularisations principales, mais on verra un
peu plus tard qu’on se débarrasse facilement de cette derniére restric-
tion; les formes qui interviennent avec les similirepéres v, v, seraient
6(2), .d%, ST(;)" J, ]%a blTov etc.

Soit du reste X = 2m X<y, ol y représente un vecteur ou un point de

masse quelconque, un élément de la géométrie conforme; avec

M= Lmi,
dM = dL.m5'.<+ 2L m < dm.
On voit que
- ——
X|dM = lL.my X mdm = x, X dm,

-—

X, représentant la composante superficielle du vecteur Lmy, et cect
permet de substituer aux formes de Pfaff de la géométrie conforme celles
qui leur correspondent en géométrie euclidienne. Cest ainsi que nous
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pOIlVOIlS poser
wso = B | dM = by dm, Siy= P dM =1, x dm,
¢ = EW | (dM)* = o % (dm)y,
(280)  / §ou — D (dM)? = @ & (dm 2,
Ye = G ] (aM)* = g 3 (dm ),
A =L (M3 =12 (dm),

ce qui facilitera le passage de la géométrie conforme a la géométrie
euclidienne, et permettra la comparaison de ces géométries.

70. Pour étudier les formules de courbure et les conditions d’intégra-
bilité des formes introduites, rappelons d’abord les formules du para-

graphe 61 :

Qo; = wo;— [ g0, ] —2 [wijwos] =0,
]
Q0 = W}y + [wge0] —‘E [wijvje]="o,
(233') { '
o= vt 3 (] 0
]

Q) = wj— [0y, — w,owo,]—z [wiwg;] =0,
k

Nous nous contenterons d’établir les formules pour une derniére par-
ticularisation arbitraire remplagant la particularisation principale, les
particularisations précédentes étant effectuées; on a d’abord les compo-
santes du tenseur de courbure

Qo = wyy — [wgewge] = 0, Qs0) = Wy — [wag g1 ] =0,
(281) { Qgu=0]y— Wy ] =[w1sw30],  Lsa= whp— [Wa1wye] = [westngy],
Qy00 =0, Qspr= )y — [W1gWoa— W3g ey ] = [ W13 w30],

[ ]
puis les relations différentielles entre invariants ou comitants, données
par
(282) | wo3=o, wio— [Wa vy ~+ wawy]=o,
[ wiy+ [0 ] —[01309] =0,  wy3 -+ [w3000] —[ware3]=0.

11 n’y a pas par suite de courbure d’élation de centre w, et les deux



— 132 —
premiéres équations donnent comme en géométrie euclidienne
Wy , = Woy ,
[wo1 0oz ] [ wo1 02 ]
W1 Vo1 + Woa Wy
[©01woe]

Gy= G
(283)

W=

De méme la courbure d’homothétie est nulle; les composantes des
lenseurs de courbure de rotation et d’élation de centre m peuvent se
calculer soit avec les éléments spatiaux, soit uniquement avec les élé-
ments superficiels; en utilisant les invariants dérivés (indices o1 et 02),
on obtient

Quio=1} Gy(21 — e2) + 2Ga3+ 2301 — <102 | [o1 o2 ] = (21 3a—0t3 B1) [0o1 wos],
(284) { Qow={2Gyeg+ Ga(ea — 1) -+ 201 — e300 | [001 o] = (23 B2 21 B1)[ 291 mo2],

Qg12= (G} + G+ Gaot— Gioa— €1— ¢€3) [Wo1 wga] = [wo1 oz],

d’6u les relations

‘ Gy (ey—e3) + 2Ga83+ e30,— €100 = &y By — a3 By,
) 2G e+ Ga(52—5|)+izm—5302=13pz+ a By
(286) G} + G3+ G201 — Gjoa—e; —ea=1.

(28%)

On a ensuite de la méme fagon les conditions d’intégrabilité (282) :

(287) G B+ G B+ Pr— B+ 22 185—2y(ey—ez) =0,
(288) 2(Gy )+ Grag) + 230 — 2y — B2 =0,
2(Gyo3— Ga2y) — @yo — 2302+ B: = 0.
Dans le cas de la particularisation principale (&= — 1, &yy=10), ces
six équations se réduisent a
(265) (288') fi=—2Gu, Pu=—120G,
, § Gi(e1—en—2) + 2Guen~+ enor— e1ou = o,
(285')
( 2Grem+ Gu(en— s1— 2) + eno1— enron = 0;
(286") Gf + Gii + Gnoi— Gron—ea—en—1=o,
(287") — 961Gy -~ Gro1+ Guon— em=o,

et pour le tenseur de courbure, on peut écrire

AN AN A . A AN A A AN A
(284') Qsm=‘lG|[t»o|wm y Qsw= 2Gn[ ], [

Wy Woy Qs> = | gg e
ou, comme
/\I /\I
983’ = %o — Yo
(283") Gi= [/\ AT’ Gu= I_/\ A ]’
W1 Woo W Wo>»
A A, A A, A
(289) Quio= 20y, Qsn= 2Wg,, Qy1r =] Wy, g |.
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Nous utiliserons les formules principales précédentes; si’ony substi-
tue les expressions euclidiennes de G, et Gy tirées de (252)

L L
(?74') LG = gi1— —l—f—l, LG"= gu+ _L_l, \

et si 'on emploie les relations (259) ou (27¢'), les formules (277") don-
nant g;, &, &, permettront la vérification de (285'), (286'), (287'); inver-
sement les formules (286') et (287') pourraient étre utilisées pour le
calcul de ¢, et &,+¢, et les équations (283') constituent alors un sys-
téme d’équations aux dérivées partielles pour ¢, —¢;. Pour reprendre la
discussion de ce systéme ('), nous allons poser

g+ en=1u, =1y, EN—El= 2w,
et rester en géométrie conforme. Avec ces notations

(286') 24 + 1= Gf + Gi+ Guor— Grom,
(287" v =— 261Gy — Gror+ Gnoin,

et en posant encore

(290) ‘ A= 'lG", B=— '2G||+ 2G|v -+ Uoal— VoI,
| C=—12G;, D=—2G;+ 2Gyv + va — Uom,

les équations (285') s’écrivent

{ wog+Aw+B=o,

(>91) | woni+ Cw + D =o.

La condition de compatibilité de ces deux équations, (dw) =o,
donne ‘

(292) (GiA — Aggi~+ G C + Cop)w +- AD — BC + Do1— Bo=o

et permet en général de tirer w; dans le cas des surfaces isothermiques

(293) E = GiIA — Ao+ G C — Co1 =—2(Gro1+ Gion) = o,

on aboutit & une indétermination si le probléme est possible, avec

(') Ce systéme a été discuté, avec les notations du calcul différentiel absolu, par
M. G. Thomsen (loc. cit.): M. E. Vessiot a repris récemment cette discussion (C. R.
Ae. Sc., »2 mars 19>6) en utilisant les transformations infinitésimales. Voir aussi le
Mémorre cit¢ de E. Cartan, ammsi que G. Darboux (7. S.), t. IL.
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simultanément

(294) F = AD — BC + Doy— Bon=0

et 'on peut alors tirer des équations (291) la combinaison donnant w par
intégration

(295) ' D wo1— Bwon+ Bory— Dor= 0.

Nous ne donnons pas les expressions détaillées des coefficients B, D,
F a partir de Gy, G, (invariants de M. Tresse) et de leurs dérivées,
parce qu’il s’y retrouve des groupements de termes analogues a ceuk
rencontrés dans les formules de la géométrie différentielle euclidienne;
pour les interpréter, il sera préférable de poser d’abord les bases d’un
calcul analogue en géométrie conforme. Nous reviendrons ensuite sur la
discussion précédente (§ 77) (7).

IV. — Noyaux dérivés en géométrie conforme canonique.
Eléments géométriques et courbes remarquables.

71. Soit MN,N,HW un repére qui a subi la particularisation cano-
nique et toutes celles qui I'ont précédée au paragraphe 67. Nous allons,
pour un tel repére, établir la théorie des noyaux dérivés et des for-
mules en dérivées intrinséques du type de celles des paragraphes 29,
32, 33 du Chapitre L. Cette théorie peut évidemment s’établir pour
un repére arbitrairement déterminé A,A;A,A;A, ou au moins un
repére A A,A.HA, relatif a la connexion induite. Mais il se pré-
sente ici une complication quand on veut passer d’un tel repére a un
repére canonique, ou inversement : c'est celle du changement de
variable puisque, dans un cas, I'élément qui joue le role de variable
géometrique est la sphére-point A, dans l'autre la sphére-point M, et
que ces deux ¢léments ne coincident qu'en position

(296) M==zA, A=oM,

(') Le principe de cette discussion remonte a P. Calapso (Rendiconti del Circ. mat.
di Palermo, t 22, 1906). La méthode montre que, sauf pour les surfaces 1sothermiques,
susceplibles d’'une déformation conforme du deuxiéme ordre, une surface est déterminée
par les deux formes fondamentales &,?' et y4* (ou e et 8{?'). M. Demoulin est aussi

revenu récemment sur la question : Mathesis, supplément décewmbre 1922; C. R. Ac.
Sc., 26 avril 1420,
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x étant d’ailleurs, pour deux repéres déterminés, fonction de M, ou
de A,. Pour une forme quelconque @, fonction de M (ou de A,), on a
(Chap. 1, §10).
do do
db _ db dA, b _ b M
dM ~ dA, dM’  dA, ~ dM dA,
Représentons par Vy et V, les symboles de noyaux dérivés relatifs

aMetaAg; on écrit

Vu® =V, d|VyA,, V,&=Vyd®|V,M.
Posons
VoM =0, VyA,=J0",

{m=z‘u+AoVoz‘, M= i‘u--i-MVu(‘-;-)-'

Dans la particularisation canonique (comme dans toutes celles qui
bénéficient de la condition wyy=0), on a

W M=,
(261") W | dM =o;
aussi de
(297) M = do Ao+ zdBy= M+ 2 dA,,
on tire
d-l' = — ::’W I dAo,
Vox = —2*'W,
d’ou
M = 2(U — MW).
La formule
(298) Vod = Vu® | M = 2 Vu® | (U — MW)

permettra donc de passer des formules établies pour un repére canonique
a celles relatives & un repére quelconque dont I'origine A, sera déter-
minée en fonction de M par la donnée z, mais les formules de passage
se compliqueront sensiblement dés qu’il s’agira de noyaux dérivés d’ordre
supérieur au premier.

Voyons en particulier ce qui se passera pour les combinaisons alter-
nées

8 dM — d3M = (5 d — d 3z ) A+ (8 dAy— d 8A,),

donc des symboles d, 3 échangeables pour M et les scalaires z le sont
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aussi pour A,. Pour une forme @, on aura encore dans ces conditions
» 2
3dd—déd =aVid|SMdM;

mais, d’aprés la remarque du paragraphe 13, si cette combinaison est
nulle, cela indiquera seulement la symétrie de la partie de Vy® privée
de termes en H. M, W puisque les différentielles dM, dM forment tou-
jours avec ces éléments des produits intérieurs nuls. Pour une autre
variable A,, le domaine des différenticlles dA,, A, n’est généralement
plus le méme, et ce n'est aussi (qu'a une partic de ¥V, ® que pourraient
s'appliquer des considérations de symétrie. Il y aura done avantage, la
encore, a rester dans un domaine bien défini pour les différentielles de
la variable géométrique, ct c’est ce (ue nous ferons dans la wuite en con-
servant la particularisation canonique pour I'¢tablissement des noyaux
dérivés, qui ne sont plus en géométric conforme des comitants absolus.

On pourra encore utiliser la formule du changement de variable pour

passer de la géométrie conforme (canonique par exemple) ala géoméirie
euclidiennc :

M= Lmi, dM = 2Lm x dm+m;'<dl.= (zl,m-y—miv,,, L)xdm,

Vu® =Vy®|(2Lm+miV, L) =— ZVud x (2L.m + m*¥,L).

72. Nous ajouterons encore une restriction destinée a rapprocher les
formules de la géométrie conforme de celles dela veomelne euclidienne,

et rappelant une fois de plus que le role des dlffereuuelles précéde celui
des noyaux dérivés; quand on a posé

dd = Vyd | dM,

dM variant dans un domaine restreint (sans composantes en H, M, W),
seule est définie la partie de ¥y ® dont les termes ne contiennent pas un
dernier facteur de droite en H, M, ou W; mais ces termes peuvent
contenir des facteurs précédents constitués avec ces éléments. On
n'aura un calcul semblable a celui de la géometrie cuclidienne qu’en
considérant dans Vy® seulement les termes ne contenant aucun
facteur H, M, W, et nous appellerons la forme ainsi constituée la forme
réduite de Vy®: nous étendrons cette réduction aux noyaux dérivés de
tous ordres et aux formes quelconques, etl'indiquerons par un indice R;
d’autre part, les dérivées se prenant toujours désormais par rapport
a M, nous ne placerons plus cette lettre en indice. Dans ces conditions,
W étant une forme géométrique d’ordre & quelconque, Wy sa réduite, on
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aura toujours
h n
(299) ° y |‘d..M Ad,M...dM=Vr|dMd,M...d,M.

A coté de M, Ny, N,, H, W nous avons déja introduit les sphéres FetB
définies seulement par les formes de Pfaff v, et wj,

F|dM = w,, B| dM = wj,.

Nous poserons encore

(300) K, | dM = wy,. K. | dM = wy,,
el introduirons aussi le tenseur alterné

——
(301) N—-—N.N-—-NN.=2N:N,,

qui jouera le role de 'opérateur analogue J de la géométrie euclidienne.
Nous pourrons aussi, a coté des différentielles, considérer des sym-
boles de transformations infinitésimales; en posant

M = U=aM+2 N, +2.N,+~r,H+ 2, W,
M=V =yM+y N +y,No+y;H+y W,

les expressions comme
td=Vo M =Vo'U

’
ne seraient pas définies, U variant dans un domaine plus étendu que les
différentielles dM: nous nous bornerons donc a des éléments U, V super-
ficiels réduits (sans composantes en M et W)

“*M =U =-I'|N|+1'1N3,
O'M = v=‘}’|N|+}’;Ng.

On a alors, par I'application de la parentheése (%’»’ﬁ),

(302) (%’B)M:VUJV—VV[U=VnU|V—VnViU=W,

un élément W situé lui aussi dans le domaine de variation des différen-
tielles dM, mais on ne peut considérer B, &', ('5"E3> comme des homo-
graphies définies dans ce domaine réduit.

73. Les procédés de calcul indiqués précédemment proviennent,
comme nous l'avons vu, des restrictions amenees par la particularisation
canonique. En reprenant I'étude des éléments géométriques attachés
aux surfaces en géométrie conforme, nous verrons aussi l'utilité des
particularisations précédentes.
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La particularisation fondamentale a été définie par le choix de la
sphére harmonique H. Or la formule euclidienne

(112") A= A;cos*@-&-&n sin'Q.

établit une correspondance homographique entre & (ou son inverse R ) et

Lang'—'@; les sphéres de courbure normale, tangentes en m a la surface,
sont donc rapportées projectivement aux paires de directions langentes
en ce point a leur courbe d’intersection avee la surface, qui présente la
un point double, ces directions étant symétriques par rapport aux
directions principales. Les sphéres principales correspondent aux direc-

. Iy T . . .
tions doubles v =0, 0 = 53 la sphére-point m* correspond aux direc-

. . A . .
tions isotropes, pour lesquelles tang®o = —1; la sphére harmonique
correspond aux directions bissectrices des directions principales,

A
tang?o =1.

Chacune des sphéres du faisceau considéré des sphéres de courbure
normale contient les cercles osculateurs des trajectoires des lignes de
courbures sous les angles  auxquels elle correspond (et des trajectoires
sous angle constant en particulier).

En géométrie conforme, voici comment se réalise cette correspon-
dance : soit
K=H+tM

une sphére de courbure normale du faisceau considéré. On aura
K|dM=o0

et K|d?M = —dK dM s'annulera quand la sphére K contiendra le
cercle osculateur a une ligne de la surface décrite par m. On a alors

AR |dM = — dH | dM — t(dM)" = o,
S —Eegt =0,

(2 (
(303) E=ZL,‘:=1(?—”—H>=-;—(I:—H)=E:-—cosa;‘.'

La sphére harmonique, conjuguée, dans le faisceau [MH|, de M par
rapport aux deux sphéres principales, peut aussi étre définie comme
sphére d’inversion de celles-ci.

D’aprés la formule

(304) [H JH]L[H dH] = ({H)" = (dM)",
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on voit que les lignes suivant lesquelles la sphére H est tangente & la
sphére infiniment voisine H + ¢H sont les lignes isotropes de la surface;

les directions isotropes se correspondent donc sur la sphére harmonique
et sur la surface.

Vérifions aussi la propriété des sphéres principales, qui sont H— M
el H+M; en général
(305)  d(H —M) = wpM— 200Ny, | d(H—M) (=40,
(3006) 41(H+M)=w,,..M+-){x\».,,N|, :tl(H+M):g=/;{:\)3,.

Chaque sphére H— M ou H + M est donc bien tangente a la sphére

de méme espéce infiniment voisine le long des lignes de courbure
A A )
mez = 0, Wg, = 0, respectivement.

Soient, d’une maniére générale, o, 6, ay,, o, los angles que font, le
long d'une ligne quelconque, avec la sphére de courbure normale, avec
chaque sphére principale, avec la sphére harmonique, les sphéres de
méme espéce infiniment voisines.

Demartres a établi les formales (')

A A
’ 2l.ds cosg = ay, 2L ds sing = 9y,

_ o
(307) ‘ILdS—- —_

' 1 I

s=ata

En tenant compte de
20H — d(H + M) + d(H — M)
et de la relation établie par la particularisation simple (a} + a3 =1)
(304) (dH) = (M,
on voit qu'on peat compléter ces formules par
o= 7 (st +ad).

(308)

of off .

- =40
. . c

Aussi, si I'on pose

AM =Ndm, (dM) =dm,

(') G. DemarTiEs, Bulletin des Sc. math., t. XXI, 1897; on pourra utiliser les
formules

ld(H—M) " =0 = 2P, | d(H M) 12 = ot = 2 (s — 8,

(22 __ §(2)2
[d(H+M) o= 5 =(l+€‘)=h"—’55‘02’=50_=<?#"
[]
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on pourra prendre pour paramétre canonique, le long d’une ligne quel-
conque, m, tel que

(309) dm = L ds = q,

soit 'angle de la sphére harmonique infiniment voisine de H, avec
celle-ci ().

74. Certains points de la sphére H, définis intrinséquement, jouent
un role important et en les choisissant pour poles du repére. a la place
de W, on aurait été conduit a d’autres particularisations intéressantes.

Le premier, T (pole de contact), est le second point caracté-
ristique de la <phére H; pris comme pdle, il donnerait une particu-
larisation de contact, pour laquelle on aurait wy;,=—dT|H=0

(mais af + af £ 0, wye52 0). Or, quand on se déplace dans les diffé-
renles directions dm de la surface

(310) [Hi/H]=w,[HM]— (:;.u [HN] + (f‘;"'[HN"L

les cercles caractéristiques |H dH| forment sur H un faisceau avec les
points communs M et T. Soit

T =2.M + N1+ zyNjy+ 2, W, T2=z‘?+zﬂ+ 292y = 0,
T dH =w;, T| M +{-\)".T ' Np— {l\)orT | Nu
= {,\»(..T HBIM+Ny) + {n\),..'l‘ i (BuM —Nup).
On détermine donc T par
T|(BM+N)=o0, T(fuM—Nn)=o,

2

2 oo
(311) T=—MM—3|NI+PIINH+W. Tn=—'z&.

Le cercle [H dH| passe par W pour la ligne w,o= o de la particulari-
sation canonique, que nous caractériserons un peu plus tard.

Un autre point remarquable est le second point I (pole principal),
commun aux cercles osculateurs des asymptotiques conformes; choisi
pour pole, il donnerait une particularisation incidente, avec

g = O(G.} -+ a}{ # 0, o9 £ 0).

. . A A
Le long de la premiére asymptotique conforme wgy = wy,

/\\
dM = wy, (N1+ Nyp),
AN A o
d(Ny+ Np) = (w,.,-o- L’"o)M"‘ a1 (Gr+ Gnn) (Nu—Ni) — 200 W,
A
[MdM d2M] = o5, [M(Nu+N) !} (Gi-+ Gu) (Nuy— Ni) —2 W |].

() L’élément lhinéaire canonique dm? s’appellerait plus justement élément angulaire.
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. A A
De méme, pour la seconde asymptotique wo, = — wg,

VAN g
AdM = wy; (Ny— Nj),

A A AN
d(Nn—Nl)=<wm—w|u)M+wm((i“—Gl)(N|+Nn)+zme,
(MdMd:M ]_m 1 [M(Nu—0Ni); (Gu—G1) (Ny+ Nu) + 2 W )|

Pour que
A2

A
I=yoM+yiNi+yuNu+ W, IT=pf+yli+2yiyi=o0

appartienne & ces deux cercles osculateurs, il faut prendre

32 + G : A
(312) i:—("—l_;;g-l—'-M+('-uNl—-“|Nn+W, in=—G:
et comme
fi=—26Gn, BPu=—12G,
p Y ¢
(312) /i=—gf—-‘—;—p—ﬁM—%N|+{%Nu+W-

On a donc la relation

(313) 2I—T= ‘*MM w.

N
qui montre que W est sur le cercle [MTI, et conjugué harmonique de T

A
par rapport a M et I; en effet

o) (WiT)(T M) _
(wiM)(T1)

Ceci explique la relation établie par la particularisation canoilique
entre les coefficients de wsp et s, el permet aussi de définir la
ligne w3 = 0 comme celle le long dc laquelle le cercle caractéristique
de H passe par % On voit en outre que la particularisation canonique ne
peut se confondre avec une des p.uticularisations de contact ouincidente
sans que celles-ci se confondent aussi; ccla aura lieu pour les surfaces

pour lesquelles 3, = 0. £;==0,50it 33y =w 2 = 0,0u B = F=o (cyclides
de Dupin).

La position géométrique du pole canonique W ayant été ainsi pré-
cisée, le cercle normal canonique | MHW | joue au point de vue con-
forme (dans la particularisation canonique) le role de la normale ala
surface en géométrie euclidienne; d'ailleurs une inversion symétrique



— 142 —

de pole W transforme H en le plan tangent, [ MHW| en la normale.
Pour les asymptotiques conformes, il passe par W une sphére contenant

Fig. 1.

Eléments de la particularisation canonique.

Les cercles désignés par [osc.as.] sont les cercles osculateurs des asymptotiques

JAYY /\
conformes. Les cercles [BH] et l-(z G-M-+G ) H] ne sont pas tracés,

le cercle osculateur et tangente a la surface, soit H. On pourra de méme
appeler géodésiques canoniques les lignes pour lesquelles le cercle
osculateur est cosphérique au cercle normal canonique : N est alors la
sphére de courbure géodésique (cuclidienne); pour que les cercles
[M.dM.d*>M]| et [MHW ], on [N;Ny], soient cosphériques, on aura a
exprlmer

[M./M.?°M.HW] = [dMdiM]r=0 ou [NlNu],}[dM.(l’M]=u.

Du reste [ N;N;; ] = [N, N, ] et l'on trouve ainsi I'équation
(314) [dM-dlzl M]R = (“’M dwo,— wo2 d"’ol —+ e Es;")) [N| Ng ]R =0
ou

Woy Woq

314’ A= = 0.
(1) dwo;—wigwoy  dwgy — weg g

Ces géodésiques canoniques dépendent de la particularisation (') ; ainsi,

(') Pendant ou depuis la rédaction de ce travail. des Mémoires sur la géométrie con-
forme ont été pubhés par MM. Thomsen, Blaschke, Radon. dans les Abhandl. a. d.
Math. Seminar der Hamburg. Un., 1V, 1925 1926, ct V (en cours).
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pour la particularisation incidente, on trouverait comme réseau des géo-
désiques le réseau angulaire principal.

Une famille dc courbes plus importantes a été signalée par M. Cartan,
celle des cercles conformes (superficiels) ou cercles induits, qui sont
fixés dés la particularisation fondamentale et sont par suite attachés a la
connexion induite ; ils sont donnés par I'équation

(315) [M.dM.d!M.d!M H]=[M.dM.dsM.di{M],=o.

Nous reviendrons sur leur sujet. A coté de ces cercles, on pourra définir
les cercles géodésiques canoniques, pour lesquels la courbure géodésique
canonique (analogue a la courbure géodésique cuclidienne) sera cons-
tante, cette courbure étant nulle pour les géodésiques canoniques.

Les lignes de courbure d'une surface ont déja été délinies au point de
vue conforme ; leur équation peut s'écrire

—[dM.dnH]n: 0.

On pourra encore considérer les lignes d’équation
2
313) [dM.dg W =0 ou By = Wog wgg— wyy o= M®? | (dM)2= o,

w2 étant la jacobienne des formes )" et ¢\’
Joueront encore un role géométrique les lignes principales de Darboux

relatives a la congruence des sphéres H, d’équation

(316) [M.T.dM.dT] = o,

aussi les lignes d’équation dM| dT = o, etc. D’'une maniére générale a un
faisceau de lignes donné par unc équation de Pfafl; on pourra aussi faire
correspondre le faisceau orthogonal et ceux qui les coupent sous angle
constant, la notion de réseau angulaire étant la méme en géométrie
conforme qu’en géoméltrie euclidienne. '

Si P'on considére les sphéres osculatrices des lignes tracées sur la sur-
face, définies par le produit [M.«M.d’M./*M], on aura encore a con-
sidérer les lignes pour lesquelles ces sphéres sont tangentes ou normales
a la surface, ou coupent la surface sous angle constant, ou passent par
des points remarquables W, T, /i, ou sont orthogonales a H, ou ¢nlin sont
fixes, c’est-a-dire les lignes sphériques de la surface.

On définira des surfaces ou des familles de surfaces remarquables en
imposant a certaines des lignes précédentes des propriétés particuliéres,
ou & plusieurs des propriétés communes.

75. Nous allons maintenant établir les formules relatives a une parti-
cularisation canonique non principale, afin de pouvoir donner les expres-
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sions de quclques comitants remarquables. En partant des formules (266)
nous ferons la rotation
A I
) N;= Njcoso-+ Ny sin
(317) A ¥
N,= — Nj sin o + Ny cos ¢,

d’ou les nouvelles formes de Pfaff
A AN A
' W= Woq COS 9 + woe SINOQ,

AN N A
Woo = — Wy SIN © + )3 COS P,

A AN A

Wyo= W10 COS P - g SIN P,
AN AN A

(317") { wao=—wyo sin o -+ wg cos g,

A NN DA
Wy3 = — W, CUSQ -+ wog SIN @,

A A A
We3 = W1 SIN @ —+ g3 COS D,
A A

| Wg= w2+ dy.

Nous utiliserons les formes ou comitants suivants, relatifs aux géomé-
tries conformes canonique ou réduite :

~~
‘LL,=N1.+ N:f.+ 2MW, ‘u.n=E("’=N'f+N§|
B=§1N|+paNg
Ci=4yN;+3N; Cy=2a3N,—ayN,
—
—VH =D""—-MB —ViH=D" =2,(N7 — N3) + 203 Ny N,
~~~
(318) G = ay(N? — N})— 22, N, N,
:’L=N,N|""N|Ng

e e
—VsW=L%=—Vy'W L®=K;N,+ K,N,
K,=€|N|+F—3N3 Kl=EINI+52N1

\ A
F=#+V?=(;1N|+G,Nq=—%G'.)‘B"‘%’}

¢ = B® l’(dM)'= (dM)3= am’,

wgo=B|dM,
wy3= C, | dM wyy= C; | dM,
L 5(02;=Dm']"(dM)!=-dH{dM,
Y(o!):Gl?)("'(dM)’ =—|dM.dyH]g,
. [woy.wge] =[d1 M.d2s M g,
)\g.a)erz)],(dM)’=— dW | dM,
o wyo = K, | dM oy =K, | dM,

(1)“=FldM.
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(Dureste D) =391 G(2), etFon peutadjoindre encore G= ILF, C=ILB)
! 2 . A A
T =— Bj- M+D®? | B+W=- 2G!M—2G+W, Tg= D")IB=—2€,
A 2 A A A A
Grg) (T —— 58- M+lD9B+w=—lG:MG+w, Tn=—&,

[N'lNg]n=l, [dM.diMTr— A,
3Cs = woy Ay 400 Agy+ w1 Aoy + 099 Aog+012 I, Fn= wa .

Pour les coefficients, on a

, A A
@ =—cos20 =§, a3 = sin 29,
A A . A A
By = Picosg + Busin g, Bs = — P1sin @ + Pucose,
(30) . A A . A A
g = u-+vsinag — wcos2e, gy = U — v 8in 29 + W COS 20,

A A
€3=¥9CO0S 29 -+ wSIN29,
A A A A A A
| Gi=Gicoso+ Gpsing + ¢y, Ga=— Gysinp + Gpcos ¢ + Pos-

Nous rappelons qu’on a toujours (deux relations seulement étant indé-
pendantes)

g+ =12U, (62— &)+ 48} = 4 (v2+ w?), el — e e9= 9 + Wt — Ul

A coté de la formule éénérale

(321) dsdg = dmd’s—l-(?cslq’a)’
on devra employer en géométrie réduite

dp ®p = dy Pr + (SCR l q’l\) = d(,) d)k —+ Wy (.% I @n)t
¢322)

. vn¢n=qu>n+<m|q>n).r.

Pour un scalaire o
VR? = VS‘P =Vw? = V? (V relatifs 3 M).
On aura encore
VrRUr = o, VI = o,
(323) A A
VaG® = 2DOF, ViD®=—G®F.

Revenons maintenant aux équations du paragraphe 70; les équa-

THESE DELENS 10
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tions (283 ) correspondent a

rotp N| = [FN;JK, PO[RNQ=—[FN1 ]n,

(324) F = rotaN,.N, + rotaN,.Ny.

L'équation (286) donne

2u =[EK;N;— KyN, ]g, —-l=[C,G.]ﬁ,
{ 2u+1 =rotgF =rot, F —[GF]r = F2+ rot,F,

5
(32 ) 2 _(9u+1)=(|iVnG":di\'mG"'G1y

sans changement pour la particularisation principale ; on voit que 2 u 41
joue le role de — K en géométrie euclidienne ; en posant

(326) 2 +1=—Q, wi,=—Q[wywyl, rotgF =—Q,
puis
[5M.dM]r = AO,
on aura ‘
Vabp=—Q (31, | 1’]\),
(327) ’

(dr®r)= (JCRR | 1’5) =— QAO(% IQ.)y

et pour une forme réduite
& = VR Wk

la condition d’intégrabilité sera donnée par

(328) BVaon=—Q (9| wa)-

76. La condition (287) donnc

-_ 'v=[C|K.+GgK¢]n.
{ 20 =rolgB =roty,B—[CFlx=B|F + rot, B
(329) .
) 20 =divg C = div, C— C ' G,

(39.9,) (U:‘n - [mo,wo, ]’
et pour la particularisation principale
1 2
aw=— G2 | B2+ rot)\B,

Les équations (285) peuvent s’écrire

‘ I'Oan1: [FK!]H“"[C]B]R,

(330) | oty K, =—[FK ]n ! [C:B]g,
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de méme que (288) donne en général

{ rotgCy=[N;Blx ' [FC:]s.

kR
(331) | rota Gy = [N.Bla—[EC, Jn.
Pour la particularisation principale G, = — N;, G;= Ny, on sait qu’on
. . A
retrouve avec ces derniéres équations B = —2G® |F et le calcul de

roty N, et roty Ny,. Mais sous la forme générale, ces équations et les pré-
cédentes donnent des résultats intéressants, analogues a la condition de
Codazzi en géométrie euclidienne. Sil'on pose pour abréger

@—D".  §=G" £=L0.
on a en effet

(332) ) rotg Ci— N, |rota® [FC:ls,

' rotp 03 = Ng ; rotR‘D _ [Fcl ]R’
d’ou

(333) G, rotgC, . CrotpC. =D Irotp@—F.  [C,Ciln=—1.

En comparant (331) et (332), on a d’autre part

N, |rotg® = N, , B. N, |rotg® =— N, |B,
(334) rota® =— IB. roty§ ——B.

Avec la particularisation principale, on tire aussi de (333)
@ |rota ® = 29‘:—93.

qui résulte bien de I'équation précédente puisque
DN =G =— N, G =9 =—go.
: A A .
Ces mémes relations permettent d’exprimer G et F au moyende D et G
et leurs rotationnels ou divergences sous plusieurs formes équivalentes,

au moyen de produits intérieurs ou extérieurs.
De la méme facon, on aura

) rotg K; = N, | rotg ©© [FKo ]n,
(335) - i
, rotg K.=N, l l‘Otu L — [FK| ]R,
K roig K, KorowK, = £ roty £ [K,K;]xF.

En comparant (330) et (335), on obtient
N, |rotg ¥ = C, | B. N, |rotg ¥ =—C, | B,
A
(336) rotg £ =GB =—>F,
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formule qu’on retrouve aussi avec la particularisation principale. D'autre
part, on a

[BiKolp= ¢ 60— 3= u2— 02— wt = LI2),

[CiC:h=—[N;NoJu= Pl = — UR = —1,
(337) | K N, — KN Jp = »u = 2 £URg],
——[C|K| CQKI]R—:‘”’Z—'I[L?E;]

(avec les notations pour les homographies, § 2), d’ou aussi
(337) — Q=9 £UR]— DI,

77. Nous pouvons maintenant terminer la discussion du paragraphe 70.
Avec

PL=uUpR+vG +wd,
il s’agit de déterminer le coefficient w; or par dérivation

Ay L’:vv“g — wVp®D . (‘un)Vu-(g})Vv m'—((D)Vw,
rota £ =vrotgg wrota® — N Vie— @ Ve + G Vip,
Grotg £ = ¢§ rotpG — w§ rotp®—DVu  IL Vo Ve,

et en utilisant les expressions trouvées pour roty £, roty G, roty @, il
vient

AN
Vo 4+ w@B—B 20F—®Vu . Ve =0,

(291') (338) Yw -w®@B+ X =0,
en posant '
A
(319) X=—B +»wF—®Vu-+ 9 Vo.

En dérivant (338) et tenant compte de cette équation, on obtient
VAw +w| —(DB)" - Va(®B)| —(@B)X + VxX =,
et en passant a la condition d’intégrabilité an = o et tenant compte
de WB =— 2&, on arrive a
(292") (340) —2 rotna.w -+ ').l/; | X + rotg X = o,
qui est I'équation (292): du reste
rotn(/.‘; = di\'nI/F\‘ = Gro1+ Guomr-
On peut écrire I'équation (340)

A /
(349" divpF.w = %rolnx—w—ﬁlx.
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LA
Dans le cas général, divgF 520, w sera donc donné par cette équa-
tion; si 'on part de deux formes différentielles quadratiques en u,, u,,

) . ) A, A,
susceplibles d’étre “ramenées simultanément aux formes w?, 4 w?,

A A c - .. .
et wl,—w? , par exemple — ce qui fait deux conditions algébriques —

ces formes pourront étre choisies pour ¢*' et 3"’ d'une particularisation

. A A . .
canonique; wy; €l 6, seront par suite exprimés en u, et u,. On connait

A A
alors les tenseurs Uy, ¢, (D, I et les spheres F et B pourva que (Del F

. .. /\ 3 . .
satisfassent a la condition roty (0 = 2 (DF, puis les coeflicients u, v, w du
tenseur £, donc celui-ci sans ambiguité : la surface est déterminée de
fagon unique au point de vue conforme.

AN - A . .
Si F satisfait a la condition divyF = o des surfaces isothermiques, la

sphére X donnée par la formule (339) doit satisfaire a I'équation

1 A
;rolnx —~F|X =mo.

On doit alors calculer w par intégration, et I'on peut utiliser pour cela
la combinaison

JAY
Fle—irotnx. =o.

Les surfaces isothermiques sont susceptibles d’une déformation con-
forme (du 2° ordre). On peut encore remarquer que

A
2G =— DB, B |rota® =o
entrainent
N 2
(3!‘1) ‘).I‘Ol,né:'ldi\'nF =—gr|VnB.

On compléte facilement les résultats obtenus dans ces paragraphes
par les produits et différentielles extérieurs, ou les rotationnels. En
tenant compte en effet de ce que V(D et Vy §j sont symétriques a gauche,
et que

2 D) 2 2 '
Up| VoD = @D | VpD = o, ‘un|Vng=9|Vng=0,

puis introduisant les expressions trouvées pour roty D et roty G, on
obtient

f VR —  (§)4B, diva® =—rotx§ =B,

34
(362) | Yvg =— ()G B, diveg = roty® =— 9B =—C.



— 130 —

Ces formules ont été obtenues par ce procédé par M. Thomsen;

ce sont des applications immédiates déja données de la formule géné-
rale (322)

' A A
(323) T (:mo).F. WG =(mg>.r.
Elles permettent aussitot le calcul des dérivées d’expressions du type
Gidg ou @by (i=o,1,2)

sans formules schématiques; par exemple

i i A i
VRG | Pr= 20 | Pp.F + G | VpPg.

V. — Courbes tracées sur les surfaces. Réseaux angulaires
et complexes harmoniques.

78. Nous avons établi, au paragraphe 73, les formules relatives a une
particularisation canonique quelconque. Nous allons maintenant partir
de celle-ci pour étudier une courbe tracée surla surface et pourvue d’un
repére canonique MN,N,HW ou MNUHW,

N N, cosz N, sino,
U=—N,sin; N,cosp.

Ce repére sera caractérisé par des formes de Pfaff & liées aux formes
par les relations

© BTg = ) COST - Wgs SiN T,
Wyg == — Wy SINP —+ ugp COS Y,
W= 9 COSP + Wy SiNQ,
Wi = — U)g9 SINP - Weo COSP,
'(343) T lwg= 3089+ Wy Sing,
a3 = — W3 SiNO - ey COS P,
Wiy = Wy 41?,
U@ = 1030.

Dans cette rotation de 'angle ¢, a c6té des formes comitantes, on a a
considérer les nouvelles sphéres F' et G/

F’=F—r—Vn<p. G =9LF.

Nous prendrons ensuite la sphére N orthegonale a la courbe en m,
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donc la sphére U tangente, et poserons

Wy W 4
mo,=dm=—‘-'— = 22

cosp  smg. 02 =0
dM = . dm.N
dN =a,cdm.M . v dm.U - agdm . H—~dm W
(344) { dU = «,ydm M — ety ddlm N sz dm . H
dH = a;ydm M —a;3dim N —ay3 dm. U
aW = | . —ttyodm . N — ayo dm.U — az, dm. H
d’on
' _ _ W2 _ A _ . ll?
| G—a“_r[m_ 5\0'.':7: _Glcosp+Ggsmqa—1—dmp
E—'a _m',,-,__ah"'_ ! .
=an= o=y = a.cnszq>+~a. sin2 0,
= B — Yo i 05
!3—m-—-?€?—} —— SIn2¢p -+ a3 CO529,
(345) { ap= %%: '—";- ==&, COS?Q — 253 SIN P COS P ~+ €4 8in2Q
o
_ E4— Eq R .
= U+ —=cos2¢ - &sinng,
Y
Ay = %)% = *f'-f'm = e3(cos?p —~in2y)  (eg—¢y)singcosy
&g .
Eg— & .
= 8in2¢ + £3 082,
©

W ., .
\ a:;.,=a—”%=_$,cos9+[$,s1nq,

et si I'on suppose en particulier que le repére initial était le repére prin-
cipal, on a '
A . .N d
F'IN = G =Gjcosg+ Gysing + 2%.
2 A
D2 |N'= £ =—cos29,
2 A
(345") G | N2= ap= sin29,
2 A A
L2 | N’ — ajp== 1 —w 0529 + v 5in29,

M A A
MU N’ - @= wsin2¢@ + vcos2 9,

. A A
B|N = a3 =—2Gycosp —2Gysing.

G s’appellera la courbure géodésique (conforme) canonique, @y et aso la
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courbure et la torsion normales canoniques de la courbe considérée.
Pour une courbe orthogonale a la premiére et pour laquelle les lettres
seraient accentuées, on aurait en particulier

’ ’ _—
‘ ayg+ A= u, Ayy + Az = 0,

(346) | % - a3y = 4(Gi+ GR) = B2

A ay, on peut substituer

(347) _'_a_a'f__‘_. BIN_ cosf,

v a.';o - a',.m \ ‘B2
cosinus de 'angle des sphéres B et N. l.es formules précédentes montrent
la similitude que l'on peut poursuivre dans I’étude des courbes en
géométrie canonique et en géométrie euclidienne. Nous avons introduit
un nouveau noyau

(348) Ml')-_—%<.9t£),
et la forme diftérentielle correspondante

2
(348") —[dM.dy W i = M [ (dM)’ = pil’ = wy; 39— Wosgg
= g3(wf) — wdy) + (24— &1 ) Wo1 Woy,

B est liée a A" comme yf*) Pétait a ¢'*) en géométrie enclidienne; a

coté de ces tenseurs on peut encore considérer

N©) = i(m | m*)) = L— uE®),
(349)

2
N | (dM)? = v{2' = 26500, 0y -+ 5(;,—-5,)(«»‘ —wl,)

v, joue en géométrie canonique le réle de 3'*' en géométrie euclidienne.
l ’
f=a@p— U= ;(a.o—-a”,)

pourra s’appeler l'excés de courbure normale canonique d’une courbe
tracée sur la surface.

Les fonctions a,, et @39 — ou ¢ et @, — sont, avec as, ou cosf3, com-
munes aux courbes tangentes en un point; par le procédé utilisé en
géométrie euclidienne on pourra constituer, a partir d’elles, des chaines
de fonctions analogues i celles qui comprennent les fonctions de
Laguerre et Darboux, et ¢galemenl communes aux courbes tangentes.

D’apres

[M.dM.>M] = dm’(G[MNU | — cos»¢[ MNH] — [ MNW]),
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la courbure géodésique canonique G est commune aux courbes ayant
cn m le méme cercle osculateur; nous reviendrons du reste sur la signi-
fication de G.
La comparaison avec la géométrie euclidienne donne encore

(350) LG:,;-Il%;, Lt=AhA—H=e.  Lap=h.

79. Nous allons maintenant, pour trouver les relations entre les fonc-
tions attachées a une courbe sur une surface, et celles qui ont été
définies intrinséquement aux paragraphes 62 et 63, faire subir au repére
les modifications successives qui le raméneront a un repére naturel;
nous ferons d’abord une particularisation géodésique tangente, en
prenant pour sphére tangente a la courbe en m la sphére de courbure
géodésique euclidienne. Appelons MNA,HA, l¢ nouveau repére, les
coefficients @ étant remplacés en général par des coefticients 5. 1l suffit
de faire I’élation

2
A=-U GM. A‘-':W—GU-—-%—M
pour obtenir
(351 M|d:A,=—dM dAy=dmby=0, by=o.
On a du reste la vérification euclidienne
U=2m><q-:—llZ—:fm;-‘. 'LG=,:{-—-%%. M = LmX,

A,=omxq gm§<=gm><(m——.—-)rq).
Les autres coefficients sont
A A
I)m: a3 =—1~C0829, bn: QAq3 = sin2<p,

(352) G dG
10 = Qo— —;s bio= aso+ am’ bgo = @go+ qg’;.

La signification conforme de G est donnée par
(353) G=W/|A,,

on obtient une expression euclidienne en posant
W = zwi,

le point w étant de masse un, et déterminant le coefficient z par la rela-
tion (269); nous poserons pour un instant

2
WXIA2=_2P,
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P représentant la puissance réduite de w par rapport a la sphére A,;
on trouve alors
P 1
/ I e—— - — .
(353') G= ﬁ‘(m)
La particularisation a laquelle nous sommes arrivés est attachée a la
connexion superficiellement induite — nous dirons transinduite — de
la courbe tracée sur la surface, considérée comme espace (non linéaire)
a deux dimensions; les formules superficiclles sont en cffet

lls M = . dmN
IIsN —_—bw dmM . . —dmA;
354
(354) dyA, = beydmM :
ll\“A;-‘— . — I)”] d'n'N —bzo (lmAg

et sur la courbe on oblient seulement

M = . — dmnN
(354') oN = b,(, dmM . —-dmA; -
oA, = . —by3dmN

Les connexions induites d’une courbe sont donc différentes, selon
quel'on considére cette courbe comme directement plongée dans I'espace
conforme, ou comme tracée sur une surface, pourvue d’une connexion
induite, et elle-méme plongée dans cet espace. Dans la connexion trans-
induite, le cercle osculateur de la courbe est remplacé par le cercle
harmonique, intersection de la sphére harmonique avec la sphére de
courbure géodésique euclidienne; celle-ci contenant le cercle oscula-
teur, on peut dire que le cercle harmonique est la projection ou 'image
sur H du cercle osculateur. (est sur le cercle harmonique qu’est repré-
sentée la courbe par la connexion transinduite. On pourrait, en suivant
la méme marche qu’aux paragraphes 62 e1 63, simplifier les formules (354)
par le choix d’un nouveau paramétre (transnaturel) et une modilication
du repére. Pour ce paramétre /, on aurait

dli2=—b,ydm’' =—0,,1.2 dS’, ?':—bm.

et le repére serait pourvu d’un péle transnaturel J.
Un tel choix écarte le cas des lignes pour lesquelles by, serait nul;

ces lignes sont précisément les cercles de M. Cartan, ou cercles induits;
ceux-ci sont en effet caractérisés par

M|A:=o, d M| A;= o, diM|A; =0, diM| A;=o.
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Les trois premiéres conditions sont réalisées et la derniére peut
s'écrire
—dm? dy Ny ds Ay = dm3bgy = o, byo=o.
Avec le repére initial MN, N, HW, I'équation des cercles induits serait,
par suite, avec

dG  wu+dG  w,  de,,  u d A
by = a0~ 7,7‘:———:— 4 =

y 2, i)’
dm dm  dm € dm E‘ua)%
dg dG dG
355 —_— — G ! NG phdut P
(355) { by = Tt (Gysing (,cosq;)dm T (Y g Sine

+ '_; sin2g- zyc0899,
(355") AmS by =W = s dA — - \ ded = PP =o.

Or ’équation des cercles géodésiques canoniques peut s’écrire
(336) d)_z,,‘d\—:-“\ deg =o,
d’ou aussi
(357) Y—=04 2" u=o0.

Au point de vue de la connexion induite, les formules (530 = 0)

(3'8) \ dA, = . . b,g(lmH, dSA-|=°
) dH = by dmu—b.,dmn—b,, dmA,
(358") [AsdAs]=bndm[AH]. d[AH]=[A,H]

montrent que le cercle harmonique d’un cercle induit est superficielle-
ment fixe; ou encore que ce cercle harmonique est en général le cercle
caractéristique de la sphére de courbure géodésique A, et décrit par
suite une surface périsphérique : le cercle induit est l'intersection
particlie de celle-ci avec la surface considérée ('). '

(') De méme, en géométrie euclidienne. la tangente A une ligne géodésique est la
caractéristique du plan normal A la surface mené par cette droite. Mais I'analogie entre
géodésiques euchdiennes ct cercles induits est plus profonde : on peut mettre en paral-
lele I'étude des surfaces faite par Gauss & partir du ds? et I'étude des surfaces en géo-
métrie conforme avec particularisation fondamentale; les deux familles de lignes tiennent
dans ces ¢tudes des places correspondantes.

I'n substituant a la sphére harmonique une sphére H + &, M (&, — const.) du faisceau
tangent (particularication tangente non fondamentale), on généraliserait les cercles
induits par les lignes d'equation canonique
W e2ry@=0
ou «('¢quation cuclidienne

Y — g LeyW =y,

qui ont auss) une signification intrinséque.
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Si I'on forme, avec les formules (267') ou (275), I'équation des cercles
induits en géométrie euclidienne, en utilisant la particularisation fonda-
mentale du paragraphe 68, T et s"’ se substituent a \ et &,”’; on obtient

A A
p® =—>9LH%n, =— Hylt),

(359) ¥ = ¢ d — -f I' de) — He2tv(0) = o,

Pour les surfaces minima H=o, la sphére harmonique devient le
plan tangent a la surface et les cercles induits coincident avec les cercles
géodésiques, les surfaces périsphériques correspondantes étant des sur-
faces canaux. De méme, upe ligne de courbure qui est cercle géodé-
sique sur une surface est aussi cercle induit; on sait qu’elle est alors
sphérique, etc.

Le long des cercles induits, on a en général

P
dg H

(359) £=Hh= T

80. On revient a la connexion directement induite d’une courbe et a
une particularisation fondamentale en remplacant la sphére harmo-

nique H par la sphére de courbure normale A,, ce qui conduit a un
repére MNA,A,A, avec des coefficients ¢, au moyen de I'élation

A;=H-fM. A=A—tH-M i=b,=a,
On vérifie comme précédemment que
A, = am X 1 + kmX= Am < (m +2Rn).

On obtient ainsi les nouveaux coefficients

d!
s C3=0, Cp3=0by=ay c30= b3+ ;ﬁm = a3+ Gayn+ 3;5;'
36
( 0)( _b E’_ Gg_l_Eg _b _ —l—dG
Cro= — o = ayo— — cx=by—Eay =ay— Eay- d_ni'

Une rotauon autour du cercle osculateur [A, A,] raméne alors a une

paltlcularlsatlon osculatrice et & un repcre MNRSA, avec des coeffi-
cients d,

R= Ajcos} + A;sing,
S =— A, sind i Ajcosy,
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I'angle ¢ étant choisi pour annuler dy,; or on a les nouveaux coefficients

d .
(361) s d!3=023+ d—i:l’ d,o: Cso c05¢+c'n Slnq‘,

dyy=— cyo Sind + €39 cos Y = 0.

Pour annuler dj,, il faut prendre

d
e Agg —+ Ga’3+ d—'i
(362) langq;:%' =—
¥ @p— Eapg+ Im

Ce serait une vérification assez ardue, a faire sur cette formule, que de
retrouver

(363) tangd = tang(0 + ¥);
nous avons en effet appelé :

§ I'angle du plan osculateur a la courbe avec le plan tangent 4 la surface;;
¢ Pangle de la sphére osculatrice avec le plan osculateur;

y l'angle de la sphére osculatrice avec le plan tangent, et adopté les

notations

P =T% 13 »

< dp ~ ds
ds

tang 0 = é— = 5, tang§ =—

et il resterait a vérifier la formule donnée par Demartres

—-— +gh
(363 angy= 9 .
& _ kh

ds

Mais nous en sommes arrivés, dans la suite des modifications du
repére, & un point ou il ne reste plus qu'a répéter les derniéres opéra-
tions faites au paragraphe 63. On déduit d’abord de la comparaison des
formules

dr—f—{ég:dggdm:Coadm—l-dqh

Mais
cy3dm = hds = %‘:,

donc on a bien

(364) d¢=dz;+ds(§—%)=d:+do.
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Si I'on imagine alors qu’on a modifi¢ le repére MNRSA, pour obtenir
le repére naturel PQRSV, on trouvera les relations suivantes, entre les
paramétres ct les fonctions introduits, donnécs par

P = gm*- QM.
q —QL, dp=qgds - Ql.ds = Qdm,
@) = (Fl)=F () ) ca=on
Mais

q’=ir Qt=—dy== V/cj, + cl.

L'angle ¢ n’étant délerminé qu’'a un multiple de = prés, on pourra
prendre

(366) Q’=m=\/(“!°—5an lﬁ):—‘ (aao—‘—Gag:,—o- _‘JLE_)"',

dm dm

et 'on aura I'expression de la courbure conforme

—diQ - d_Q__ .
(367) c= le/m ')Qi,(dm) - —% (am—g—z—:_—s:)

En se reportant aux formules (345), on pourra exprimer finale-
ment tangd, Q dp, 1, ¢ au moyen des formes comitantes introduites
sur la surface et de leurs différenticlles, ou avee les coefficients de ces
formes ct les angles @ ou /cl\w; mais la complication des formules leur
dterait beaucoup d'utilité.

Nous remarquerons cependant qu'une courbe tracée sur une surface
sera uncercle pour dyg =\ ¢, ,+ ¢}, = 0, ¢’est-a-dire pour ¢z = ¢3y =0;
il y aura avantage i donner les expressions explicites de ees équations,
qu’on trouverait aussi par [M.(/M.d"M.d*M| =0

. WL ; ) 3o g 2o
(368) dmbicyy=W— .0 8 1¢ — -¢ d\ — ;‘\ d-¢ + e (e pd — 31 ),

(369) dmd.egy= ¢ N — 8@ det + ¢ (g Wy dB? ).

Nous poscrons

(370) J = ¢30 dmb, N = ¢y0 dms, tangy = %,

(') En désignant par I l'angle de deux sphéres osculatrices infiniment voisines, @ la
différentielle de l'angle ¥, cette formule est équivalente & celle de Demartres (loc. cit.)

T=0+86.
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J=o0, N=o0 sont respectivement les équations, en géométrie con-

forme, des courbes dont les sphéres osculatrices sont soit tangentes, soit

orthogonales a la surface, etles équations des cercles seraient J = N = o.
Les lignes sphériques ont pour équation

— 1
G, U= 35 an=o,
(371) -\J ded - e (NdJ —J dN) =y (N2 J2ed) = o,

et pour les lignes de courbure sphériques ¥’ =o, on retrouve aussitdt

tang¢ = const., & — ¢,.

81. Pour poser ou résoudre des problémes relatifs & des courbes
ou des familles de courbes tracecs sur une surface, on peut pro-
céder comme en géométric cuclidienne ot utiliser, soit des systémes de
Pfaff, soit les équations différenticlles d’ordre supéricur équivalentes
(Chap. 11, §§ 37 et suivants). Nous pourrons former les expressions
générales de 7M. ou d? "M, ou dff 'M par des formules semblables
a celles de la géométrie euclidienne; du reste, nous avons déja ren-
contré les équations différenticlles des courbes les plus intéressantes.
Comme nous utiliscrons des formes différentielles scalaires, nous conti-
nucrons a opérer en géométrie réduite, et n'aurons qu'a répéter la for-
mule (120) relative a une forme differenticlle

ar — AY Ill(:IM »oo A / N»dmr,
(372)

. , -
[ dai) = e — (m |A, ) "M , e pan T2,
avec
(372") alr+) = Vg A "T' {dM )P+ dm = 5(”2)'3
En posant

(373) ' M=n{"M-all'"N+afy"U- ol H+ "W,

ol =wa=dm, ®wi=0 (i#1),
nous aurons,
(374) p+| =dwg, 2”}1‘501 (i, =0, I, 2, 3 4),
B=—0y, Bu=0 (I#I),

By =— Wy (i=o0,1,2 3, 4).
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Pour les premiéres différentielles, il vient

(375) d‘M:M,"«‘M—v—d*mN+a%U—&-B‘o’)H—e(o’)W,

et, en tenant compte de (372),

L » .
mo-’ = (l/\o‘ - # d’m <+ Ti”l_ - Wy ag).)
SARE G dmd m .~ JdAP — A
=g 3o o wd = __02_5).._.,“552),
A2 2 E““)\“J)— i
3 — A e . [ A) []
o =dim— s T
A A i) @
b=d(-— e m— W05 B 0
(376) < ©i, d(dm) 1—dm,d m— - 8 it
CdA s e — a2y
- dm !
5:2) ‘9)
P
o~ Avg o dmdim . 3 d3 ) — 3V ,
=g 30 dm* + wyesid = .__9.;_.__"- + wygel,
|
o, =—ded' —dmdim =—3dmdim.

Nous rappelons du reste que

B v =, R B+ v Ay =R deP = adm dtm, ...,

377) A A
8‘0"'=—21'ﬁ?‘.w.,, ‘.’o'”——- 502)-“’12-

Nous avons ainsi calculé les coefficients de d*M; ceux de d*M sont
déja plus compliqués et 'on n’aura en général besoin dans les problémes
que d’une partic de ceux-ci, aussi nous ne poursuivons pas les calculs.

Si 'on cherche les équations des cercles an moyen des formules pré-
cédentes, on trouve
(378) dm.l

2, 2
ol B 6 —o

D gl (3
vy wy e

Représentons par [23], [34], [42] les déterminants déduits du
tableau; on obtient

P N

[23]= ey [34]1=I, [d2]=—4-

et 'on vérifie I'identité

(378) AJ =P +3®N.
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Les équations J =0, N=o0 sont donc bien celles qu'il convient
d’employer dans la recherche des cercles. 11 scmble du reste asscz diffi-
cile d’aborder avec ces équations la théorie des surfaces cerclées, qui a
été étudiée directement dans d’importants Mémoires ('); rappelons
quil y alieu en particulier de distinguer parmi elles les surfaces péri-
sphériques (enveloppes de sphéres i un paramétre), caractérisées

par ®,,= o0 ou G'* iB*: o etles cyclides de Dupin, pour lesquelles @},
s’évanouit, ou B =0 (). Aussi on serait amen¢ i étudicr d’abord les
surfaces pour lesquelles les équations des cercles ont des solutions com-
munes avec y,)’=v; de méme avec 3, =o, les ¢quations (377) per-
mettant alors d'importantes simplifications.

82. Les cercies innurts. — Clest sur les cercles induits que nous
allons revenir; on peut en effet chercher si des surfaces, distinctes au
point de vue conforme, sont susceptibles d’une représentation I'une
sur 'autre au moyen de tels cercles. Nous rappelons I'équation

(355) W) dN—INdsg e =

Suivant une indication de¢ M. Cartan, en remarquant que I'équa-
tion ¥" = o0 admet pour solution singuliére I'équation des lignes iso-
tropes, la représentation cherchée, qui conserverait les cercles induits,
conserverail aussi les angles. .

Aussi on peut d’abord chercher, en abandonnant la connexion induite
des surfaces, une autre connexion donnant les mémes cercles. Comme

N = wy) dorg, — wgg dngy = ¢ wyy.

avec un repére canonique (uelconque, et qu’on pourra toujours, dans
un changement de connexion, choisir le nouveau repére pour avoir les
mémes composantes wgy, o, 2, Wgo=0 (*), le changement de con-
nexion (superficielle) ne¢ portera que sur w,o et m,, et devra conserver

la forme
B = Wy Wgg— WG Wyg.

Caractérisons donc le premier repére de notre connexion induite, avec
particularisation canonique, par des coeflicients w ct le repére corres-

(') G. DrManTRES, Thése, 1880, — A. BEsskRve, Thése. 1915. — E. VEessior, J. de
Math. (loc. cit.).

(*) G. THOVsEN, Thése (loc. cit.).
(3) Cf. E. Crrran, Les esnaces a connexion conforme (loc. cit.).

TIHESE DELENS 1
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pondant d’une autre connexion par des coefficients w, soumis aux res-
trictions indiquées.

M. Cartan a suggéré la recherche d’une connexion particuliére (1),
que nous appellerons circulaire, conservant les cercles de la connexion
induite et pour laquelle les composantes du tenseur de courbure satis-
feraient a

. : Usp = Usyy = Osp, = Is;» = 0.
Comme
Woo = O, Wy = Woyy W, = Wog, “!1:? wyg,

il restera seulement a satisfaire a

— 00 = [®01810+ B0 B0 ] = o,
. 31 = ) s — [ ®01 B20— B2 W0 ] = 0.
Or,on a
— Qg0 = [ w01 w10+ woatrge] = 0.

Qsia = w’{ 2 [wos Wsp— wnzww] = [wmmq:];

d’on les conditions a satisfaire par w,, et @a,

[wo1(®)o— wy0) + W2 (Bra— wyg)] =o,
‘ (379) [ 001 (10— t20) — Woa(BWio— W1y) — Wy W2 ] = 0,
Woy (Ba0— Wag) — Woa (By9— Wy0) = (:.

1l s’ensuit
‘ Wyo = Wyo -+ % Woy,
(379') y

1
' Wgo == Wgg -+ ~ Woy,
b N 2
et 'on vérifie qu'alors

{ Hso = ®) y— [B12B30] = 0} g — [W12w0] = D510,

Isy = &5y — [B21®B10] = why— [wy w10] = Qsn.

(380)

Les composantes du tenseur de courbure superficiel sont donc, pour
la connexion circulaire, les mémes que celles relatives a la connexion
induite, sauf Il,,, qui est nulle. La transformation conforme définie a la
surface par le tenseur de courbure, dans la connexion circulaire, est
alors réduite & une élation de centre m, dont l'axe est tangent aux

. A
lignes G | dM = o.

(') On pourrait aussi rattacher ce probléme 3 la théorie des équations différentielles.
Cf. E. CArTAN, Sur les variétés a connexion projective (Bull. de la Soc. math. de
Frante, t. 52, 1924).
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Notre analyse laisse de coté les lignes pour lesquelles a} + a3 = o, les
spheéres en particulier; on aurait pu étudier simultanément tous les cas
avec une particularisation seulement semi-simple; mais on voit aussitot
que pour les sphéres toutes les composantes II, comme toutes les compo-
santes 2, sont nulles.

Dans le cas général, si deux surfaces sont représentables I'une sur
I'autre par cercles induits, I'égalité des composantes Il,, et II,,, relatives
a ces deux surfaces entraine celle des composantes Q,,,, 2., Qs,, chacune
a chacune; les deux surfaces doivent donc avoir méme tenseur de
courbure ('). Mais, plus exactement, ce sont seulement les tenseurs de
courbure d’élation qui doivent étre identiques; aussi les cyclides de
Dupin, pour lesquelles le tenseur de courbure d’élation est nul, sont
représentables par cercles sur la sphére.

L’interprétation géométrique de la connexion circulaire attribuée a
une surface nécessiterait sans doute l'intervention d’un espace supérieur
ou serait plongée la surface.

83. Nous avons fait remarquer que la notion de réseau angulaire de
lignes subsistait en géométric conforme; on peut donc y parlgr des
sphéres F ¢t G attachées a un tel réseau comme front et guide réduits,
et, dans le domaine de la géométrie réduite, introduire une notion ana-
logue a celle de déplacement paralléle en géométrie euclidienne induite.
Clest seulement avec les cercles induits qu'on pourrait introduire une
notion plus générale valable pour la géométrie superficielle induite.

Nous n’étudierons la théorie des réseaux angulaires que pour deux cas
simples.

Réseaux 1sothermes et réseaux a géodésiques canoniques. — Le
retour aux formules euclidiennes

A A N A |
(272") fo=1f+ JV.logl, gv=8 — Y, logL (Vs euclidiens),

qui donnent par changement de repére en géométrie réduite,

=1 +JV,,logL, go=Jfo,
=1+ Vo go= I,

(') Les surfaces déformables avec conservation des cercles induits dépendent de
six fonctions arbitraires d’'un argument; les lignes caractéristiques de cette défor-
mation sont les lignes minima (Remarque de M. E. CARTAN).



— 164 —
suffit & montrer par

(381) I= rot; g = div,f = rot,go = div,fo,

que la condition d’isothermie 1.=o est la méme en géométrie eucli-
dienne et en géométrie conforme; mais on a
2
(382) F=%32m><f.,+(fo><vslogL)m"g, G = JLF,
et par suite, exactement,

I .
(381") Iy= i =rotg G = diva F,
ce qui permet de rester en géométrie conforme et de répéter, dans cette
géométrie, les théories élablies en géométirie euclidienne. e cas le plus
intéressant, déja signalé, est celui ou le réseau principal est isotherme;
nous avons vu

(341) 2rotna-=zdi\n/1\‘=—givn3;

donc la condition pour qu’une surface soit isothermique peut s’écrire
(383) G | VaB = o,

ce qui donne en géométrie euclidienne une équation en J,

(383) gWZ(VIH—V,logL.¥,H)=0 ou gw3V, (Yiﬂ) =o.

Tant qu’on reste en géométrie canon’iquc, ou I’élément linéaire dm?
est fixé, les réseaux isothermes ne donnent, pour la représentation con-
forme, que les résultats qu’on pouvait obtenir en géométrie ‘euclidienne
a partir du ds*; l'étude de la représentation sur la sphére, en parti-
culicr, n’est pas facilitée parce que la sphére échappe a la particula-
risation canonique. Mais on peut prévoir P'existence de surfaces pour
lesquelles le dm? scra réductible a la forme

(384) dm = du? | dug= L dst.

Ce probléme se rapporte en méme temps a I’étude des réseaux a géodé-"
siques canoniques pour lesquelles on peut encore répéter en partie ce
qui a été dil pour la géométrie euclidienne. Cependant, aux surfaces
développables, K=o, de cette géométrie correspondent en géométrie
canonique celles pour lesquelles

(383) —Q="12u441=rotlgF =—divg G = 0.
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On a, du reste, exactement, en géométrie euclidienne, d’aprés (382),

Aslogl.—K
(386) —Q=

[J’ !
aussi ces surfaces sont caractérisées en géométrie euclidienne, ce qui est
bien d’accord avec (277'), par

(385') Aglogl = Hi— L = K,

soit une équation aux dérivées partielles relative a ’homographie J; ces
surfaces ont méme degré de généralité que les surfaces isothermiques.
La condition (383) est indépendante du repcre; supposons-la réalisée
pour le repere principal, par exemple; on a alors

JAY
F=Vea, a=a(u,, u),

et pour un autre repére, .
' A
F = Vpa + Vgo.

On peut donc déterminer {q:, a une constante prés — ce qui définit un
réseau angulaire — pour que le front F attaché a ce réseau soit nul; un
tel réseau peut étre dit totalement géodésique et est aussi isotherme;
le dm?, rapporté aux repéres d’un tel réseau, a bien la forme (383), et
ceci correspond aussi aux expressions (176) données en géométrie
euclidienne: ici,

. g =V, logL. K = A logl,
w i

A (v =Aduy) =1, Ar( 1)) = Ap( ) =1.
1 1 1 1

On aura encore des surfaces particuliéres si le réseau principal est
géodésique, ou seulement comprend des géodésiques; les formules (284')
ou (389) indiquent alors I'axe de I'élation du tenseur de courbure. On
retrouve ainsi les surfaces périsphériques si cet axe esL tangent a4 une
ligne de courbure, et les cyclides de Dupin si le tenseur de courbure
d’¢élation est nul, le repére principal étant alors totalement géodésique
ct isotherme : ces cyclides sont donc des surfaces Q = o isothermiques.

L'analogie avec la géométrie euclidienne ménerait ensuite a I'étude
des dm? correspondant aux ds? de révolution, et aux transformations
conformes infinitésimales attachées a ce cas. Mais I'intérét n'est pas le
méme en géométrie conforme & cause de la différence des déformations
euclidienne ct conforme.
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84. Les courbes d’un réseau angulaire canonique étant celies d’un
réseau angulaire euclidien, on peut mettre en évidence les propriétés de
ce dernier par une modification de repére, analogue a celle commencée
au paragraphe T9 pour une seule courbe; on fera pour cela la particula-
risation géodésique par I'élation (annulant ;).2),

2
(387) A=N,—G:M, A-=Ny+GM, I=W—6-FM L-—a,

qui substitue aux sphéres normales canoniques d'un réseau les sphéres
de courbure géodésique (euclidienne) des courbes de ce réseau: en
géométrie euclidienne. on pouvait considérer les cercles de courbure
géodésique, tracés dans le plan tangent en un point m et v formant un
faisceau linéaire: au licu de cela, on considérera le faiscean | A, A,] de
sphéres, ou bien, sur la sphére H, 'image du faisceau des cercles géodé-
siques, donnée par un faisceau de cercles harmoniques; ceux-ci passent
par M et le péle I du nouveau repére, dit péle (harmonique) du
réseau. '

[(G+6EM)H)
Particularisations attachées aux courbes tracées sur une surface.

La particularisation géodésique est attachée a un réseau comme on le
voit en essayant de faire un changement de variable géométrique (homo-

thétie)
M==z M,
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pour ramener dM & une forme quasi canonique
AM = wo, Ay + 0pg Ay (Wgo=0).
11 faudrait, en effet,
S | |dM = o,
x
dz
7 = GldM = ay,,

et ceite condition ne pourra étre réalisée que si 'on a la condition d’in-
tégrabilité

— rotgIp = rotg G = o, @i, =o,

c’est-a-dire si le réseaun considéré est isotherme; dans ce cas seulement

—:IR=G=VRV’ (i-—z-=dv, '\
(dM)2 = dm2 = z° dm* = rtl2 dst,
le péle du réseau peut servir de péle a la surface pour une particulari-
sation nouvelle (quasi canonique) ('). On a alors

dp=gxdm=g,<dm—+dlogL =d(v+ logL\),

1

et 'on peut prendre, avec les formules (176),
dst= e~ (dul+ du}), dmi= l'_z (du? + dul).

On obtient évidemment des réseaux angulaires intéressants quand le
poleIdu réseau coincide avec un des points particuliers mis en évidence

A
sur la sphére H, ou reste sur le cercle [MIT], etc. De méme, on peut

(') La particularisation géodésique semble indiquée pour I’étude des surfaces isother-
miques; I étant le pole principal correspondant, on retrouve la particularisation inci-
A
dente; on peut aussi dans ce cas employer le pble de contact T, Tg =— 2G étant un
[

gradient. ‘
En général, pour un changement de pdle donnant une particularisation quasi cano-

nique (conservant wy, = o),
2

M=zM W-= é(w_z— z;n), ZIM=Z|W=o,
il est nécessaire et suffisant que
rotgZ=o0, Z=—Vnlogz,

et I'on peut alors faire varier le pole W sur le cercle [ZH] en choisissant un nouveaun
paramétre X (z).
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utiliser ce péle I pour des assemblages de réseaux; considérons ainsi les
assemblages qui feraient décrire 4 I un cercle de la sphére H; pour un
autre réseau, on a
G=GG+9 Vn g
'2
I'=W—G— G—_,- M
ou
Ar(¢) + >F | Vag
I'=I-—mvl\§—-l M.

2

Soit A une sphére orthogonale 4 H découpant sur cette sphére le cercle
envisagé: si
A =aM -+ b(Fcosa + Gsina) +cW,

on devra d’abord avoir A |I= o, donc
(3881 A=MhFcora+ Gina - Gisina. M)+ r(W+ %iM),
et alors la condition A |I' = o donne

h(F cosa + Gsina) | I Vyo 4 %(An(q) + 2F|Vn<p) =o0
AW
ou

(389) (r‘+bsina)F,\'w-—bcosaGan;+(;‘An(q):o,
1 ~

condition d’assemblage trés générale, les coefficients b, ¢, a étant arbi-
traires. .

Si ¢ =o, la sphére A passe par M (et I), donc fait partie du fais-
ceau [A A, |, et la condition imposée 4 o donne des réseaux incidents:
on examinerait de méme les conditions exprimant que A passe par W, T

’ . A
ou I, ou contient le cercle I:MIT:!, etc.

85. Les compLEXEs HAnvioNiQuEs. — En géométrie euclidienne, a coté
du réseau des géodésiques, d’équation T'=o, nous avons développé
(Chap. 11, VI), une théorie des réseaux angulaires, définis a partir
d’un faisceau de courbes, de front f, autrement dit a partir d’un systéme
dc vepéres, par une équation différentielle

I'— N (f < dm) =o.

Nous avons briévement repris cette théorie en géométrie conforme
canonique, comme on pourrait la reprendre avec toute autre particula-
risation. Plutot que les premicrs membres des équations précédentes,
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les expressions intéressantes sont d’ailleurs

,(_l;) =my=o+dp, | % —fxdm=ds (oqs €t @y euclidiens)v

comme le montre 1'usage de la différentiation extérieure
, |\ 4 3 "
——I\[!ﬂﬂﬂg] Wi — (_—“)) ’ (Il?):o,
En géométrie conforme, nous avons aussi considéré
A

A
T :m”:l-)u—l-llq. -, —F '{M:(’?-
)

L
(

S

&
— Q[!ﬂmﬁ!oz] = m',._, = (e—\_,) y ((/?)’: 0.
A 1]

mais seule la forme do est un comitant dans un changement de variable
par homothéiie M'= M. Il faut aller jusqu’aux cercles induits pour
trouver une ¢quation invariante par ce changement, soit ¥ = o, et c’est
seulement I'expression —“;)—, qui est alors comitant absolu, car elle se rat-

a N
tache a la connexion induite et a la particularisation fondamentale, mais

ne dépend pas des particularisations suivantes. Or, nous avons

v b A\ PN e 1 de?
—+ul = — - = — —ui =do,— -w y e
s"of" :::s + My 2 ) &g E"' Dad 12 12 gl2) ot )
(390). ! ®yy dvrga— wg> dwg,
39 w0 = dwyy + 5. de = ’

. w2, + wi,
gy dwg - oy dwgs
3 p ?
wi, ~wi,

WP = iy g9 — Woa ).

A coté du complexe des cercles induits, défini surla surface par
I'équation du troisitme ordre 'I'= o, nous allons considérer la famille
de courbes, définie par rapport au repére (de composantes w) par
I'équation '

()
. m;/ _ “3) _
(191) dm? T = dm./l(dm) =

Soit donc, en géométrie canonique, un systéme de courbes coor-
données pourvues de repéres MN,N;HW, ou un seul des faisceaux
orthogonaux formé de 'une de-ces familles de courbes: nous appelons
complexe harmonique Vensemble des courbes satisfaisant a P'équa-
tion (391), ¢n négligeant la famille singuliére formée par les lignes iso-
tropes. On a donc

(3929 de = ey dm. T=ram -3y (€. 0 cOnstantes),

le long d’une courbe de ce complexe: dm étant 'angle de deux sphéres
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harmoniques infiniment voisines, un tel complexe a bien une signifi-
cation géométrique: il comprend aussi le réseau angulaire défini a partir
du faisceau initial. De méme qu’en un point de la surface un réseau
angulaire est représenté sur la sphére H par un faisceau linéaire de
cercles harmoniques et le second point I commun a ces cercles ( pole du
réseau ), on pourra en tout point associer & un complexe harmonique un
réseau de loxodromies tracé sur H.
En notations cuclidiennes, ceci correspond a

(392") dy=cyLds, 9=co[Lds~+ 9.

Nous rappelons que dans un changement de variable par homothétie,
M=uM, dm’ = x dm,

. do . L. .
I'expression T n’est pas comitante; on vérifierait qu’on a seulement

dps  dlogxr dy A’y
am” * Tdm’ W__ dm?

(@) @

En revenant a une particularisation fondamentale euclidienne

I

2
X __
ne=1

1
M, r=1 ds = i dm, £ = zred),

on aurait donc a considérer 'équation
d'y _ dlogL de o

ds’ ds ds
qui donne bien la solution indiquée.

L’expression que nous considérons,

s id 2)
dm"(d ¢ 1 dp di_)’

dm: 2.dm &P

a bien au contraire la propriété d’invariance voulue (*). On pourra, par

(') Il y aurait lieu de développer les expressions analytiques invariantes pour le
changement de variable géométrique; c’est d’abord la dérivée logarithmique qui permet
les formes les plus simples; on reconnaitra cnsuite I'intervention des dérivées de
Schwarz

' a3 (YN =¥ _3(XY
By =5-3)

Y
avec les expressions plus générales

ol dm? =g},
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suite, prendre pour l'équation différentielle du troisi¢me ordre d’un
complexe harmonique tracé sur la surface

2)
(393) :': — o+ - w.,"‘T — =
0

équation qui sera valable pour une particularisation fondamentale quel-
conque.

86. Le terme correctif ajouté a I'équation des cercles induits est

(— VaF + GF — M) | (M)
de noyau

(394) TVnF+GF—M<'1=_(vwF+M(:;)=_m,

R est analogue; & un degré supérieur, de ce que nous appelions front
pour un réseau angulaire, et ce noyau du second ordre est un comitant
d’'un complexe harmonique; I'équation d'un complexe harmonique
pourra encore s'écrive

(303) W — ' R | (dM)? = o.

L’équation des cercles géodésiques canoniques correspond a la substi-
tution de V,F & (R, ce qui correspond bien & ce que nous avons trouvé
pour les cercles géodésiques euclidiens, mais tous ces cercles géodé-
siques ne sont pas attachés a la seule particularisation fondamentale ;
dans R il y a une partie sym¢trique et une partie alternée gu'on peut
négliger quand (R agit sur une expression symétrique, (dM)? par
exemple.

Si, pour une courbe du complexe harmonique, on a

M = N dm.
4 2
RINt=R|(N—-G'M)2=o,
la sphére de courbure géodésique de la trajectoire orthogonale est

orthogonale a une des sphéres R, ou R, qu’on peut mettre en évidence
dans la partie symétrique de (R,

N
S‘R = RIRZ’

et la sphére de courbure géodésique U+ GM de la ligne considérée,
tangente & une de ces sphéres. La ligne présentera un sommet induit,

puisque au pomt considéré I'équation du complexe se réduira a celle des
cercles induits.
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11 semble qu'il y aurait licu, pour pousser plus loin I'élude des com-
plexes harmoniques, puis de leurs assemblages, d’étudier la distribution
sur la-sphére H, des poles transnaturels J attachés a chaque ligne du
complexe, et leurs relations avec l¢ pole canonique W de la surface, et
le pole Idu réseau angulaire compris dans le complexe: dans la particu-
larisation géodésique tangente d’une courbe, nous avions d'abord consi-
déré un podle intermédiaire

G?
A W-—-GU-— y M,
et pour le péle du réseau, nous avons

G . -
I=W——-G——;—‘M. G--—G'N+GU.

Pourles courbes d’un réseau, A, appartient aux sphéres NetU + GM,

donc décrit le cercle découpé sur H par la sphére W — iG, etl’on forme

facilement 'expression de A, en fonction de o: mais, méme pour ¢
conslanl, I'expression de J est déja compliquée.

Il resterait enfin a metire en évidence les relations du tenseur de
\

courbure avec la forme différentielle —;, mais nous n’avons pas non

~t2
plus résolu ce probléme. ’

VI. — Contact et applicabilité des surfaces conformes.
Tenseurs de courbure.

87. Nous procéderons comme au Chapitre 11 (§ 34) en considérant
une position initiale E,E, E; E,E; du repére mobile MN, N.HW eNup-
posant que le. déplacement de celui-ci dépend des coordonnées abso-
lues X, Y de son origine par rapport au repére fixe, la troisiéme
coordonnée absolue 7 étant la fonction des premiéres variables définie
par I'équation de la surface

L=f(XY)._

En coordonnées pentasphériques homogénes, les coordonnées ¢, z,
¥ 3. u de l'origine étant liées par la relation

£ Ay A 2ot = o,
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ceci donne en coordonnées absolues

I _z _u
X=3 Y= =5 U=p

X2+ Y2+ Z2+2U =0,
(395) Us— 3 (Xt+ Yot f1),
qui fait connaitre U apres Z.

Nous restons en géométrie canonique, wyo= 0, et avons déja établi
81) les relations successives par rapport au repére mobile

dM = . (v)0|N| + weN, <
dPrM = o F'"M + ol H'N| 4 of FI N + o H + w““‘”W
( o) = O, Wy = v uy,) =, =0 (i=0,3, 4),
396)
Wiy = — 0y, Wyj = — Wjg,
(p+1) ___ p)_, (p)
ol = ‘l“’oi ) Zw,lww.

]

Par rapport au repére fixe, on a
(397) M = (E)+ zE,+ yE," . zE3+ uE,,

pour revenir aux coordonnées absolues, nous poserons

MZtP. P=E0 \ E|+ Y E_! + Z E3+ U E‘,
dp = . dx'aEl-i-dY.Eg-l- (lZ.Ea+ dU.E‘,
dr+p = . . . dpr+1 Z.Ea +dr+1U .EA.

Aussi, avec
(395") drriM = nl‘H-l)Eo + -r‘t{H-l)El — n“’*"Eg _(_'-']I:{H-I)Ea _i_-q‘f+l)E* = dr+1(tP),

on aura les formules
(‘J+l)-- d[’+lt
(3g8) { npr"=X.drtit~ (p+1)dX.drt, npri=YX dl’+‘t+(p+ 1)dY. dpt
’ﬁ‘,{"’"” —_ dl""'(tZ). 1\‘)+l)—- dl""'(tU)\

En supposant alors la coincidence initiale des deux repéres, nous
obtiendrons, en égalant chacune a chacune les composantes w{'' et
n,”'"" el tenant compte des simplilications successives, une suite de for-
mules valables pour les valeurs des paramétres et des fonctions
en E,, et calculables de proche en proche. On a d’abord

M —‘En. N|-—E]. Nz: E;, H—‘:Es, W=El,,
\
(399) , t=1, A=Y=4=U=y,

o=dt, woy = dX, wp=dY, o=dL, 0o =dU,
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puis .
(400) AR = d2e, dwyy— wy3 93 = 0, diog— wgy = 0,
3= a2, —ep=d2U.

On voit donc que d*M n'a pas de réduite, que les différentielles
de wg, et wy, se calculent comme des noyaux dérivés réduits, les for-
mules précédentes donnant aussi

(400") di=90, dop+wiy=0 ou A=o.

Comme nousl'avons expliqué au paragraphe 34, et comme cela résulte
de la formule (372), le calcul des différentielles des formes comitantes
se poursuivra comme celui des noyaux dérivés réduits; nous avons sur-
tout en vue les différentielles de Z; il résulte des formules (376)

(4o1) AP - 0o = die, S oneed =L,  o=dVU.

On a vu que

«

A
(323) 8V =— 2042 7(";
donc nous poserons

A
(402) BL = w3esP) — 20,975 = o).

Nous avons déja rencontré cette forme symétrique ¢'* au para-

graphe 67, dans les particularisations du repére; elle était introduite
dés la particularisation simple, mais c’est la particularisation canonique

qui lui a donné comme hessienne d,”’, en la privant d’un terme wy 8,}';

avant la particularisation simple, on avait en effet

) 9
D) D = (af + o} )EC) | BO),
ensulte’

D | Dv) = E® | Ee,
Ce n’est qu’aprés la particularisation canonique qu’on a eu
VaEW=0, D®[VaD#=o ou D¥|D0I=o.
Or, en posant
PP = Fw f(dM)“, F6 = DG+ E@B,
il en résulte bien

(403) D@ T FB) = o,

88. Les formules donnant les valeurs suivantes des coefficients de
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drt! M restent assez compliquées, malgré leur mode de formation régu-
lier; on utilisera la réduction de la formule (272) a

dalP) = glp+1)

(mais, pour éviter des confusions, nous n’emploierons pas cette nota-
tion pour les n”’ ou w).
D’autre part. on aura seulement

(404) wp=(p+1)wgofy, A= (p+ 1)wewif],

tandis que les égalités o} =n{"", ;"' =n{""" donneront des for-
mules de réduction valables pour la suite des calculs. On calculera
ensuite

(405) drie =m0 = o) = duffy + pA off] + wsewlf), |

puis

wif ) = dw“” +p6""w“” — wgouwlf),

(406) wlpF = dwlp) — p e wlp),

les égalités oly' ="', wfy"=mn{"" donneront alors drt'Z et
dr+* U au moyen des différentielles précédentes des mémes fonctions et
de ¢; pour U, on pourrait aussi utiliser I'équation (395).
On arrive donc aux formules d’accroissements des fonctions ¢, Z, U:

1 “ [ S 79\
At = ;——!)\”“—i— :‘—}-!(A.{”+w;08‘0")+...,
(407) + AL = ;—-' 8+ 3!%‘”+...,
' AU =—2l! g4 0 4.,

.

et 'on a alors pour I'accroissement AM

AM = dM + AI.E0+AZ.E3+AU-EL.
La formule

(407") AZ = ﬁagn'-;- 319+ =AF(X, Y)

est suffisante pour I'étude du contact des surfaces en un méme
point E,, la sphére harmonique E; étant d’abord rendue commune aux
surfaces; pour les contacts des divers ordres, il restera a exprimer les
égalités chacune a chacune des formes différentielles du développement
de AZ, jusqu’a l'ordre considéré inclus. En particulier, une seconde
approximation d’une surface (la premiére étant la sphére harmonique)
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est donnée par la cyclide de Dupin d’équation

Z=:(Y1—X2).

Pour les conditions d’applicabilit¢ des surfaces, on peut utiliser la
forme F®) précédemment introduite

(402") . FOl= DO—E®B = Vad —(Up)B.

La condition de symétrie (a droite, celle 2 gauche étant acquise)
de F(3) est

—F0 | 9L =roty @D + INB = l'Otn@—?(D/ﬁ' = 0,

D’autre part
A A
FO = EXB—>»GUF = BUzg—2FG,

2
et en formant F*)| U, on retrouve

N A
F3 Uy =B —26F =12B,
A
=—12GF.

Les conditions indiquées an paragraphe 77 entre les formes Uy et M,
conditions d’apolarité et conditions d’intégrabilité, reviennent donc a
des conditions portant sur D) et F'* (ou 6" el ¢ ), exprimant que Ja
premiére forme est la hessienne (équilatére) de la seconde. Dans le cas
général des surfaces non isothermiques, ces deux formes suffisent pour
la determination de la surface au point de vue conforme. L’applicabilité
du second ordre entraine donc en général I'identité conforme, celle du
premier ordre correspondant a la représentation conforme (').

89. Nous nous contentons de donner, en géométrie canonique, les
formules les plus simples relatives aux tenseurs de courbure. Nous avons
indiqué, au paragraphe 66, diverses formes des homographies € et 3¢;
en géométrie réduite on utilise une homographie

= I

| 1 H 1
W= 090 = 203Ny Ny = dyN;.N; + dg N..N,

qui, tirée de Iy, introduit une nouvelle décomposition de celle-ci; il

(') Cf. E. GarTaN (loc. cit.) I'étude des applicabilités el isomorphismes; la repré-
sentation conforme sur la sphére échappe a vrai dire 2 notre analyse.
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s’y associe le lenseur correspondant
Hrr=— Q[ way wo: ] N,

mais celui-ci n'est qu'une partie du tenseur de courbure de rotation
superficiel Jps .
Ky = [0 0, ],  1=—Q—2u.

qui n’est lui-méme qu’une partie du tenseur de courbure superficiel .
On pourrait voir, comme en géomélrie euclidienne, comment les diverses
parties J€ se groupent dans les tenseurs JC, mais nous nous contenterons
de rappeler quelques formes du tenseur J¢;

. ’ | B s |
(4"8) ¢"£\~Jt’m=—;3€|_=—(2‘€g,3€x = dH.dH.

ce qui correspond a
[6H.dH] = [w3ot3, | [MN, ] + [w3o w32 ] [MN,] + [w13093] [ N2 Ny ]

et est un calcul au moyen des éléments externes; Ky, pouvait aussi se
calculer avec les éléments externes aux éléments réduits, puisque

|3 M.dx W — g M.3y W]+ [5x H.4gH ]
= [wg1 Wae— Wy 010+ w305, | [N, N, ]
=— Q["hu"’uz_] [ NsN, ]
La formule la plus simple pour K, s’obtient en Lenant compte de la .

. A .
relation entre B et F, qui donne

[3H.dH] = — (2] MF] + [N.N,)) [0y 00

( A r |>| 1 ]
(409) chz—,/; ')MF+N1N| N. N,ISM.dM.

ou sont bien en évidence I'élation et la rotation; mais la forme (408)
montre que le déplacement attaché au tenseur de courbure se réduit en
véalite a une rotation seulement autour du cercle [6H.dH] ou [MHT];
nous avions déja signalé I'arbitraire des décompositions du tenseur de
courbure en géométrie conforme : c’est relativement au repére employé
que sont valables les dénominations élation et rotation que nous avons
conservées. Le cercle [MHT] pourrait s'appsler cercle de courbure de
la surface; en utilisant

[6F] = G2[N,N,).

THKSE DELENS 12
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on obtient pour ce cercle, dans le cas général, la forme

(410) [sn.dn]=—L“i;\-'”°—’] [(»G6:M+@)F].
G?

90. Malgré les analogies parfois étroites qu’on retrouve dans la géo-
métrie des surfaces quand on I'envisage successivement du point de vue
euclidien et du point de vue conforme, un calcul détaille montre aussi
des divergences profondes. Mais la comparaison que nous avons faite a
encore un but, c’est de préparer I'étude des variétés dont les éléments
générateurs sont, soit les semi-spheres de Laguerre, soit les sphéres
orientées de Lie, desvariétés a un et deux paramétres principalement (*).
Les méthodes du calcul géométrique s’appliqueront facilement aux nou-
veaux problémes qu'on rencontrera, car la semi-sphére peut étre traitée
comme un point euclidien d’un espace supérieur, et le point de I'espace
euclidien usuel n'en est qu’un cas particulier; de méme la spheére
orientée est une geénéralisation de la sphére-point, et la comprend
comme cas particulier (?). Au point de vue du calcul gécométrique, la
sphére orientée peut donc étre représentée comme le carré d’un élément
qui symbolise une semi-sphére, et rentre dans une famille de tenseurs
symétriques du second ordre, produits de deux tels éléments.

Semi-sphéres et sphéres orientées jouent d'autre part un role phy-
sique important dans la représentation des ondes, et 'on sait que des
transformations de contact sont attachées a la géométrie des sphéres de
Lie. Mais on doit s'attendre aussi, dans ces espaces supérieurs qui
contiennent les espaces plus familiers que nous avons parcourus, a des
explications géométriques des transformations analytiques effectuées
dans ces derniers, des changements de connexion en particulier; c’est
ainsi qu'il existe, dans la géométrie des sphéres orientées, des variétés a
deux dimensions pour lesquelles la connexion induite peul étre en
méme temps une connexion normale de M. Cartan. On peut donc
espérer que les méthodes précédemment exposées trouveront de nou-

velles applications, et aussi une adaptation, dans des recherches inté-
ressantes.

(1) Cette étude est commencée dans des Mémoires récents de W. Blaschke, G. Thomsen,
T. Takasu.

(2) En dehors des études avec coordonnées, ¢f. E. MULLER, Die Geometrie orien-
tierter Kugeln nach Grassmannschen Methoden, Monatsh. f. Math. u. Phys., IX

—l> ) CR——



NOTE.

Les changements de connexion euclidienne des surfaces.

Nous n’avons, au Chapitre 11, étudié les surfaces qu'avec la connexion induite
douée, comme on sait, du parallélisme de M. Levi-Civita. Mais M. Cartan a montré
qu’un (/s? donné était susceptible d’autres connexions euclidiennes, avec des trans-
ports par équipollence dillérents,

Partons d’une décomposition du /s> d’'une surface coriespondant & un double
faisceau de lignes coordonnées orthogonales

2
(dm = ds’ = v+ wi,

et employons des lettres surlignées pour une connexion euclidienne du ds? autre
que la connexion induite (nous n'utiliserons ici que des vecteurs et déplacements
superficiels et omettrons l'indice s précédemment utilisé). On pourra prendre

Oy =Wy, 0= Wy, dm = dm,
et il n’y aura changement que pour wy,; avec

(411) w;y=1x dm, g=5?',

toute nouvelle connexion correspond 4 un champ de vecteurs f (ou g) arbitrai-
rement donné sur la surface. Au lieu de ' ’

0| —[wg0] =0, wy—[wyw]=o0, W)y = Oy,

on a maintenant

w| — [;n;z] = En ‘?9_ [-“.’21 ;1] = 62» ;’l 2= 6u~

En tenant compte de

W1 = Wy, 0y = wy, ) = w), Wy = wy,
on obtient
2, = [(w;,— wy2) s}, 2, = [(wg — wy) ], Q)= Q45+ W)y — w0},
—_ — -— —_ ’
o _; _inl-PQ,w, 5 -0, — 910)1-*—0’0)2 .
12 12 — [(.010)’] ’ 12 12 [(010)2]
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Eq introduisant le nouveau champ de vecteurs d (ou e), tel que
(412) t—f=d. e =Jd.
on voit que les formules obtenues pour la nouvelle connexion correspondent a

(d;);: ﬁ,a. -+ 5_.&2 =[wwm,]d =A8.d,

(413) — - -
Qg=— K[U)' ll)g], K = K + rotd.

A partir de la connexion induite, le champ d définit complétement la nouvelle
connexion et le nouveau tenseur de courbure, qui comprend ¢n général une
courbure de translation. ou torsion, et une courbure de rotation. On peut
appeler vecteur de torsion .

4 (dm)'
T as

et 'on distinguera les cas particuliers suivants :

(a) d est un gradient; le changement de connexion a introduait une torsion
sans changer la courbure de rotation; si I'on pose

d —V;. i:f-{-";_. K =K.

le champ f est le champ de fronts correspondant & une décomposition du ds?
déduite de la premiére par une rotation d’un angle ; du repére initial.

(bh) d=f. t=o. h = o,

le champ d est le champ de fronts correspondant aux faisceaux coordonnés con-
sidérés et au réseau angulaire attaché. On retrouve d’autre part la connexion
sans courbure (de rotation), o le parallélisme est une notion absolue, indiquée
par M. Cartan (1). ‘

Il est important de remarquer que les connexions arbitraires que nous venons
de considérer sont, méme la derniére, attachées a un réseau angulaire et
n'auront d'intérét gne si ce réseau a un role géométrique (ou physique) particu-
lier. On pourra, dans chaque connexion. définir des faisceaux de directrices ou
de lignes de front par les équations

fxdm:::u:o, c;,,=o,
des géodésiques par I'équation
- [dem] =0 ou ;u+dqa =o.‘

Les directrices sont naturellement indéterminées pour la connexion (&), et pour

(') On pourra consulter sur ce sujet différents Mémorres de M. E. Cartan, avec un
exemple tiré de la géométrie de la sphiére; en particulier Les recentes géneralisations
de la notion d’espace (Bull. des Sc. math., t, XLVIII, 1924).
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cette connexion, I'équation des géodésiques se réduit
dp =0 (9 = const ),

donc les géodésiques sont les lignes du réseau angulaire considéré; dans le cas
général, des géodesiques d'une nouvelle connexion ne pourront étre géodésiques
de la connexion induite que si I'on a <imultanément le long de ces courbes

5,.+(I§=u. o+ dg = o;
donc
W—w—d X dm = o,

ies géodésiques seraient donc trajectoires orthogonales des lignes du champ d.
On retombe d’autre part, dans les cas (a) ou (&), sur des problémes d’incidence
de réseaux, ou de réseaux a géodésiques, étudiés au Chapitre Il; ainsi en consi-
dérant la connexion

(c) =—Vz. |df)—|ff] - o

on est ramené a des problémes de réseaun directement associés, etc. Enfin, un
changement de connexion euclidienne ne conserve jamais le réseau (non angu-
laire) des géodésiques de la connexion induite.

Le« considérations précédentes montrent I'importance de la théorie des réseaux
angulaires que nous avons développée, et font voir aussi que, sous une forme ou
Pautre, les mémes éléments géométriques (comitants, invariants) reparaissent
naturellement dans les problémes que pose la théorie euclidicnne des surfaces (la
derniére formule (413) ramene ainsi U'invariant K du «/s”). Elles montrent aussi
que la conaexion induite, avec parallelisme de Levi Civita, en dehors de son role
privilégi¢ par sa détermination unique, permet de traiter facilement les pro-
blémes que font intervenir d’autres connexions (1).

D’une mawmcre générale, si 'on veut rendre nulle la nouselle courbure h, il
sutfit de faire la connexion

(d) d=f+ Vs
ce qui raméne au cas (b). Un autre cas intéressant correspond a la connexion

(e) =—JaVlegl, f=f=1+ JVlogL.
K=K—2Alogl = 1°Q.

(') Les mnémes remarques s'apphiquent c¢n geométrie conforme, pour les changements
de particularisation comme pour ceux de connexion; en ellectuant par exemple sur une
surface la parlicularisation de contact, ol wy, disparail, on voit reparaitre w, pour
représenter la sphére B précédemment attachée & wy,. Il semble donc qu'en général la
connexion induite, avec particularisation canonique, sera suffisante pour l'étude des
problémes de la gfométrie conforme des surfaces.
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qu'on peut considérer comme intermédiaire entre les connexions induites eucli-
dienne et conforme d’une surface, et qui, pour les surfaces Q = o déja signalées,
rentre dans le cas (d); ainsi, pour le tore, le vecteur de torsion d est alors porté

par les paralléles de la surface.
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