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Groupe d'étude en 14-01
THEORIE ANALYTIQUE DES NOMBRES
3e année, 1985/86, n° 14, 10 D 3 mars 1986

) ’
SUR LA THEORIE DE NOVOSELOV

3*
par Jean~Loup MAUCLAIRE ( )

L'objet de ce bref exposé est de présenter les concepts de base de la théorie due
& E. V. NOVOSELOV, et ce qui lui est propre, en exposant de la fagon la plus simple
possible, avec quelques commentaires, et certains résultats typiques obtenus dans

les amnées 1960-1965, par cet auteur.

1. Les entiers polyadigues.

L'idée de départ de l'auteur est de définir sur Z une topologie en posant que
les idéaux principaux de Z forment une base de voisinages de O . On note S cet
anneau topologique, qui est métrisable, précompact, non complet. On le compléte, et
© , 1l'anmneau obtenu, est compact, métrisable, ordonné, etc., et S est dense dans
© . En fait, on peut voir cela de la fagon suivante, (m?) Z, lgm<+ o, est
une suite,décroissénte de voisinages de 0 dans %Z , et par conséquent, g/m!‘g
est un systéme projectif d'anneaux finis dont la limite projective G existe, est

compacte, et comme S est dense dedans, ona G =6,

On écrit alors que, si vp est la valuation p-adique, p décrivant 1l'ensemble
des nombres premiers

vp(m?)
Gt z=T 2/ Z,

et, par "passage a la limite",

v_(m!)
©=0G=1I 1im proj 2/p ? z=112 ,
P T opeie PP
ou gp est complété p-adique de Z .

Les caractéres sur G sont identifids &

Um{;%’ 0<n<m}=Qn(, 1(.

L'isomorphisme G asrg Zp peruet d'effectuer sans difficulté 1'étude algébrique
de 1'anneau © , dont 1'un des charmes est l'existence de diviseurs de O , ce qui
améne & rappeler que la construction de Zp a été effectuée essentiellement pour
élininer les éléments de torsion qui peuvent se présenter lorsque l'on reste sur

2“2, xz2.

(ﬂ) Jean-Loup MAUCLAIRE, 11 rue des Eglantines, 91130 RIS ORANGIS.
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Par construction, tout élément x de © s'éerit,

400
X = Zm:l am(x) m!, Oc¢g am(X) <m,

de fagon unique. On peut donc envoyer 1l'espace topologique © dans (o , 1( par

X b— Zn+:1 am(x)/(m + 1)1 , ce qui permet de métriser, ordonner, etc.

2 Mesure sur G et ensenbles bi-mesurables.

Sur G, il y a une seule mesure invariante par translation et normalisée, qui
s'identifie & dn =&dm ’ dmp étant les mesures de Haar sur Z_p , normalisées.

Sk p
En effet, si N e N" , alors,

N6 =Tl (' z).

o

plw - P

Or
nes(0 + N®) = nes(NS)
+ mes(1 + N©) = mes(N$) (par invariance)
. : E

+ mes(N - 1 + N®) = mes(NS) (par invariance)

d'ou, nes(©) = N nes(NS)

i. €y mes(N@) = -1%' mes(@) .

Mais on a,

19 dn = n da = n —1— = -1— .
jﬂ ~ P p N IPQZP P "

N
Lo}

x| P

oudit

Par conséquent, les mesures cofncident, et 1'on ne distinguera plus & mesuré,
de ﬂp Zp uesuré par do = 9 dmp + du noins, ngus ferons ainsi, car NOVOSELOV ne

P
recourt pas aux faits que nous mentionnons. Voici sa procédure.

Si u* est la uesure extérieure associée & dm , on dit que A < S est umesurable
si, YVBCS, ona
» ¥
w¥(B) = (4 nB) + w ((8\4) nB) .

Ceci l'auéne & définir une mesure [ sur R* , la fanille des enseubles mesura-
bles, posant pn(A) = p¥(A) « [ est conplété sur R , régulidre ; bref, c'est une
belle nesure. En particulier, tout enseuble TJ~nesurable A vérifie w¥(8) = pe(4a),
ot p, est la mesure intérieure. En effet, si A est [-uesurable, alors,

VBC&, ona

w¥(B) = (& nB) + W ((8\ 1) nB) .
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On prend B=% . On a,
W () = w*(a) + uF(S\a) .
or, p*(&) =1 . Par conséquent,
1= u*(a) + p(8\4) .

On a done,

(T) 1 = inf u(9) + inf wm(Q) .
ACO S\ACN
O ouvert Q ouvert

Soit € >0 ; on va uontrer qu'il existe K et 0, KCAC O, tel que K est
conpact, O est ouvert, n(O\) <e . En effet, ©S\A € Q é&quivaut & S\0< 4 . Or,

on a,
n(&\q) = 1 - n(Q) ,

et la relation (T) nous donne immédiatement que l'on peut trouver Q , O tels que,

m(O\(@\Q)) <e¢ , coune O\Q est fermé car (0 est ouvert, 6\Q est coupact.

Ceci nous nontre immédiatenment que A est mesurable pour la nesure de Radon v
définie sur la tribu conplétée, pour dm , de la tribu borélienne, et méne que A
est un élément de cette tribu. En effet, A vérifie le critére de Lusin, V ¢ >0,
il existe K compact, O ouvert tel que K< AC O et VWO -K) <e¢ . La restric-
tion de p & la tribu borélienne est bien dm , et 1l'on en reste & notre fagon de
voir : la mesure utilisée sera toujours notée dm . On passe a la notion d'ensemble

bi~-nesurable.

Définition. — Soit M contenu dans N, M son adhérence dans G ., M est bi-

mesurable si n(f) = 1 - (N =-M) .

Conme cette notion a des applications, on va 1'éclaircir.

THEOREME 1. - M est bi-mesurable si, et sewlement si, la fonction caractéristi-

que de M est presque-partout égale & une fonction continue.

Preuve, -~ On pose M! =N -M . On a,

Par conséquent,

Donc,

Par conséquent,

n(M) + (@) - (M M) =1 .
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Mais, par bi-nesurabilité, m(f) + m(M') =1 . D'od
n(l n fi') =

On pose Iﬁ = I1 , Iﬁ' = 12 y fonctions caractéristiques & valeurs 0 et 1 .,

On a

Il + I2 =1 dm—p.p.

I, + (1 - Il) =

Par conséquent,

1 - Il = 12 dm"papo

Or

1 - Il est seni-continue inférieurenent,

12 est semi-continue supérieurenent.
Par conséquent, aux points d'égalité, 1 - Il et 12 sont continues.

De ceci, on déduit que,

. 1 -
th—wooN Zn{N neM 1 =m(M) o

En effet, si J est la fonction caractéristique de M , on a

I, > J. car MCi
I,21-J car N-MCN-NM.

D'ou 1'on déduit

Ig 2721 -Izgg .

Un résultat classique d'uniforme distribution nous donne que

n() = lins 2 I(n) > lin sup & 2 ()
Noro ¥ g IM N—»iipanN !

n(ff) = n(1 - 1---) = 11“"N (1 - Tzp)(n) < lin inff]i- 2 3(a) .
Nabw U ne N-to N o

Dlou

n(M) < 1liu :Lnfﬁ 2 J(n) £1lin supN 2 J(n) guld) ,
N n N—tw n<N

ce qui achéve la déuonstration.

Nota Bene. ~ NOVOSELOV déuontre que cette densité existe, mais fait intervenir des
concepts qui sont 1liés & la structure particulidre de &, alors qu'en fait, c'est
une application directe d'un résultat d'uniforme distribution et d'intégration au

sens de Riemann.
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3. La néthode probabiliste d'étude des fonctions arithmétiques.

Plutdt que de décrire tout, j'extrais un résultat qui est représentatif, en le

détaillant bien. Soit r =21 .

On rappelle qu'une suite f(n) est Br—limite-périodique si, pour tout e >0 ,

il existe fe(n) périodique telle que

lin sup-)l{- 2 |£(n) - fe(n)lr $e o
X nex

On va se restreindre au cas r =1 , ce qui ne change rien aux idées (quoique dans
[4], i1 y ait des choses curieuses concernant les inégalités en norme r ; pour
0 <r <1, la déuonstration de la proposition 8, p. 222, doit comporter une faute

de traduction car 1'inégalité triangulaire est "3 l'envers" pour O <r <1 .)

3
Soit n, ~une suite d'ecntiers de N  tendant vers O dans G , ce qud l'on note

o, =% 0 . On pose

Rk(x) = nin{n € N (o - x) € n, x G} .

TEEOREME DE NOVOSELOV. - f est B'-limite-périodique (Bl-1.p.) si, et seule-

ment si, f(Rk(n)) est convergente vers f dana Bl—l.p. 1'espace des suites li-

nite-périodiques Bl nuni de la semi-norme habituelle.

Plutdt que de suivre la néthode de NOVOSELOV, j'en présente une qui permet de mon-
trer le lien entre fonctions intégrables, suites B-l.p. , etc., 1'idée est essen-

tiellerent la suivante.

Soit Nk une suite telle que

N eN |, NkINk+l y lm o, o vp(Nk) =+ ® pour tout p .

Supposons que £(n) EIBl . Alors, en dénotant par M 1la noyenne arithmétique, on

voit que
£ (n) = g 52 o £(n+ M n)
existe, et vérifie
o, m(|f - fkl) =0 3

en outre, fk est Nk—périodique.
En effet, si g  est périodique telle que M(lf - g€|) <e¢, on a, ds que la pé&
riode de g  divise N, , M(Ifk - g |) £e, coue le nontre un calcul direct,

dton M(|f, - £]) € 2¢ .

On définit une fonction g(n) par g(n) = fk(n) si N <n €N, . Alors,

+1
g(n) ~ f(n) dans B! . En effet soit fr fixé 3 pour N domné, on pose

k(N) = naxi{k ; L SN} .
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Alors, on voit que

-}%nilgmf _(n)|
(1) =3 I letw) - 5, (o)]
n r+1
(2) +ﬁ1- 2 S le(n) - £ (n)]
r+1<k<k(N) N <o, ¥
(3) +T}T_ I% |g(n) - fr(n)l .

Nk(N)+1

I1 est clair que (1) est N —> + « , (2) s'éerit

1
= )Y > £ (n) - £ (n)
N i1 <ee(W) Nk<nQ\Tk+1’ K r? |

k() Ny - N Mt

1 k
== x 2 |£.(n) - £_(n)|
I\I:r'+1 Nk n=0 k r
=ik§I)(N N ) x M(|f £ )
i k+1 ~ "k’ % k- Tpl/ e
r+1

Couve lim M(lfk -t ) =u(lr - £]1), on en déduit que la limite de (2)

quand N —> + o est najorde par M(|f - frl) .

En ce qui concerne (3), on a

2 |en) - £ (a)]
Nk(N)+l

=1 FS

=% 3 () () - £.(0)]

Ne(w)+1
’ - N
Sﬁl- x [Nklzl\l)] x ngN)_l|fk(N)(n) - fr(n)l

sM(Ifk(N) - £|) , dont la linite, N —> + @, est M(|f - frl) .
D'ou 1l'on déduit
M(|g - fr(n)l) <2M(|f - frl) ,

ce qui nous dit que g ~f dans Bl-l.p. .

On reLarque que la suite fk s, k€ N, déteruine g ; la construction précédente
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est claire a ce sujet. En fait, c'est le point inportant. Signalons que, coumue fk
est une suite de fonctions périodiques, elle définit une suite de fonctions conti-

messur G et 1l'uniforme distribution de N donne que

et par conséquent, il existe une sous-suite de fk qui converge dans El et dn-
presque-partout vers une fonction F intégrable. Réciproquerient, si F est inté-

grable, alors

fk(t) = fé P(t + N, u) du

est une suite de fonctions continues, de Cauchy dans El , et & partir de cette
suite, on va pouvoir refaire la construction de g précédente. En fait, c'est la
structure projective de groupe profini de G qui est derriére tout cela, et dans
ce cas, on peut éviter le recours a la dualité, Mais il faut bien voir que 1l'on a
une bijection entre Bl-l.p. et E;(G , dn) , aux élénents de moyenne nulle prés,
et que, si F e gl et £ eB' sont associées, alors : IG F do = M(f) ; de 13, 1le
passage "théorie de la uesure sur G " <——> "distribution de valeurs de fonctions.
de Bl—l.p. " est innédiat, et ce n'est qu'un cas particulier qui est présenté ici :
la théorie des fonctions presque-périodiques reléve de l'analyse harnonique sur les

groupes conpacts d'une fagon générale.

Venons—en au résultat de NOVOSELOV. On conserve nos fr , €t 1'on comnait f .
Soit n, une suite telle que n, => 0 « On va nontrer qu'il existe un indice k

tel que

EEN 2ol t(n) = £(R ()] <e,

ob ¢ >0 est donné.

Prenons notre ¢ , et sortons un r tel que M(lf - f |) ¢/3 . Sélectionnons
k de fagon & ce que N Ink , et que 1/nk 2 |f(n) f (n)] 2¢/3 (ce qui est
possible, car n ==>0 et n_ =+ @ (x ——> + ®) ). Alors, on a

fl"nz |£(n) - £(R,(n))]
=3 ni\rl(f(n) - £.(n)) + (£,(n) - £(& (n)))]
<& T |£(n) - £_(a)] + = x s |£(R, (n)) - £_(n)]
g T T n<(B(N/n )+1)n, B z

—

} B0 - s ) 1) 2 e -5
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D'ou,

lin sup-l\%- S |£(n) - f(Rk(n))I $-§-+ %S:-

N—4oo nd

Il

€ o

En remarquant que f(Rk(n)) est périodique, et est donc la restriction & N
d'une fonction continue sur & , que la-suite f(R ) vérifie le critére de Cauchy
pour la nornme gt , on voit que 1l'on peut extraire de {f(Rk(n))}k une sous-suite
f(Rk,) qui converge dn-presque-partout, et dans El , vers une fonction F(x) de

' . Bien évidennent, comme lim . M(|s - f(Rk,)l) =0, on a

u(f) = 11::#_400 u(e(r,,)) = vn_ [ f(R ) & =[F an .

La wéthode utilisée précédenuent pour uontrer que M(|f - f(Rk)l) —>0 , k = +%

écrite avec des intégrales au lieu de uoyennes arithnétiques, donne que

(] 1P (x)) - Fx)| @m(x)) —=> 0, k =5+ o .

L'arguuent sur lequel repose la "méthode probabiliste" de NOVOSELOV vient mainte-

nant.

THEOREME. - n étant telle que n, => o, nk_”_/nk —>1 (k =>+ ®) , soit

P(x) une application G —> C telle que,

v fo 17(x) - F(R(x))] an(x) =0 .

Alors, M(|F(n) - F(Bk(n))l) existe et tend vers 0 quand k tend vers + o,

SN <n s on a

Preuve., — Soit N > 0 ; on définit n, par n PR

)

=1 e

2 |#(n) - F(r (n))]

nN

s&x I |P(0) - F(R ()]

§/ nSan

n

s (== 3 [F@) - PR (a))])
) i+l nSn%_l

n

A

sl (2 )2 R, .(n)) - F(& (n))
bl v nsanF( 1) - PR (0))])

S nf;;l x fo PR, (x)) - F(R_(x))] an(x)

s (o 1P =PRI a)(1+ o{1)) , N s>+ =,

d'ou le résultat annoncé.
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Nota-Bene. - Coune suite n_, on peut prendre n_ = (k - s(n) + n + 2) n! , o
s(n) Sk <n+ 2, et s(n) = 12+ 2% 4+ ... 4+ 0.

Le théoréme permet de transcrire certaines propriétés de F considérée coure une
fonction de Ql en termes de propriétés de F considérde coune suite B-l.p. ,
grice & 1'internédiaire des F(Rk(.)) qui sont continues sur G car périodiques
sur N i Bien entendu, ces résultats sont indépendants de n, . On est cependant
loin de la théorie des suites linite-périodiques : en effet, on doit connaitre F

2

sur N , et & aucun noument NOVOSELOV ne parait tenir conpte de ce que B-l.p.
étant conplet, on a une bijection entre () , du) et E}—l.p. , ou

(e , dn) = #(a , dm)/szo , Ol 0 = {f(x) 3 f négligeable} , et _B_l—l.p. :
Bl--l.p./MO , Ol MO = {g(n) ; M(lgl) = 0} , ce qui donnerait unc possibilité 4!'évi-
ter de devoir connaitre F sur N . Il tourne la difficulté en reuarquant que, si
f € Bl , alors, il existe une suite fk
M(lfk -£]) =0, k—>+ @, Nais (f,) est de Cauchy dans B! | donc dans el,

de fonctions périodiques telles que

et par conséquent, on peut en extraire une sous-suite fﬁ telle que fﬁ tende du-
presque-partout et dans ﬁl vers une fonction F . En posant F(n) = f(n) , on ne
change rien. Par conséquent, 2 f on a associé F , et c'est terniné ... sauf que
la néthode ne pernet en aucun cas de conpléter une suite de Cauchy, dans Bl-l.p. ’
de fonctions périodiques, et c'est 13, la difference avec la théorie des suites

linite-périodiques.

En fait, il ressort de tout cela, que "f(Rk(n)) approche f dans Bl-l.p."
est ici le résultat théorique eossentiel, ce qui se raméne a avoir trouvé une autre
approxination de f dans Bl—l.p. que celles envisagées usuelleuent, ceci afin de
pouvoir définir le F associé dans El . Bien é4vidennent, les suites presque-pério-
diqﬁes générales vont échapper & la méthode d'étude, et NOVOSELOV le dit lui-nénme
([4], p. 226, les trois dernidres lignes.)

L'article de NOVOSELOV [ A] présente un certain noubre d'exeuples d'application de
ce type de théordme, et on renvoie le lecteur au texte néne (en 1ui conseillant la
prudence, vu le nonbre de fautes de traduction des signes nathénatiques) pour ren-

seigner.ents conpléuentaires sur les possibilités de cette uéthode.

Nota Bene 1. — Signalons que les argunents théoriques utilisés sont en général

puiséds & des sources qu'il semble préférable de rappeler.

- Les propriétés topologiques et algébriques des "entiers poly-adiques¥ sont connus
depuis 1935 au moins, et il ne scmble pas qu'il y ait eu une avance nouvelle ici.
On renvoie & un article de D. VAN DANTZIG [3] ol les "poly-adiques" de 1l'un sont

les " yi-adiques" de 1l'autre.

- La théorie de la mesure sur © n'est pas nouvelle, et on renvoie & la thése de
TATE [47], en 1950, sur ce sujet, qui est 1'ahoutisseuent de tout un courant de pen-

See.
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- La "bimesurabilité" est tout simplement la "mesurabilité" de BUCK [1] (et 1le

théortme donné ici est du type de celui donné dans [2]), de 1946.

-~ Jans vouloir remonter aux travaux de BOCHNER, JESSEN, WINTNER, signalons que
1'idée d'établir une correspondance entre propriétés d'une fonction f-presque-
périodique sur R ‘au sens de BESICOVITCH et propriétés de la classe de fonctions as-
sociées & f sur le compactifié de Bohr de R , figure dans [7], et il semble que
le "théordme de correspondance" de Fglner en 1954 (voir [7]) couvre largement le

sujet.

- Ajoutons que la complétion de pu en @ est classique depuis LUSIN, et figure

dans tout bon traité de théorie de la mesure (voir, par exemple, [5], p. 68-69.)

Nota-Bene 2. - L'auteur de cette analyse s'est efforcé de simplifier 1'exposé,

2

ce qui l'a amené & introduire & cet effet des résultats qui lui sont propres, en
particulier, le fait que [ = v , la caractérisation de la bimesurabilité comme in-

tégrabilité au sens de Riemann, la construction qui relie f , fk , & dans § 3, et

1'analyse du résultat de NOVOSEIOV, ainsi que celle de la complétion effective de
Bl—l.p., pour laquelle il avoue avoir bien lu MARCINKIEVICZ (voir [6]).
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