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SUR L’ORDRE MAXIMUM D’UN ELEMENT

DU GROUPE DES PERMUTATIONS

par Guy ROBIN (1)(2)

Groupe d’étude en
THEORIE ANALYTIQUE DES NOMBRES
3e année, 1985/86, n° 6, 6 p. 2 décembre 1985

1. Introduction.

Soit g(n) = max03C3 (ordre de 0) le maximum portant sur l’ensemble des permuta-
tions de n éléments. L’évaluation asymptotique de g(n) a été réalisée par LAN-
DAU ([LAN], 1909), SHAH ([SHA], 1939), SZALAY ([SZA], 1980). Ce dernier donnait :

Le but de l’exposé est de donner le meilleur développement asymptotique possible
de log g(n) et de ~(g(n)) , compte tenu des connaissances actuelles sur le terme
reste dans le théorème des nombres premiers ( w(n) désigne le nombre de facteurs
premiers de n ).

2. Notations.

On désigne par R(x) une majoration du terme d’erreur dans le théorème des nom-
bres premiers de telle sorte que .

On définit S(x) par
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3. Résultats.

Nous démontrons les résultats suivants.

, ,

1, - On a, our n ---&#x3E; ~ ,

et, en particulier si @  1 ,

Si @&#x3E;1/2 ~ on a, pour ,

et s’il existe un zéro de partie réelle @ ,

Enfin, si l’hypothèse de Riemann est vraie,

/ ,

THEOREME 2. - On a, pour n 2014&#x3E; CD ,

et, en particulier si (ci)  1 ,

Si 1/2@1 ~ on a, pour tout ~0~

et s’il existe un zéro de partie réelle @ ,

Enfin, si l’hypothèse de Rienann est vraie,

COROLLAIRE. -~, pour n 2014&#x3E;+oo~ et k E [. ,
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où Ai et Bi sont des polynômes de degré i . On a, en particulier,- ~ - ~ ,..

4. "Optimisation" du problème.

Il est facile ([NIC 1]) de montrer que la valeur du programme suivant est g(n)

Considérons le problème dual :

La valeur de ce programme est obtenue pour n = c’est la valeur de QNo ,
problème facile à résoudre coupte tenu de l’unicité de la déconposition de N en

facteurs preuiers.

Considérons encore le problème "relaché" suivant,

et soit G = 0 tel que N soit solution de Q}.
P

Cn a alors ([NIC 2~ ~
L- 

2° Il y a équivalence entre :

(1 ) l’l OE g(N) ,

la contrainte de GM est saturée,



6-04

Nous commençons à étudier la fonction 2 sur les éléments de G (qui jouant le
rôle des nombres hautement composés de Ramanujan), puis nous prolongerons son étude
à tous les éléments de ~(N~) . Nous en déduisons alors le comportement de g(n) ~

Étude des éléments de G . - Soit p &#x3E; 2/log 2 et x 
1 

&#x3E; 4 , défini par

x~ = p .

Pour i  2 , soit x. , défini par (xii - xi-1i)/log x. = p .

La suite vers 1 et, si pose le nombre

N = N p = est solution de Q . p ° 

_

On a alors les propriétés simples suivantes y lorsque p -~-&#x3E; oo :

En posant N = g(n) , on retrouve, si N E G , le résultat de Landau

log g(n) ~~i log n ..

5. Etudede N = Np eO .
Nous démontrons successivement les leummes suivants.

LEMME 1. -Pour xl --&#x3E; 00 ,

LEMME 2~ (en utilisant les formules explicites). - Pour x 2014&#x3E; co ,

LEMME3. - Pour x -&#x3E; ~ ,

si Xl 2014&#x3E; ~y

Ces relations permettent d’obtenir facilement les résultats du théorème 1 sur les 1
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Précisons les théorèmes d’oscillation lorsque 9 &#x3E; 1/2 . Cornue

il suffit d’étudier,

Lorsque @  1 , le théorème de Landau, via la transformée de Mellin est suffi-

sant. Pour 0 = 1 , il faut procéder comme dans ([ROB 1]) et étudier la fonction,

Soit maintenant n quelconque de N , et N le nombre de G immédiatement in-

férieur à g(n) de paramètre p , et soit xi tel que x./log xl = p .
On montre alors que .

ce qui permet de démontrer le théorème 1 dans sa généralité.

6. Démonstration du théorème 2.

3i l’hypothèse de Riemann est vraie alors

 pour x assez grand 

d’où l’on déduit que

Li(log n) pour n assez grand,

et par suite ;

Si @ &#x3E; 1/2 , le théorème 2 est facile à établir pour les n tels que E G ;

pour n quelconque, on utilisera les deux lemmes suivants.

. Soit N E G immédiatement inférieur à g(n) , p tel que N

soit solution de Qp’ ~ xl défini par X/log xl == P . Pour MeN, , on défini t
le bénéfice de 1B1 par rapport à p par log 

Alors,

LEMME 5. - Sous les mêmes hypothèses qu’au lenide précèdent,
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Dans la démonstration, on utilise le théorème d’Hoheisel et l’inégalité de Brun-
Titschuarsh.

Les résultats sur l’oscillation utilisent le lemme suivant.
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