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Groupe d'étude en 6-01
THEORIE ANALYTIQUE DBES NOMBRES
3e année, 1985/86, n° 6, 6 p. 2 décembre 1985

SUR L'ORDRE MAXIMUM D'UN éLéWEWT
DU GROUPE DES PERMUTATIONS

par Guy ROBIN (1) ( 2)

1. Introduction.

Soit g(n) = max_ (ordre de o ) le maximum portant sur 1'ensemble des permuta-
tions de n 4léments. L'évaluation asymptotique de g(n) a été réalisée par LAN-
DAU ([LAN], 1909), SHAH ([SHA], 1939), SZALAY ([SZA], 1980). Ce dernier donnait :

log g(n) = A Togn(1 + log logn - 1 (103 log n) - 6 log log n + 0(1))
2 logn 5 log2 N

Le but de 1'exposé est de donner le meilleur développenient asymptotique possible
de log g(n) et de w(g(n)) , compte tenu des connaissances actuelles sur le terme

reste dans le théoréme des nombres preniers ( w(n) désigne le nombre de facteurs
preniers de n ).

2. Notations.

6(x) = log p
¥(x) = log p
X
n (x) = Zpsx p’, reR; n(x) =7 (x)
I
Ilr(x)‘= Zm -E-n-l- y Te€ Ry I(x) = ﬂo(x)

'g(s) = §£>1 n~® prolongée analytiqueunent
® = sup{Re p ; ¢(p) =0} .

On désigne par R(x) une majoration du terme d'erreur dans le théoréme des nom-

bres premiers de telle sorte que
n(x) - Li(x) = 0(R(x)) x —> =
I(x) - Li(x) = o(R(x))
¥(x) - x

Il

0(R(x) 1log x) .

On définit S(x) par
si @=1, S(x)=R(x)

-e

si @8<1, S(x)= xcylog X .
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On sait que, si ® = 1/2, R(x) = Q, (s (x) 1log log log x) .

3., Résultats.

Nous déuontrons les résultats suivants.

THEOREME 1. - On a, pour n —> «© ,
(1) 1log &(n) = i T(n) + 0(10g n s(ynTog n)) ,
et;en particulier si 6 <1,

log g(n) = i X(n) + o 1log 02y .

S5i e> 1/2 , on a, pour tout E <@,

(i1) 1og g(n) = NS (n) + Qi((n log n)g/z) R
et s'il existe un zéro de partie réelle @,

(iii) 1log g(n) = ,\ﬁi_ (n) + Qi((n log n)®/2) .

Enfin, si 1'hypothése de Rienann est vraie,

(iv) 1og g(n) <,£i- (n) pour n assez grand,
(v')' log g(n) = «/Ei-I(n - é—g-éé(n log n)1/4 + Q.i(n log n)l/4) .

TI-E/OR]%'IHE 2 = 0On a, pour n —> =,
(1) wlegln)) = (A (n)) + 0(S JaTog m) ,

et, en particuljer si © <1,

w(g(n)) = 1i(fi (n)) + ot 1og n)®/2/10g n) .

8i 1/2<@<1, ona, pour tout § <@,
(13) wlg(n)) = (i Tm) + 0,((n 108 W¥?)
et s'il existe un zéro de partie réelle @ ,

(1i1) “(g(n)) = 1(A17T(n)) + Q,((n log n)®/2/log n) ,

Enfin, si 1l'hypothése de Riemann est vraie,

(iv) w(gln)) <Li(A£i_ (n)) pour n assez grand.

COROLLATRE. - On a, pour n —>+ ® , et k €N ,

A, (log log n) k+1

log g(n) = m Tog n(1+ Zle = o n)i + 0((2.0_3_1_(1)%9)' )
—r— B. (log log n) k1

w(g(n)) = 2t (14 55 2 + 0 (Fogloa ) )

(1og n)*
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ou Ai et Bi sont des polynbues de degré i . On a, en particulier,

Al(x) = E—%—l , Az(x) = - %(x2 - 6x +9) , AB(X) = T%(XB - llx2 + 39x -~ 53),

Bl(x) = - é{x -3), Bz(x) = é(sz - 22x + 55) , BB(X) = —-fg(st - 61x° + 319x - Ti1]

4. "Optimisation" du probléue.

I1 est facile ([NIC 1]) de uontrer que la valeur du programie suivant est g(n)

preuier .

Considérons le probléue dual :
g
ﬁ\.lin 2 p;

eril >N

=

p. Dprenier ,
1

r r,
En posant 4(n) = Zpii si n = Zpil , on a
Min 4(n)

%idazvw.

0}
probléne facile a résoudre coupte tenu de 1'unicité de la découposition de NO en

La valeur de ce prograuue est obtenue pour n =N : c'est la valeur de QN ’
(o]

facteurs preniers.

Considérons encore le probldume "relaché" suivant,

Min #(N) - p log N
p N entier

et soit G ={N; 4 p>0 tel que N soit solution de Q } .

On a alors ([NIC 2])

10 ¢ gy .

2° Il y a équivalence entre :

(1) Ee g,

(ii) la contrainte de GM est saturée,
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(iii) VvV M!' >N , alors 4(n') > &(11) .

by

Nous commengons & étudier la fonction 4 sur les éléments de G (qui jouent le
réle des nonbres hautement composés de Ramanujan), puis nous prolongerons son étude

a tous les élénents de g(l[) . Nous en déduisons alors le comportement de g(n) .

V4
Etude des dldéments de G . - Soit p > 2/log 2 et x, > 4 , défini par

1
xl/log Xl =p .

Pour i 22, soit X; défini par (xi - x;_l)/log X, =P .

. rd . K3 , V- -
La suite (xn)nslj_ décroit vers 1 et, si 1'on pose hxi ﬂpS-Xi P , le nombre
N=N = _ m est solution de Q_ .
p X322 X4 , p

On a alors les propriétés simples suivantes, lorsque p ——> = :

(%)1/1

1) =z, = (1 +0(1/108 x,)) ,

(11) 1og Np = Xi>1 d(xi) ~ e(Xl) ~ X

’d

(1ii) a(w) ~ Zp ;o

(. 2 2
=, p ~ L:L(xl) ~ xl/2 log x

En pbsant N = g(n) , on retrouve, si N € G , le résultat de Landau

log g(n) ~./m log nn «

5. Etude de Li(log2 N) - 4(N) pour N = Np eq.
Nous dénontrons successivenent les lemmes suivants.
LEMME 1., - Pour xl-——3>°°,

Li(log2 N) - ,@(N) = Li(ez(xl)) - nl(xl) + 53é xf/z/log xl + O(xi/2/log2 xl) .

LEMME 2-(en utilisant les formules explicites). -~ Pour x —> « ,

2 b3 —-(————xp+l =
L:L(lv (x)) - nl(x) = - 0 35 7 1)/1°g X + 0(10g2x) .

LEMME 3. - Pour x —=—> @ ,

Li(\bz(x) - Hl(x) = Li(62(x)) - nl(x) + -;— x3/2/1og x+0 (13/2/1og2 X) .

D'ou finalement; si X >,

p+l x3/2

X
. 2 Y 1 J2 -2 "1 @r1,, 2
Li(log” N) - #(N) = - Zp STy /log X, + 3 Tee + 0(}:1 /log xl) .

Ces relations permettent d'obtenir facilement les résultats du théoréme 1 sur les
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n tels que g(n) €EG .

Précisons les théorémes d'oscillation lorsque @ > 1/2 . Comne

Li(1log® N) - 4(N) = (Li(w2(xl)) - 1 (x))(1 + 6(1))
il suffit 4'étudier,

11(12(x)) - B (x) = 14G2) - x LEL=X _ (x) 4 0(R%(x) 1og x) .

log x

Lorsque ©® <1 , le théoréme de Landau, via la transformée de Mellin,est suffi-

sant. Pour @ =1, il faut procéder comue dans ([ROB 1]) et étudier la fonction,

y(x) - x &+l g< 1.

L7 2 .
x —> Li(x°) - ﬂl(x) i rreab

Soit maintenant n quelconque de N , et N 1le nombre de G immédiatement in-

féricur & g(n) de paramdtre p , et soit x, tel que xl/log X, =P

1

On wontre alors que

n = 4(N) + O(xl)

log g(n) = log N + 0(log xl)

ce qui permet de démontrer le théordue 1 dans sa généralité.

6. Qéyonstrgﬁ;on du théoréme 2.

3i 1'hypothése de Riemann est vraie, alors
n(x) <1i(6(x)) pour x assez grand ([ROB]),
d'ou 1'on déduit que
w(n) < Li(log n) pour n assez grand,

et par suite
o(g(n)) € 1i(1log g(n)) < Li(géi—l(n)) pour n assez grand.

Si @> 1/2 , le théordne 2 est facile a &tablir pour les n tels que g(n) € G;

pour n quelconque, on utilisera les deux lemues suivants.

LEMiE 4. - Soit n>1, N€ G iunddiatement inférieur 3 g(n) , p tel que N

soit solution de Qp y et Xy défini par xl/log X, =P - Pour M € N , on définit
le bénéfice de M par rapport & p par bénp(M) = 4(1) - 4(N) - p log M/N .

Alors,

benp g(n) = O(xl/log Xl) .

LEMME 5. - Sous les mémes hypothéses qu'au lemue précédent,

w(g(n)) = w(N) + O(v&l/log xl) .
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Dans la démonstration, on utilise le théordme d'Hoheisel et 1'inégalité de Brun-
Titschuarsh.

Les résultats sur l'oscillation utilisent le lewmue suivant.
LEMHE 6. - 51 A(x) = 0(x) - Li-l(ﬂl(x)l/e) , alors

O(S(X)) ’

Qi(S(x)) s'il existe un zéro de ([ de partie réelle © ,

A(x)

i

A(x)
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