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s Vg
STABILITE DIBS CORP3 SEPARABLELEIT CLOS
(ataprés Carol 400D [4])

%
par Jean~Louis DURET ( )
[Université d'Angers]]

Le but de cet exposé est de dénontrer que la théorie des corps séparablement clos,
de caractéristique et d'invariant d'ER30V fixés, est compldte, non superstable ct

stable.,
Les notions d'algtbre nécessaires se trouvent par cxemple dans M. JACOBSON [2].

Tous les corps considérés sont commutatifs et de caractéristique p non nulle.

On notera F 1a cléture séparable de F .

1. Définitions et prélininaires algébriques.

Si a edt élément d'un corps TI' comuutatif de caractéristique p , le polyndme
xP - & est irréductible dans F , ou bien a , dans F , une racine nultiple d'or-
dre p ; on en déduit immédiatement par récurrence que [F FP] (oh 7P est le

sous-corps de F des puissances p-iéme) est une puissance de p .

l.1. Définition. - On appelle invariant d'Brsov du corps F de caractéristique

P, et on note T(F) :

. . P P z hY n
- l'entier naturel n si [F : F°] est fini ot dgal & p .
- Le symbole © si [F ;: F°] n'est pas fini.

1.2, Définition et proposition. — On dit quc les élduments 8y 5 +ee , 8 de T
n

sont p-indépendants (ou que l'ensenble {al y eee o anj est p-libre dans F ) si,

et seulenent si, on a :

n
[Fp(al g oo an) H Fp] - p

1.3. Définition. - Un sous-cnsemble E de T est dit p-libre sur F si, et

seulcuent si, tout sous-ensenble fini de E est p-libre dans F .

14+ PROPOSITION. - L'enscmble {ai ; i€ Iy est p-libre dans F si, ot seule-
el az(l) 3 Te p I)J est lindairement libre sur FY .

went si, {1

1.5+ PROPOSITION. - Tout sous-ensemble d'un ensemble p-libre est p-libre.

(w) Jean-Louis DURET, liathéuatiques, Université d'Angers, Boulevard Lavoisier,
49045 AI'GLRS CLDEX.
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1.6. Définition. -~ On dit que E est une p-base de 7 si, ot seulement si, E

est p-libre dans F ‘¢t naxiual (parmi les ensembles p-libres).

l.7. PROPOSITION, - E est une p-base de T si, et seuleucut si, E est p-

libre dans F et p-générateur de F , c'est-a-dire :

FP(E) = F

1.8, PROPOSITION. — Tout sous-ensemble p-libre dans F s'étend en une p-base
de F .

1.9. PRUPOSITION, = Toutes les p-bases d'un corps ont néne cardinal.

>

1.10. - Soient L 1le langage des corps {0 , 1, + , « , = , _l} et £ le lan-

gage obtenu en ajoutant & L 1les prédicats Q , m~1, ou Q, est un prédicat
n '

n-aire. Soient M =p , {Ul y see Oﬁ} = pm , et zm(x g see Xm> la formule :

1
. (3) )

‘ ; M Jo ! i R L _—

Ty eee s Ny (Zi=1 N mj=1 % ) =0 “’Mi=1 T 0)

{ona F = &m(al g see o am) si, et seuleient si, a ce oy 2 sont p-

1
indépendants dans F ).

Soicnt les édnoncés :

g =V Xy ey X (Qm(Xl y see xm) <~=> a(x cee Xm))

m 1?

@n = 4 Xl y eee Xn (Qn(xl gy wes o Xn)) .

Soit T 1la théorie des corps de caractéristique p dans le langage L . On dit

d'un corps qu'il cst sépareblement clos si, et seulement si, il n'a pas d'extension

algébrique séparable propre ; la théoric des corps séparablemcnt clos dc caractéris-
tique p , soit S CF , est éléuentaire dans le langage L ; elle est en effet axio-
natisable par exeuple par T , et un ensenble infini d'énoncés disant que, pour
chaque entier naturel non nul n , tout polyndue irrdéductible & une indéterminée de
degré n , cst de la forue g(Xp) o g ost un polyndue & une indéterninée. Soient

pour n entier naturcl

TnzTU{'Um; UEH) U{]’\Pn_’_lj

rd 3 > rd 3 . 0 3 v
la théorie dcs corps com utatifs de caractéristique p et d'invariant d'Ersov au

plus n .

3 =S v * ' ] AN ) Q ;

s c Fn SCFu {um ; m e NS u{@n | R
la théorie des corps séparablewent clos de caractéristique p et d'invariant
d'Ersov n .

T,=Tu {dm ; me N}



8-03
SCF_=5S€Fy {cm ; nelly oy {@n ;3 nelly

la théorie des corps séparablement clos de caractéristique p et d'invariant

v - - .
d'Ersov infini.

l.11, PROPOSITION. — Si F et K sont deux wodeles de T, les érnoncés suivants

sont dquivalents :

1°© K est unc extension séparable de F ,

20 kP st une extension séparable de FP

30 F est sous-structure de K pour le langage £ ,

40 Tout cnscuble de F p-libre dans F , 1l'est dans K ,

50 Il existe unc p-basc de F qui est o»-libre dans K .

Dénonstration.

-P

P et un isomornhisme de K sur K° qui envoie F sur

10 «==> 2° ¢ X jp=> X
7P,

20 == 30 kP et (Fp)l/p = F gsont lindaireunent disjoints sur rP , donc tout
cnsenble d'éléuents de F 1linédaireuent indépendants sur PP est linéairement libre
sur x¥ , donc 3° d'apres 1° - 4°.

30 == 40 et 4° ==> 5° gsont évidents.

50 ==, 29 : d'apreés 1° - 4°, il existe une base (1inéaire) de F sur FP qui
est linéaireucnt libre sur K° ;s donc F et kP sont lindaircicnt disjoints sur

P,

- N
1,12, TIEOREE. - Si C est un cnsouble algébriquenent indépendant sur F , et

A unc p-basc de F , alors A y C est vne p-hasc de r(c) .

Dénionstration.

(2) AuC est p-libre dans F(C) .
[F(c)T® = 7°(cP)

Soit un sous-ensenble fini de A UC : {al s oeee s B 5 Cp oy een s cm}
({al , eee an} A et {cl , eee cm} c¢) . ¢ est un cnsemble d'éléments
algébriquenent indépendants sur F , donc sur Fp(al y ses o an) = F' ; donc
Fp(Cp) et F' sont lindairement disjoints sur FP ; une base de F' sur P oest
donc sussi base de F'(CP) sur rP(c?) . Comme A est une p-base de F ,

aj g eee s 8 sont p-indépendants, donc

[F(cP) : FP(cP)]=[F' : PPl =p" .
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Soient :

v my(aP
Fy =T (c¢¥)

=7

) =7y (ey,,)

_ wi(cP
Fier =T ( )(cl vosee 0 Gy %41
p

Le degré de Fi+ sur Fi est p, car Fi contient ci+1 , mais ne contient

1
pas ci ; on a donc

-1 m
(7, : Bl =T (R, s ) =»

[FP(eP)(a, 5 ove y cp) @ PP(CP)] = [r (6]
= (7, ¢ Tdx [F1(eP) + FP(EP)] = ™7

donc {al y ese 5 &

n? Cpo0 v cm} est p-libre.

(b) AuUC est p-génératrice.

Soit un élément de F(C) (P et Q &léments de F[C])

ol

I1 suffit donc de remarquer que {FL cc(c) s 0€{0, «es , p- 1}(0)} engen-
dre F[C] sur Fp[Cp] .

VRN
l.13. THEORE.E. - Si K est une extension algébrique séparable de F , une p-

base de F est p-base de K .

Démonstration. - Soit A une p-base de F .

(a) A est p-libre dans K : En effet, kP est une extension séparable de FP

(prop. 1.11) 3 donc K et F sont lindairement disjoints sur FP ; on conclut a
prop

l1'aide de 1° - 4°,

(b) A est p-génératrice dans K : Soit « un élément de K s Fla) est sépa-

rable sur F , donc (prop. 1.11) F(u)p = Fp(ap) est séparable sur rP , donc
Fp(ap) et F sont linédairement disjoints sur FP . Done {naFA a’ a) ; OE€ p(A)}
qui est une base de F sur 7P , est aussi une base de F[Fp(up)] sur Fp(up) ;

or on a @

FFP(P)] = FleP] = 7(.P)

de plus, comme F(«) est algébrique et séparable sur F , F(u) est algébrique et

séparable sur F(ap) , ce qui implique que le polynéme X - P e F(Qp)[X] n'est

pas irréductible sur F(«P) , donc que « est élément de F(«P) | clest-a-dire
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qu'on a F(up) = F(a) « Donc « est combinaison lindaire & coefficients dans
FP(«P) | donc dans KP , des éléments de ﬂwaz au(a) ;

lait démontrer.

A ¢ € p(A)j , ce qu'il fai-

-

l.14. COROLLAIRE. - Une p-base de F est p-hase des F

1.15. Exemples. - TO est la théorie des corps parfaits.

Soient Yi y 1w, des indétersindes et, pour m € w+ 1 , soit :

_ 1/Pj . . . 0y !
F = E?((Yi) ;o iem, et jel) =T, .
Le degré de transcendance de Fm sur Ep est m (et donc ces corps sont non

isomorphes deux & deux).

Soient Xi y» 1€ w, des indétermindes (distinctes des Yi ), et, pour n€ wl ’
soit :

n__. - 3 1 p
F = rm(xi i 1ien) ke T (dtaprés The 1.12) .

Le degré de transcendance de FE sur Ep est m+n (donc ces corps sont non

isomorphes deux & deux).

3
F o k=sc F (dtaprés Cor. 1.14) .

A
Le corps Fg a méme degré de transcendance sur Ep que Fg . Les Fz sont

donc non isomorphes deux a deux.

Tous les corps considérés sont dénombrables, mais on obtient des exemples de
cardinalité supérieure par exemple en remplagant Ep par un corps parfait non dé-
nombrable, par exemple algébriqueuent clos, ou encore en augmuentant le nombre des

Y, .
i

N
1.16. THEORLiiE. - Soit X une extension séparable de F . Si A est une p-base
de F

s B une p-base de K contenant A, alors C = B - A est algébriquement

indépendant sur F .

Démonstration. — S0it C' inclus dans C wune base de transcendance de X sur

F; AUC' est une p-base de F(C') (<h. 1.12), p-libre dans K (puisqu'inclus
dans B ). Donc K est une extension algébrique séparable de F(C') (prop. 1.11) ;
il en résulte que A U C' est une p-base de K (th. 1.13), incluse dans la p-
base B, donc égale @ B . D'ou, C'=C, C est donc algébriquement libre sur
F.

F Y
l.17. THEVREME. - Soit K wune extension séparable de F avec F L: Tn

’

K b= 3 € Fn . Alors tout systéme de polyndmes & coefficients dans F , 3 un nombre

fini d'indéterminées, qui a une solution dans K , en a une dans F .
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Dénonstration. — Un anneau de polyndmes sur un corps, & un nombre fini d'indéter-

minées étant noethérien, on se ramene 3 un nombre fini de polvndmes. Soient

fl g eee fq ces polynémes, (xl y sy xr) une solution dans K de ce systéme.
Soit

K’=F(X u.a,X)CK

1 T

K' est séparable sur F (puisque K 1'est), et finiment engéndré, donc sépara-
blement engendré ; soient (§1 g see gm) une base de transcendance séparante de
K' sur F, % un éldment de K' algébrique séparable et engendrant K' sur

F(gl y eee gm) H

K' = F(8, 5 eee y 55 %) o

Joit A(X) = E;:O Ai(s) x* € F(gl y see ém)[X] le polyndme minimal de ¥ sur
F(gl y eee s §m) . Ce polyndme est séparable donc a un terme : (§) x° , ou u(g)

est un 4lément non nul de F(¢ vee 5 § ) , et ob p ne divise pas t .

1’ m

Soient, pour i =1, . , T,

p, (¢) .
X 0= f,];é =t
& ; 5(8)

et, pour i =1, e, q,

— P (8 or (). .
Flx) = £ (S el 0, L, 2 T ) eR(3)(x]
Q 5(8) :

2, (%)

x est racine de f; qui est donc divisible par a(x) . Soient, pour 1 =1 ,..4,4,
F(gl yoeee s 5 [XT

~
Soient alors I des éléments de F tels que (a cee am) ne

1 ’
soit solution d'aucun des polynémes suivants (polvnéues éléments de F[gl,...,gm]

en considérant les & comme des indétermindes)

9 = N . £ 4
Qi,J(S) pour tous 1 e J

les dénominateurs des coefficients de A(X) ,

les dénominateurs des coefficients des gi pour tout i ,

- le numérateur de p(:) .

A

(De tels a existent car il n'y a gu'un nombre fini de polyndues, et F est in-
fini.) Le polynéme & coefficients dans F 1 A'(X) = Zé—O A_(;) Xi est séparable,
. - i=0 i
car il a un terme u(a) Xt , ou w(a) n'est pas nul, et t n'est pas divisible

par p 3 &' a donc une racine dans F , soit b . On a, pour i =1 j,ee0 , @
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(avec un abas de notation aisément compréhensible),

E"i'(a , b) = ar(b) x gi(é , b) =0

est la solution cherchée.

2. Complétude.

2.1, LEMiE, - Soient K wun modeéle de S G‘Fn y F une sous-structure de K

(pour le langage £ ) égalewent modéle de S @ Fn .S5i F et K ont une p-base

commune, alors F est existentiellement clos dans K .

Démonstration. - Soit A une p-base comiune & F et K , et soit © un énoncé

existentiel a parametres dans F vrai dans K ; cet énoncé est équivalent & une

disjonction d'énoncés de la forme :

. q 2\ _ r
i Xl""’xme”§=l Pi(x) =0 AAﬁi

LR E Aoy QI»‘Ii(gi’;i) A Mll | Qmi(gi’;i')) ’
ou Pi et Rj sont des polynlmes iur F & m variables, Ek et BZ sont des
suites d'éléments de F , E; et X; des sous-suites de Xy oy ees y X 5 SOt

¥ un énoncé de cette forme satisfait par K et pris parmi les énoncés dont o

est la disjonction. Soient Ap s vee s X des éléments de K ‘"satisfaisant" V¥ .
Soit A' 1le sous-ensemble fini de A constitué des éléments des ﬁi et des Bi
et des éléments de A qui interviennent dans 1'écriture des X, comme combinai-
sons lindaires & coefficients dans K¥ des éldments de la base de K sur K5

déduite de A , c'est-d~dire : I ao(a) ; A>j ;

e soit

9] ‘p(

e, %), s p(A')} .

B-_-— {Q/l 9 o0 ak} aEA'

soit, pour i

i
—
B

11
M
e,
e
<

AT Set

J
y M -y
K satisfait QM.(:i , ;g) ; posons : Ri = ai y eee afi y A= Ail,...,x'i' &i;
parmi les déterminants d'ordre pMi extraits de la matrice des coefficients des
éléments
T @D T ()3 e, sp-1, 0
o1 (8 PR Se;Sp-1, 0<f,sp-1)

dans la base B, il y en a un qui n'est pas nul ; ce déterminant est un polynéme
des Ag (méme si tous n'apparaissent pas) & coefficients dans FP ; soit

‘ 1 N . - - Y . .
Yi(Al y eee Am) . Procédons de méme pour | QNi(bi , Ai) ; soit
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je.1 N .
A-i()\l g e /Sn) 9 J = 1 g eee o Ji 9

les déterminants extraits, qui sont donc tous nuls. Le corps K satisfait donc :

1K)y eee s Xy Xy eee ) X 0‘3:1 Pi(x) =0 A,ﬂ§=1 Ri(x) # 0

AR - P . _ s 1 Ny
/\Mi—l X, f;zl (xi) « = 0 /\ﬁ(\izl Yi(xl y eee ‘m) £ 0

J

.t . .
/\Mizl /x\ + }\iJ(Xi 9y oo X:N) = O) .

J=1
Cet énoncé est du tvpe :
. - P _ ANT
3y e Y, (ﬁw&=1 Si(yl y ees y“) =0 /‘\/\'\:,L:1 Ti(yl y eee yu) #0)
qui est équivalent a

P = v =
A Y peensd, s BppeeerBy °“E=1 Si(yl,...,yp) =0 A;&%zl z; Ti(yl"'°’yp) =0

D'aprds le théordme 1.17, cet énoncé est satisfait par F , "refaisant & 1'en-
vers" ce qui a été fait en tenant compte de ce que A est une p-base de F , on

voit que F satisfait o .

5.2, LEINE. - Soient P satisfaisant S CF,, et C un ensemble algébriquement

~
libre sur T . F est existentiellement clos dans F(c) .

Démonstration. — S0it ¢ wun éwoncé existentiel de £ (F) \Fatisfait par F(C) .
Soit A une p-base de F ; A UC est une p-base de F(C) (1.12 et 1.14).
Soient Tl 1'ensemble des f?oncés f(g) #0 ou f est un polynbéme non nul a
cnefficients dans T , et ¢ wune suite d'éléments de C , et T2 1'ensemble des
énoncés Qm(g , ¢) , oi m est un entier naturel non nul, a une suite d'éléments
de A, ¢ une suite d'éléuents de C , la somme des longueurs de a et C

étant m . Soit € 1la théorie (dans le langage £(FVC) ) :
. Y C ( o
Diag F u S Fu{_dm, m €N} uTluT2.

L'énoncé ¢ est conséquence de G ; soit en effet K un modéle de T ; il s'agit
de démontrer que K satisfait ¢ ; le sous-ensemble de K des réalisations des
&léments de T est un sous-corps de K , F' , isomorphe & F ; les réalisations
des éléments de C constituent un ensemble D algébriqueument li@ze su?’/gi\ (car
K satisfait T, ) 5 comme K satisfait S @ T , il contient Fr(D) ; F'(D) est
donc isomorphe & ﬁzgs , et satisfait donc ¢ ;3 A' UD (A' ensemble des réalisa-
tions des 4léments de A) est une p-base de P'(D) qui est p-libre dans K
(car K est un modéle de T2 ) F‘(D) est donc une sous-structure de K pour

>

le langage £ 3 ¢ é&tant existentiel, K satisfait ¢ .
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¢ est donc conséquence d'un sous-ensemble 7ini de & ; il existe donc un sous-
ensemble fini de Tl R Ti » €t un sous-ensemble fini de T2 , Té tel que ¢ soit
conséquence de

Diag Fy uS < F LJ{um ; meNfuT] uT) .

Soient 8 5 eee aq les éléments de A qui apparaissent dans Ti u T,
Clop eee s C les éléments de C qui apparaisseit dans Ti U Té . Soit f(cl,"ycr)
le produit des polyndmes qui apparaissent dans Ti . L'énoncé ¢ est conséquence
de :

G!' =DiagFUSCFme;me_l\y vif(e) # 0, Qq+r(al y ecoe aq, ) cr).

Or F satisfait &' ; en effet, on peut réaliser les Cy 5 +ee 5 Cp. PAT des

éléments de A - {a cen aqj qui n'annulent pas f(g) , ce qui cst possible

]_ 9
car A - {al y eee aqj est infini. Le corps T satisfait donc F .

v A
2.3. THEOREHE., - La théorie S ¢ Fn (n fini ou infini) est modele-compléte.

Démonstration. - Soit F un modéle de S &« Fn sous~structure de K modé&le de

S - Fn ; 11 s'agit de démontrer que ¥ est existentiellement clos dans K . Si n
est fini, une p-base de F est aussi p-base de K (1.9 et 1.11) ; on conclut
par le lemme Z2.1. Si n est infini, soit A wune p-base de F , et A U B une
p-base de K 3 B est algébriquement libre sur F (1.16) s P est existentielle-

ment clos dans F(B) (2.2) qui est existentiellement clos dans K (2.1).

2.4, TEORTIE. - La théorie S C Fn admet un modéle premier :

.'4/
P
F (Xl y eee X.n si n est fini
L_ﬁ/\\\
Ep(xi 5 ie w) si n est infini

(les X sont des indéteruindes).

Déuonstration. — Soit K un modéle de S C‘Fn , A une p-base de K ; 1l'inva-

riant d'Ersov de E? étant O , A est algébriquement libre sur F . Si n est

N
soit B=A 3 ¢1 n est infini, soit B wune partie dénombrable de 4 . EP(B)
est une soug-structure de K , puisque B qui en est une p-base est p-libre dans

L ﬁﬁrf,.ﬂfﬁx\“-__) ’"Z}f,#‘pE-~\7
‘ s i : vee . X 2 . s i € -
K . De plus, EP(B) est isomorphe r X, , X)) oua Ep ;3 1 €w sui

vant que n est fini ou non.

2.5. COROLLAIRE, - La théorie S € Fn est compldte (et donc aussi la théorie des

’ 7 0 . 3 - v . rd
corps séparablement clos de caractéristique et d'invariant d'Ersov fixés dans le

langage L ).

Démonstration. ~ BElle découle de 2.3 ct 2.4.
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rd N
2.6, THEOREHE, - La théorie 3 ¢ Fn est le modéle-complétion de la théorie Tn .

Démonstration. - Compte tenu de 2.3, il suffit de démontrer que Tn est modéle-

consistante par rapport & 3 C Fn , et que Tn a la propriété d'amalgamation.

1° Tn est moddle-consistante avec S € Fn .

Soit F un modele de Tn . Soit X 1'enseuble vide si on a T(F) =n, un en-
semble d'indéterminées de cardinalité n - T(F) si n est fini et différent de
T7(F) , dénombrable si E/\FSt infini et T(F) ne l'eig\Pas. Le modele de T, F,
est sous-structure de F(C) (séparable sur F car F(C) est séparable sur F(C)
et F(C) 1'est sur F ) qui satisfait S C Fn (1.12) .

20 Tn a la propriété d'amalgamation.

Soient F , K et K' des modeles de Tn tels que F soit sous-structure de K
et de K' . On a
(F) & (K) et (F) g (k") .

~N
Surposons par exemple : T(K) = 7(K') . Soient A une p-basc de F, A uB
une p-base de K, A yC une p-base de K' ;3 C' un ensemble d'indéterminédes

tel que Cu C' ait méme cardinal que B .

On a le diagramme

ngﬁjjz K == 65 (AcB signifie " A est sous-structure de
< N B"; A“ B gignifie " A se plonge dans
F <= p(B) <= ¥7B) B vpar un plongement dont la restriction a
\ \ N P F est 1l'identité") .
— —

N\ a N
P(B) , X et K'(C') sont des moddles de S ¢ FT(V) ; on termine en remarquant

o

que 3 C FT(F) a la propriété d'amalgamation (2.3).
AN

3. Stabilité.

3.1. THEORIE. - Pour tout n non nul, S C Fn n'est pas superstable.

m

Démonstration. — Soit I un mod&le de S C Fn . Les é1éments de 1Fp ; m eN;

sont des gous-corps de F , a fortiori des sous-groupes additifs. De plus,

X —mm> XD étant un isomorphisme de F sur Fpm qui envoie P sur Fpm , On a :
m m+1
[r? . rP J=[F: FPl-on>1
m+1 m
L'indice du sous-groupe P dans F® st donc infini (car ¥, et donc

m+1
P 1'est, un corps fini n'étant pas séparablement clos). Il résulte de [3],

(7.5) que la théorie de F n'est pas superstable.
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3.2+ LELLE. - Soient des corps ¢, &', K, L satisfaisant & :

« ' <L, ¢CKCEL, & CSF', ' cst dénombrable.

Alors, il existe des corps dénombrables satisfaisant a :

QCFCF!CL’ FCK’ (}!CFY

F' et K sont lindairement

— L
dizjoints sur F . /

<x

F

Démonstration. - Soient Fo=¢, Iy = ¢' . Supposons Fk et Tp définis ;

pour chaque ensemble fini d'éléments de Fi linéairewent dépendants sur K est

linéairement indépendants sur Fk , nous fixons une relation de dépendance sur K

de ces éléuents ; nous prenons pour F le corps engendré sur Fk par les

k+1
coefficients (éléments de K ) de ces relations (des &léments de Fi linéairement
. 1 = 1
dépendants sur K 1le sont donc aussi sur L ) 5 soit L, =F (Fk+l) « I1 est

clair que les corps :

satisfont aux conditions souhaitées.

3.3. LENLE. - Soient des corps ¢ et §&' , des modéles de 3 C’Fn L et K

satisfaisant a

¢ <L, ¢CK<L, ¢ est dénombrable .

Alors, il existe des modéles dénombrables de S © Fn , F et F' , satisfaisant

¢CFPCF' <L, 2CF<K<L, ¢ <F!
Ve \\\

F' est séparable sur F et F!' et K
/seh 4

\/

’ . - Qnd - & "=v‘;".(‘ nk] P2t e
Démonstration. Soient FO ¢, FO Supposons F2k et PZk définis ;

. . . .l 3 . .
soient F2k+l et sz 1 deux corps satisfaisant la conclusion du lemme 3.2

0 s — H
FZk , &' = 2k ; soient F2k 5

brable de K , contenant ng 1 et Fék 5 une sous~structure élémentaire dénom-

les corps :

| o

sont linéairement disjoints sur F .

pour ¢ = une sous-structure éléuentaire dénom-

brable de L , contenant F2k+1 L}sz 5}

— | . \
F=U_yPF, P =UyF

-~ ~

satisfont aux conditions souhaitées. En effet, des égalitds
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— | B ni |
P = Ve foy Fox + ™' = Yeemoio4 Thxc

on déduit F!' <L et F <K, donc F et F' sont des modéles de S © Fn (puis-
que X ot L en sont), et F est une sous-structure éldmentaire de L , donc L

est séparable sur F , donc F' est séparable sur F . Des égalités

F o= U

= 1
F= UkGE_ 2k+1 ’ kEN_F2k+1 !

on déduit que F' et K sont lindairement disjoints sur F .

3.4. LBLT, - Soient ¢ et @' deux corps, K et L deux moddles de S € F

satisfaisant & ¢« CK <L, & L, et &' est dénombrable. Alors, il existe des

moddles dénombrables de S C Fn , F et P' tels qu'on ait

10 ¢ PSP <L, ¢CF<K, ¢ <P

2° F!' est séparable sur F ,

3° K et ' sont lindairement disjoints sur T,

4° I11 existe une p-basede L , B, telleque BnPF, B nF' et B nK sont

respectivement des p-bases de F , F' et K.

Dénonstration.

(a) Supposons d'abord n fini. D'aprés le lemme 3.3, il existe des corps F et
F' satisfaisant aux conditions souhaitées & 1'exception peut-&tre de la condition
40 , lais si B est une p-base de F , d'aprés 1° et 2°, 1.9 et 1.11, puisque n

est fini, B est aussi p-base de F' , K et L , d'ou le 4°.

(v) Supposons maintenant n infini. D'apres le lemme 3.3, il existe des corps
FO et Fé satisfaisant les conditions voulues a 1l'exception peut-8tre du 4° .
Soient A une p-base de F , B' une p-base de K contenant A , et B une p-
base de L contenant B! . Supposons F et F! définis. Soit F =F. .

2k 2k 2k+1 2k

Pour chaque élément x de Fék s s0it 1'écriture de cet élément comme combinaison

lindaire d'éléments de B & coefficients dans ILF

- p
=% (x)Pb (x, eL, b eB)

i
soit c(x) = {x. , oes , X9 bO y see g bm} ; soit Fék+l le corps engendré sur
F par UxeF' c(x) . Soient F2k+2 et Fék+2 des corps satisfaisant & la con-
2k+1 2k
s & e v - B °
clusion de 3.3 pour @ = F2k+1 et &' = F2k+1 . Les corps :

- = | -
¥ _LJnEN o = “%EE_F2n B LJnEE_F2n+l

~

- - [ e
B o= Uneﬁ T _Urﬁl\[ on UnE_I\l Fons1

satisfont aux conditions souhaitées.
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3.5+ = Soient K et L deux modeéles de S € F avec K<L (donc XK <1,
d'aprés 2.3). Soient « un élément de L , et

j=F &'=Fa .
T “p( )

Joient F, et F; deux corps satisfaisant & la conclusion de 3.4.

3.6. LEMME, - Avec les notations de 3.5, soient « et B deux éléuents de L .

Sion a F& =F,, et que E; et Fé sont F -~isomorphes par un isomorphisme qui

B o

envoie « sur B , alors o et p réalisent le méme 1-type sur X .

Démonstration. - K et F, d'une part, X et Fé d'autre part étant linéaire-
ment disjoints sur EQ = F}j y 11 résulte des hypothéses que K(E&) et K(Fé) sont
K-isomorphes par un isomorphisme qui envoie «w sur g . Si B est une p-base de
L conmme dans 4°, B! = (B nK) u (B r»ﬂ;) est une p-base de K(E;) (car p-libre
dans K(F;) puisque p-libre dans L qui est une extension de K(Fé) , et p-
génératrice car B nK est p-génératrice dans K et Bn F& dans E& ). Donec,
K(E;) (qui a une p-base p-libre dans L ) est une sous-structure de L pour le
langage £ (1.11), donc d'aprés 1'isomorphisme de K(E;) et K(Fé) , et d'apres
2.6, o et ¢ ont méme Il-type sur K .

3.7. COROLLAIRE, - Pour tout entier naturel n, S C Fn est stable.

Démonstration. — Soit L un modele de S C Fn , et K un sous-modile.de L .

D'aprés 3.5, le cardinal de l'ensemble des 1-types sur K rdalisés dans L est

i.v
au plus celui des paires de parties dénombrables de L , c'est-a-dire ]K] 0 .
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