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IV. 1 Séminaire de Théorie des Nombres 
31 janvier et 7 février 1980 

Grenoble 

TENTATIVE DE D E S C R I P T I O N I M M O B I L I E R E 

DE QUELQUES REPRESENTATIONS INTEGRALES 

DE GROUPES F I N I S (avec l'aide de Guy ROUSSEAU) 

par Dominique DUVAL 

I. - INTRODUCTION. 

Dans tout cet exposé, p désigne un nombre premier, G le 
2 

groupe (Z/pZ) , u l'ensemble des sous-groupes de G d'ordre p , 
T (resp. Q ) l'anneau des entiers (resp. le corps des nombres) p-

P p 

adiques, et ç une racine primitive p e m e de l'unité fixée dans une 

clôture algébrique de Q . Pour tout groupe fini r / on note r Télé-

ment Z y de Z[r] . 

Afin d'étudier la structure galoisienne du groupe des unités d'un 

corps de nombres abélien réel de type (p,p) [3] , L. Bouvier et J . J . 

Payan ont cherché à classifier les Z[G] -modules M , libres sur 2f , 

tels que Qfa—M soit isomorphe à un sous Q[G] -module de Q[G]/Q.G 

à Z[G] -isomorphisme près. Ils ont réussi à faire cette classification 

lorsque la longueur de Q® M (comme Q[G] -module) est inférieure ou 

égale à 3 ; en modifiant un peu leur méthode, j ' a i pu ensuite traiter le 

cas de la longueur 4 [6] . Pour les longueurs supérieures, on a seule

ment une méthode (pas très agréable) pour obtenir une classification de 

ces modules à "genre" près [6] , c'est-à-dire pour classifier les Z -

réseaux de © CD [G/H] /<P -G/H stables par G , modulo 

Aut- r _ , ( 0 CD [G/H] /(p -G/H) , pour toute partie M' de H • y.G] H € M . "P p 
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Sur une suggestion de J.M. Fontaine, j'ai alors demandé à 

G. Rousseau si la théorie des immeubles de Bruhat-Tits [4] pouvait être 

utilisée pour étudier ce dernier problème. Après m'avoir expliqué en dé

tail comment traiter le cas de la longueur Z à l'aide du graphe de 

(cf. II), G. Rousseau m'a expliqué ce qu'est l'immeuble de PGL 
n 

PGLZ 

(cf. III) 

et m'a indiqué comment on peut l'utiliser. En IV et V, j'utilise sa métho-

de pour traiter le cas de la longueur 3. Ce qui suit ne contient aucun ré

sultat nouveau concernant le problème énoncé ci-dessus. 

Commençons par modifier l'énoncé du problème, afin de pouvoir 

plus tard le traduire en termes d'immeubles. Pour tout H de ):}, et tout 

générateur y de G/H, on obtient un isomorphis me d'algèbres de 
H ~ 

(J) (C) sur (J) [G/H] I(J) ·G/H en associant à Î l'image de modu-
p -~ p P r--.J "p YH 

10 G/H, on fait ainsi de (J) [G/H] I(J) ·G/H un espace vectoriel de di-
p P 

mension 1 sur (J)p(Çp) , qu'on note VH . On peut alors chercher à clas-

sifier les ~ [, ] -réseaux de œ V stables par G , modulo 
p p HE):}' H 

AutfT'l (r )[G] (EB VH) • Ce problème est identique au précédent dans les 
""p ~, p H E):}' 

Z cas suivants : 

• p=Z (bien sUr) , 

• p z 3 , ):} , t- ):} , et il existe un élément h de G\ U 
BE}:!' 

tel que 

YH soit l'image de h modulo H , pour tout H de ):!' . 

Lorsque ):f' =):} et p z 3 , je ne sais pas relier ce problème au 

précédent. 

Sous cette nouvelle formulation, on est amené à résoudre un cas 

particulier du problème énoncé ci-dessous. Soit K un corps complet 

pour une valuation discrète v (normalisée par V(Ki~) =~) ,soit 0-

l'anneau des entiers de K, TI une uniformisante, et k = 0-/'10 le 

corps résiduel. On suppose k fini. Soit V un K-espace vectoriel de 

dimension finie n z Z , soit r un groupe fini, et soit p une représen-
n 

tation de r dans V On suppose que p est de la forme EB X. , où 
i=l 1 

X. est une représentation de r dans un K-espace vectoriel V. de di-
1 1 

mens ion 1 (pour 
n 

1 ~ i :;: n) ,avec V = EB V 
i=l 

. Donc Xi est un homo-
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morphisme de F dans Aut^-j 0^) / qui est canonique ment isomorphe 

à K* ; on suppose enfin que les x. / considérés comme des homomor-

phismes de T dans K , sont 2 à 2 distincts. On note R l'ensemble 

des O-réseaux de V , et [ R ] l'ensemble des O-réseaux de V à ho-

mothétie près ; on note M • [M] la projection canonique de R sur 

[ R ] . Le groupe PGL(V) agit sur [ R ] . On note [p(D] (resp. A) l ' i 

mage de p(D (resp. de A u t ^ (V)) dans PGL(V) . On va essayer de 

classifier les éléments de R stables par p(r) modulo Aut„r_, (V) , 
K|TJ 

c'est-à-dire -car A u ^ ^ (V) contient K* , et r est f ini- les élé

ments de [ R ] stables par [p(D] modulo A . 

II. - LE CAS n = 2 . 

On garde les hypothèses et notations ci-dessus, et l'on suppose 

que n = 2 . 

1. - Graphe . 

Notons I le graphe défini ainsi : les sommets de I sont les 

éléments de [ R ] , et deux sommets de I sont l iés par une arête s'ils 

sont de la forme [M^ ] , [Mg] , avec M e M 2 et Ï ^ / M j - k . Alors 

1 est un arbre et chaque sommet de I est lié à (Card(k) + 1) autres 

sommets [7] . 

A la décomposition V = Vj © ' o n associe l e "droit chemin" 

-noté A- ayant pour sommets les [ M ^ ' e M ^ 2 ' ] , où est un réseau 

de V ( i = l , 2 ) . Choisissons une base e = ( e ^ e ^ de V telle que 

V = Ke. (i = 1,2) et notons O A = [Qe^Oe^ . 

2 . - Distance . 

Notons S(I) (resp. S (A)) l'ensemble des sommets de I (resp. 

de A). On définit une distance d sur S(I) ainsi : d^M^ ,[M 2 ] ) =m 

(où m € IN) s i , quitte à modifier Mj ou M 2 par une homothétie, on 
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a M j C M 2 et M /M - O/v^O . En fait, d([M ] , [M 2 ] ) est égal 

au nombre minimal d'arêtes des chemins joignant [M^] à * Cette 

distance d est invariante par l'action de PGL(V) sur S(I) [7] . S i 

z est un sommet de I , il existe un unique sommet x z de A tel 

que d ( z ; x z ) = d(z,S(A)) . Notons B l'ensemble des sommets z de I 

tels que x z = . 

Allure de l'arbre I (lorsque k a 2 éléments) : 

N — R 
• \ \ 

I l \ 

\ - " ^ ^ s ^ " ' ! V ' ' ' 

A 

3. - Action de A . 

Le groupe A est l'image, par e. , des matrices ^ ) ( X 1 / \ 9 e K # ) . 
2 

Or l'image de ( N 1 ^ ) envoie [Oe.ec^r^e J sur [Oe.eOrr™"^^ v ^ l ^ e J , 
u ^2 i z i z 

donc A agit sur S(A) transitivement. Par conséquent, étudier tous les 

sommets de I modulo A équivaut à étudier les éléments de B modulo 

AQ / si AQ désigne le fixateur de dans A / c'est-à-dire l'ima-
A A X, 0 

ge des matrices ( n

i

 A ) (X, ,\n 6 0 ) . 
u X2 1 z 

Si deux points de B sont congrus modulo AQ / ils sont à la 
A 
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même distance de 0 A . Réciproquement, si deux points distincts de B 

sont à la môme distance, disons m , de 0 ^ , alors ils peuvent s 'é 

crire [(ynme1®(${ae1+e2)] et [Or^e^cMa'e +e 2)] avec a et a* dans 0*, 

et a ^ a1 (mod.TTm0) ; donc ils sont congrus modulo l'image dans A 

de la matrice ( ^ ^) . D'où le résultat suivant : 

PROPOSITION. - L'application de [ R ] dans IN qui associe à 

z sa distance à S (A) induit une bijection de [R] modulo A 

sur IN . 

4 . - Action de r . 

Pour tout entier positif m , et tout élément y de r , l'image 

par p(y) du réseau OTT^^®(5{e ^e^) est le réseau 

O n m x 1 ( Y ) E

1 © ̂ X ^ Y ^ * \2^
e2^ # ° r l a m a t r i c e d e P a s s a 9 e d e , e i + e 2 ^ 

à (n X 1 ( Y ) e 1 , x 1 W ) e

1

 + X 2W) e2^ est . Comme 
V 0 x 2 ( Y ) * 

X.(y) est inversible dans Q (i = 1,2) , car r est fini, on voit que le 

réseau O T T m e ^ O i e ^ + e^) est stable par p(y) si et seulement si 

f x i < ï > , \ 
v i x — c 1 ) * m • 

x l m 
Notons m le plus grand entier m tel que — ( r ) c 1+n O 

(m existe, car on a supposé Xj e t X 2 distincts). On a obtenu le 

résultat suivant : 

PROPOSITION. - Un sommet z de S(I) est fixe par [p(r)] si 

et seulement si sa distance à S(A) est inférieure ou égale à m„ . 

On a donc obtenu une classification des éléments de [ R ] stables 

par [p(r)l modulo A / par leur distance à S(A) , qui parcourt 

{ 0 , 1 , 2 ,...,m } . 
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5. - Application. 

Dans le cas particulier qui nous intéresse ( c f . I ) , il est facile 

de voir que m = 1 . Il existe donc 2 "genres" de Z-réseaux de 

e (Q[G/H] / Q - G / H ) stables par G . En tenant compte de [6 , ch .2 ] , 
H ew1 

on retrouve ainsi les résultats de [3 ,ch . I ] . 

6 . - Remarque. 

En fait, I est l'immeuble affine de PGL(V) lorsque V est de 

dimension 2 sur K . Dans ce qui suit, on va construire l'immeuble affine 

de PGL(V) lorsque V est de dimension finie n quelconque sur K , 

et on essaiera de généraliser ce qui précède, au moins au cas n = 3 . 

III. - L'IMMEUBLE AFFINE DE PGL(V) . 

Il s'agit seulement ici d'énumérer les résultats qui nous serviront 

plus loin. Pour une exposition plus détaillée, on pourra se reporter à un 

exposé de G. Rousseau au séminaire de Nancy-Strasbourg 1979-80, inti

tulé "L'immeuble de GL^ ", ou encore à un cours de 3e cycle de 

Gérardin à Orsay, à paraître (?) . 

Soient K,v,0,n,k ,V,n,&,[&] comme en I . 

1. - Définition. 

Notons y l'ensemble des parties finies { [ M ^ ,[M^\ , . . . , [M^] } de R 

telles que, quitte à modifier la numérotation et à remplacer les réseaux 

par des réseaux homothétiques , l'on ait M^ ^ M^ p1 . . . M ^ TT^M^ 

(alors bien sûr d <> n) . 

A tout élément f de y , de cardinal d , on associe un (d-1) 

simplexe fermé §̂  dans un espace affine réel de dimension d , et une 

indexation des sommets- de par les éléments de f . A. tout couple 

( f , f ) d'éléments de y tels que f c f ' , on associe une injection 
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(affine) cp£ £i de g f dans g f l respectant les indexations. 

Alors l'immeuble affine de PGL(V) , noté I , est la somme amal

gamée (ou le "recollement"), dans la catégorie des espaces topologiques, 

des espaces g (f €90 le long des applications cpf f , ( f , f , f c f ) 

[ 1 , 2 . 5 ] . 

On appelle sommets de I les images dans I des sommets des 

ĝ  (pour f £ y) . Pour toute partie J de I , on note S(J) l'ensemble 

des sommets de I contenus dans J . Par construction, il existe une 

bijection naturelle de [ft] sur S(I) . On l'utilise pour identifier [fi,] 

et S(I) . On appelle facettes de I les images des simplexes ĝ  (f çy) , 

et chambres de I les facettes de dimension maximale (n-1) . 

Exemples de chambres : 

A s 
n = 2 • • n = 3 * n = 4 V f 

Une chambre contient (^) facettes de dimension (d-1) , pour 1 <> d £ n . 

2. - Appartements. 

n 
Pour toute décomposition £ : V = © V. de V en somme directe 

i=l 
de K-espaces vectoriels de dimension 1 , on note A(^) la réunion des 

n /.\ 
facettes de I dont tous les sommets sont de la forme [ © M w ] , où 

i=l 

est un réseau de V. ( l ^ i ^ n ) . On appelle A(^) l'appartement 

de I associé à J> . 

Il est clair que I est la réunion de ses appartements, et qu'à 

deux décompositions distinctes sont associés deux appartements distincts. 

Soit e = (e, , . . . ,e ) une base de V sur K telle que V. = Ke. 
" " " I n r .

 1 l 

n r i 
(pour 1 £ i <, n) . L'application qui associe au réseau © OTT e. le n-

i=l 1 

uple (r ,...,r ) 6 2£n induit une bijection de S(A(^)) sur le quotient 
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Z n / Z (où TL agit sur Zn par translation). Cette bijection se prolonge 

en une bijection de A(^) sur ]R n /E , telle que l'image d'une facette 

de A{fi) de dimension (d-1) soit un (d-l)-simplexe de ]R n /E . 

Cette bijection permet de considérer A(^) comme un espace affine  

réel euclidien de dimension (n-1) , d'espace vectoriel associé R n/]R . 

Le choix de la base e_ détermine une origine O^(^) = ^ e i ] dans 

AU) . On note [ r 1 , . . . / r n ] l'image de (r , . . . , r n ) £ F n dans R n / R . 

3. - Action de PGL(V) . 

L'action de PGL(V) sur [ R ] , c'est-à-dire sur S(I) , se pro

longe naturellement en une action de PGL(V) sur I . Cette action est 

transitive sur l'ensemble des sommets de I , et aussi sur l'ensemble 
n 

des appartements de I . Considérons une décomposition £t : V = © V. , 
i=l 1 

et ê  = (e / . . . / e n ) une base telle que V, = Ke. (1 <, i <> n) . Alors le 

fixateur de O a , m dans PGL(V) est l'image par e de GL (o) dans 
AL&J n 

PGL(V) . Et le stabilisateur de A(JS) dans PGL(V) est N(^) , si N(£) 

désigne l'image dans PGL(V) des matrices monomiales ( i . e . avec un 

coefficient et un seul non nul dans chaque ligne et chaque colonne) dans 

la base ê  . 

THEOREME. - Deux facettes quelconques de I sont contenues  

dans un même appartement. 

Le théorème des diviseurs élémentaires permet de montrer que deux 

sommets de I sont dans un même appartement, ou qu'une facette de I 

est dans un appartement, mais il ne suffit pas à montrer le théorème. Il 

faut utiliser la décomposition de Bruhat de GL^(K) [4, 7 . 3 . 4 ] . 

4 . - Distance . 

Considérons une décomposition Jfr : V = © V. . On a défini sur 
i=l 1 

A(-&) une structure d'espace affine euclidien, donc en particulier une dis

tance. On peut montrer que cette distance est , à un scalaire positif près, 
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l'unique distance sur A{£) invariante par N(^) . 

PROPOSITION. - Cette distance sur A(jjr) se prolonge de manière  

unique en une distance d sur I invariante par PGL(V) . 

Deux points quelconques de I sont contenus dans un môme ap

partement (par le théorème ci-dessus), et on a vu que PGL(V) agit 

transitivement sur l'ensemble des appartements. Ceci prouve l'unicité de 

d ; pour vérifier qu'on a bien défini ainsi une distance sur I , le seul 

point délicat est la démonstration de l'inégalité triangulaire. On utilise 

pour cela une "rétraction" sur un appartement [2, § 1 , exercice 24] . 

De plus, I est complet pour d . 

Explicitement, si x et y £ h{JS) et si x-y = [r. ,...,r ] £ R n / F , 
1 n 

2 n 2 
alors d(x,y) = (n-1) Z r. - 2 £ r.r. . 

i=l 1 l£i<j<;n 1 J 

En particulier, pour n = 2 on obtient d(x,y) = 1^"^! » donc la 

restriction de d à S(I) est bien la distance définie en II . 

Application. Calculons la distance séparant deux sommets distincts 

x et y d'une même chambre de I . Le théorème des diviseurs élémen

taires prouve qu'il existe une base ( e j , . . . , e ) de V sur K telle que 

x = f © Qe. 1 et y = [( © One,) © ( © Oe.)] avec 1 <, k <, n-1 ; alors 
Li=i 1 J L i = i 1 i=k+l 1 J 

y-x = [r^,. . .^ ] avec = r 2 =.. .= r^ = 1 et r j < . + 1 = ... = r n = 0 , donc 

d(x,y) = a/k(n-k) . En particulier, une chambre est un (n-1) simplexe ir

régulier pour n >. 4 ^ 

n = 2 . 1 . n = 3 J. X n = 4 J f 

Nous aurons besoin du résultat suivant : 

THEOREME. - Etant donné un point z et un appartement A de I , 

il existe un unique point x de A tel que d(z,x) = d(z,A) . 
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Pour n ^ 3 , si z est un sommet de I , alors x n'est pas 

forcément un sommet de A . Nous reviendrons là-dessus en (IV,2). 

5 . - Racines et transvections . 

n 
Considérons une décomposition 3 : V = © V. . Notons 

i=l 1 

C = { ( i , j ) € { l , 2 , . . . , n } 2 / V n / C + = { ( i , j ) € C / i < j } , C" = { ( i j ) € C / i > j ) . 
Pour tout ( i , j ) £ C , on définit la racine a. . comme l'application de 

i / J 
F n / E dans R : a. .([r, ,...,r ] ) = r.-r. . On a donc défini a. .(x-y) 

i/J 1 n 1 j 1,J 
pour tous les points x et y de A(i?) . 

Les propriétés suivantes des racines sont évidentes : 

a., — a . . , a . ^ a j k = a . k (si M k) , ^ . ( x -y ) +a..(y-z) = a^.U-z) 

(où ( i , j ) , ( j , k ) 6 C et x ,y ,z e A(^)) . 

On appelle murs de A{lr) les hyperplans affines dont l'équation 

peut s'écrire {x £ AQ^/qu . . ( x - O ^ ^ ) = r) pour un ( i , j ) £ C et un r ç Z . 

On appelle demi-appartements de A{j}) les demi-espaces affines 

fermés limités par un mur, c'est-à-dire dont l'équation peut s'écrire 

{x 6 AU)/a. . ( x - O a ^ ) £ r} pour un ( i , j ) £ C et un r € X . 

Choisissons une base e = ( e , , . . . ^ ) de V sur K telle que 
~~ 1 n 

V = Ke. (pour 1 ^ i <> n) . Pour tout ( i , j) € C et tout a € K , on note 
u. .(a) l'image dans PGL(V), via e , de la matrice (a, J „ , où 

i, j — k , Z l<k , 2<n 

a^ ^ = 1 (pour l ^ k ^ n ) , a^ ^ = 0 (pour k f- Z et (k,2) * (i/j)) et 

a. . = a . L'application u. . est un isomorphisme de groupes de K sur 

son image -notée U. dans PGL(V) . 

Si ( i / j ) , ( k , £ ) £ C et a,b £K , on a les formules de commuta-

!

1 si j y£ k et i ^ z 
u. ,(ab) si j = k et i^Z . Si D est 
u k ^(-ab) si i = Z et j / k . 

un demi-appartement de A(j?) , d'équation ( x ç A U ) / a , . (x-0 , J <; r} , 

on note U = [u. . (a) /açK , v(a) > r} . Alors U n est un sous-groupe 
U 1 , J LJ 
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de PGL(V) , et l'ensemble des points de AU) fixes par U D est D . 

6. - Fixateur d'une partie d'un appartement. 

En plus des notations du § 5 , soit A une partie non vide de 

AU) . Notons PA le fixateur de A dans PGL(V) , NU) le fixateur 
A A 

de A dans NU) , et le sous-groupe de PGL(V) engendré par 

les groupes U D , pour tous les demi-appartements D de AU) conte

nant A . 

On montre qu'alors U est distingué dans PA , PA est engendré 
A A A 

par UA et NU)^ , NU) A contient n NU) , UA ne dépend que de 

A , et U est transitif sur l'ensemble des appartements contenant A . 

Soit (i/j) 6 C . S'il existe des demi-appartements de AU) de 

la forme {x £ AU)/a. J ^ X " ° A U ) ^ ^ r ^ contenant A / on note D(A,i , j ) 

le plus petit d'entre eux et U 1 ^ = U_, A . ; s'il n'existe pas de tels 
A D(A, i , j ) 

demi-appartements, on pose = £ 13 • Alors, pour n'importe quel ordre 
total sur C + (resp. C") , l'ensemble des produits Tf u 1 # J 

. . ( i / j )€C + (resp. C") 
(où u1'^ G U 1 / J ) forme un sous-groupe de U noté (resp. U" ) , 

A A A A 
et tout u dans U s'écrit de manière unique u = u+u~n , avec 
u+ € U , u" 6 U" , et ne NU) n UA . 

A A A A 

7 . - "Bases adaptées". 

Gardons les notations des § précédents. Pour tout point x de I , 

notons F(x) la plus petite facette de I contenant x ; elle est incluse 

dans tout appartement de I contenant x . Soit e = (ej , . . . ,e ) une 

base de V sur K . On dit que e est adaptée à £ si Ke.̂  = V. 

(pour 1 < i <; n) . Soient x et y deux points de AU) . On dit que e 

est adaptée à U,x) si e est adaptée à £ et si e s t u n s o m ~ 

met de F(x) ; on dit que e est adaptée à U,x ,y) si e est adaptée 

à U,x) et si l'on a a. .(y-x) ;> 0 pour tout ( i , j ) 6 C + . 

Il est clair qu'on peut trouver une base e adaptée à £ ; quitte 
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à multiplier chaque e. par un scalaire non nul, on peut supposer que 

e, est adaptée à (^,x) ; et quitte à modifier la numérotation des V , 

on peut supposer que e_ est adaptée à ( i ^ x ^ ) . 

Soit x un point de A(^) , et soit e_ une base adaptée à 

Cfî,x) . Pour ( i , j ) £ C , notons n. .(x) le plus petit entier n tel que 

a. .(x-O , J <, n . Autrement dit, 
1 / J A vî  

D ( { x ) , i / j ) = D(F(x),i,j) = j t e A ( ^ ) / a . j

(<t'°A^ * n

t j ^ I • 

Notons A = fi M D ( { x } , i , j ) et A' = C] . {t £AU)/a. .(t-x) > 0} . 
x ( i , j )eC + x ( i , j ) € C + X ' J 

Donc A contient F(x) , et , pour tout y de h{jfr) , la base e est 
x ~ 

adaptée à C#,x,y) si et seulement si y est dans A' • 
x 

Exemple (n = 3) 

^ — — • 
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IV. - UTILISATION DE L'IMMEUBLE I . 

En plus des notations introduites en III, reprenons toutes les nota-
n 

tions de la fin de I . Désormais, Jfr désigne la décomposition V = © V. 
n i=l 1 

correspondant à p = © X. / e t o n n o t e A l'appartement h{£) . 
i=l 1 

1. - Mise en place. 

Considérons un sommet z de I , et notons x le point de A 

tel que d(z,x) = d(z ,A) (111,5). Choisissons une chambre C de A 

contenant x , un appartement A' contenant z et C (111,3) et un élé

ment u de U tel que u(A) = A' (111,6). Le point u~*(z) , noté y , 

est alors un sommet de A . 

/ I CcAflA' 

/ A ^ — ^ 

Soit e une base adaptée à C#,x,y) . Pour tout ordre total sur 

C + (resp. C~) , on peut écrire u sous la forme u = TT u. .(a. .) x 
(i,!)<EC+ l ' J ^ 

Tl u. .(a. .)xn , avec v(a. .) ^ n. .(x) pour tout (i , j) e C , et 
U / )) 

n € N(^) . Alors n fixe C point par point ; or il agit de manière 

affine sur A , donc n fixe A point par point, et l'on peut supposer 

que n = 1 sans changer A' ni y . 

PROPOSITION. - Si ( i , j ) 6 C" , alors y est fixe par u. .(a. .) . 

En effet, u. .(a. .) laisse fixe D({x} / i , j ) = {tçA/a. .( t-0 ) * n. .(x)) 
1, J 1, J l , j A 1 J 

(111,5). Or D({x}, i , j ) contient F(x) , qui contient O a ; on a donc 
n. ,(x) ^ 0 , et il suffit de montrer que a. . (y -0 A ) <> 0 . Mais a. . (y-0 A ) 

i , j i /J A i , j A 
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est entier, car y et sont des sommets de A ; et 

a. .(y-O.) = a. .(y-x) +<x. . ( X - O a ) , avec a. .(y-x) <. 0 car e est 

adaptée à C£,x,y) , et a. .(x-O ) £ ] - l , l [ car O £F(x) . Donc on 
1, ) A A 

a bien a. . (y -O . ) £ 0 £ n. ,(x) , d'où le résultat. 
i/J A i , j 

On peut donc supposer que u = F I , u - . ( a . •) • C'est ce que 
( i , j ) € C + ^ 

l'on fera désormais. De plus, on choisira un ordre total sur C + tel que 

a, , soit le coefficient d'indice ( i , j ) de la matrice de u (pour tout 

€ C + ) ; par exemple, l'ordre inverse de l'ordre lexicographique [5, 

ch.4 , exerc.47] . 

2. - Distance de z à, A . 

On a défini x par d(z,x) = d(z ,A) . Comme d est invariante 

par PGL(V) , cela a plusieurs conséquences : 

• Sur x : on doit avoir d(y,x) = d(y,F(x)) . Autrement dit, x 

doit appartenir à la partie X de A définie par 

X = {tÇA/3y €S(A), d(y,t) = d(y,F(t))) . Par exemple, en notant (x) les 

points de X : 

N = 2 -*—* n = 3 A Î V V / n = 4 I \ J > 

x = S(A) * lcZ^\ t 

m Sur les a. . ( ( i , j ) £ C + ) : soit A = C] {tçA/a , ( t - O j <> v(a, .)} 

-donc \ contient A Comme A est fixe par u , on doit avoir 
~u x u 

d(y,x) = d(y,A ) . On va voir, lorsque n vaut 3 , que ceci permet de 

majorer les valuations de certains coefficients a. . . 
i/J 

Si x est un sommet de A , alors F(x) = { x ) , O = x , et pour 

tout (i , j) 6 C + on a n. .(x) = 0 donc v(a. ,) > 0 . Et A ' est la 
l/J l/J x 

réunion disjointe des 4 ensembles {O } , 
A i = i ^ A / O * a l j 2 ( t - Q A ) < a 2 / 3 ( t - 0 A ) j 
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A2 = j t6A/0 s a 2 # 3 ( t - 0 A ) < a 1 / 2 ( t - 0 A ) j , 

A3 = jtgA/O < a 1 # 2 ( t - 0 A ) = a 2 / 3 ( t - 0 A ) J . 

(Sur les dessins, on désigne par "r r r " le point O + [r ,r ,r ] 

de A ) 

A2 *3 Ai 

/ \ ^ ^ ^ \ A — " ~ a u ( t " ° A ) = 1 

Y Vo-10 Y000 V010 \L^— l\- c\ \ n 

" 7 V 7 V A X = 0 A À " / \ a i / 3

( t - ° A ) = 0 

a l , 2 ( t - ° A ) = / \ / \ / \ / \ ^ • ^ X ~ ° ^ = 1 

—v— ' 

On voit alors qu'on doit avoir v(a^ ^) = 0 si y € A'̂  , v(a^ 0 

si y G ¿ 2 ' e t i n f ( v ( a

1 3 ^ ' v ^ a ! 2 a 2 3^ = ° S i 7 e ^3 * ° n p e u t V O i r 

aussi, mais c'est moins facile, que l'on doit avoir v(a^ ^) = 0 si y Ci ' # 

e t V ( a l , 3 - a i , 2 a 2 ; 3

) = ° 5 1 y 6 A 2 • 

Si x n'est pas un sommet de A , alors (d'après l'étude de X) 

x est le milieu d'une facette de dimension 1. On peut choisir une base e_ 

adaptée à C#,x,y) de sorte que X ~ ° A

 = [ 0 , ^ , 0 ] . Alors 

n1 2 (x) = n 1 3 (x) = 0 ; n 2 3 (x) = 1 , donc v{al ^) > 0 , v(a 1 3 ) > 0 , 
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et v(a 9 ) s 1 . Dans ce cas , pour que d(y,x) = d(y,F(x)) , il faut 
¿i/O 

que y soit sur la médiatrice de F(x) , qui a pour équation 

jtêA/ctj 2 ( t " ° A ^ a 2 3(t""°A^ = - 1 î * E t p O U f q u e Y S O i t d a n S A x ' 1 1 

faut de plus que ^Y~®p) £ 0 . 

/ / ^ ^ F ( x ) 

A 
x 

On voit qu'on doit avoir v(a = 0 . 
1 , o 

3. - Classes modulo A . 

Rappelons que A est l'image dans PGL(V) de A u t

K [ -p ] (V) * 9 u i 

est constitué dans la base e des matrices diagonales inversibles à 

coefficients dans K . Rappelons aussi que l'on veut classifier S(I) mo

dulo A . 

Sur A , l'image de la matrice \^ ) (°ù les X. f K f ) agit 

1 ° - , n j 
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par la translation de vecteur directeur [v{\ ) , v ( \ n ) ,...,v(x )] ç Tn/W . 
1 z n 

Donc l'ensemble E = jt gA/t = 0 A + , r 2 / . . . / f ^ , 0] , r € [ 0 , l [ j est 

un domaine fondamental de A pour l'action de A , et Xf)E est un 

domaine fondamental de X pour l'action de A . 

Exemptes : (X) = Xf)E \ / \ / \ 

Card(XnE) = 1 / ^ \ 

Card(XnE) = 4 

Notons A le fixateur dans A d'un point t de A . Alors AFC 

est l'image des matrices diagonales de GL^(o) (dans la base e) . 

Il est facile de montrer le résultat suivant : soit x £ A , z et 

z' e S(I) , tels que d(z,A) = d(z,x) et d(z',A) = d(z' ,x) . Soit y et 

y' Ç S (A) , u et u' e . , tels que z = u(y) et z' = u'(y') . 
i x j 

LE MME. - Si z et z' sont congrus modulo a , alors y 
- x  

et y' sont égaux. 

Supposons donc que y' = y , et notons u = f l , u, .(a. ,) , 
( i , j ) € C + ^ ^ 

u' = H u. .(a1. .) , u' M u. ,(b'. .) . Alors : z et z' 
( i , j ) €C + X ' J l '> ( i , j ) € C + l ' J l>> 

sont congrus modulo A si et seulement si 
x 

il existe X, ,...,\ £ tels que pour tout ( i , j) £ C + on ait * 
I n J 

a. . (y -OJ s v ( 7

i a . . - a : . ) + Z bl , a , . - a ' . ) ) 
i , ] A LÀ. i] ij k = . + 1 / kj kj J 

D'où une méthode de classification de S(I) modulo /, : 

Pour chaque point x de X n E , on considère une base e. adap

tée à l£,x) , et tous les sommets y de A tels que d(y,x) = d(y,F(x)) 
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et que y soit dans A' • Pour chacun de ces sommets y , la base e_ 
X 

est adaptée à C&,x,y) (car y est dans A ' ) ; on considère alors tous 
x + 

les sommets z de I de la forme z = u(y) avec u dans U. tels 
{ x } 

que d(z,A) = d(z,x) , modulo A . On obtient ainsi un représentant de 
x 

chaque classe de S(I) modulo A . 

4 . - Stabilité par [p(r)] • 

Soit x ÇA , y £ S (A) , et e une base adaptée à (j},x,y) . Soit 

y ; alors [p(v)l est l'image dans PGL(V) de la matrice v v , . 

dans la base e . Soit u £ U r . ; on note u = Tl u. ,(a, .) et 
" { ^ ( i . j )€C + l , i l ' J 

u = Tl u< Àbi . Soit z = u(y) . On note enfin v . =v . /y . 
( i , j ) € C + l l i ' J 1 1 

pour tout (i/j) e c . 

Il est alors facile de voir que z est fixe par [p(r)] si et seu

lement si pour tout ( i , j ) e C + on a j 

Remarque. - Cette condition permet de majorer les a, ,(y-0 ) , 
1 / J A 

puisque les v(a, ,) sont majorés (car d(z,x) = d(z,A)) et les 
v(v. ,(v)-l) aussi (car les y. sont deux à deux distincts). 

i , j 1 î 

V. - APPLICATION. 

Dans cette dernière partie, on suppose que K = $p(£p) ' 

F = G = (Z/pZ) 2 , n = 3 , V. = V H (1 -s i s 3) , où H ,H 0 ,H 0 sont 
1 i 1 Z o 

3 sous-groupes distincts d'ordre p de G . De plus, si p > 3 , on 
suppose que la structure de K-espace vectoriel des Vjj est définie 

i 
ainsi : on considère un élément h de G\(H llH UH^) , et en associant 
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à £ l'image de h , on obtient un isomorphisme de (D (r ) sur 
P ^ P ^P 

Q [ G / H , ] / Q «G/H. qui fait de ce dernier module un espace vectoriel 
p i P i 

sur Q (r ) , noté VTT . 
P ^P H i 

Calculons v(x. .(g)-l) pour ( i , j ) £ C et g £ G . 
i/J 

Si p = 2 , et si k est l'entier tel que { i , j ,k} = { 1 , 2 , 3 } , 
L +00 si g €H k 

on voit que v(x. .(g)-l) = ) , . , T 1 i /J (1 si g £ H k 

a i 3i 
Si p ^ 3 , on peut écrire g = h h, avec a.,p. € 2i/p2Z (pour 

ai 1 1 1 

i = 1,2 ou 3 ) , et alors = C • Donc 
i P 

j+oo si g € <h> 

^ i . i ' 9 » - 1 » " | l si g ,(Uh> ' 
Alors le système (#*) , qui traduit la stabilité de z sous Lp(G)] , 

s'écrit 

P 1 / 2 ( y - 0 A ) , l + v ( a 1 # 2 ) 

x 2 3 ( g ) " 

N ^ ' V * g€G\<k> 1 3 1 2 2 3 X ^ " 1 

' 1+min(v(a 1 3 ) , v ( a 1 2 a 2 3 ) ) si p = 2 . 

En tenant compte des contraintes sur les valuations des a. . vues 

en (IV , 2 ) , on obtient : 

• si x & S (A) , alors v ( a 1 3 ) = 0 et v ( a

l 2

a 2 3 ^ = v ^ a i 2 ^ + v ^ a 2 3 ^ '* 1 ' 
donc min(v(a 1 3) , v ( a l 2 a 2 3 ) ) = 0 et (pour p s 3 ) 

x 2 3(g) - i 
min v(a - a a9~ - j~\ ") = 0 . 

g€G\<k) 1 3 1 2 2 3 X 1 3 ( g M 

On doit alors avoir a. o(y-0 A) <. 1 , ce qui n'est possible que si 

y = O A + [ l , l , 0 ] . 

• si x € S(A) et si y € Aj / alors v ^ a

2 3 ^ = 0 d o n c 



IV. 20 

Ct 2 3(y-0 A) à 1 , donc y = O A + [ l , l , 0 ] . 

• si x £ S(A) et si y € A2 , alors v(a 1 2 ) = 0 donc 

a l 2 ( y - 0 A ) ^ 1 , donc y = 0 A + [ 1 , 0 , 0 ] . 

• si x € S(A) et si y € , alors i n f ( v ( a 1 3 ) , v ( a ] 2 a 2 )) = 0 . 

Si p = 2 , on doit avoir û ^ ^ - ^ ) £ 1 / ce qui est impossible. 
X23(g)-i 

Si p k 3 , il est facile de voir que 7—;—: est une unité de K , dont 
x 1 2 ( g ) - i 

la valeur modulo TT0 , notée ô , est indépendante de g £ G\(h) (en 

fait, ô dépend de la position respective des 3 groupes H ,H 9,HL dans 

G ) . On a donc 2 cas à considérer. 
x 2 3 ( g ) - i 

S i 3 1 3 * a i 2 a 2 3 Ô ( m o d - ^ > ' a l o r s v ( a i 3 - a l 2 a 2 3 x 9 ( g ) - l } = ° 

pour tout g 6 G\<h) , donc on doit avoir a ^ V " 0 ; ^ £ 1 # ce qui est 

impossible. 

Si a 1 3 = a

1 2

a 2 3 ô ( m o d - ttO) / alors v ( a 1 3 ) = v ( a 1 2 ) = v ( a 2 3 ) = 0 , 

donc on doit avoir 

| a 1 2 ( y - 0 A ) s 1 

( a 2 3 ( y - 0 A ) <. 1 , d'où y = 0 A + [2 ,1 ,0] . 

pour p j. 2 

/ * \ / \ 
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Il reste à compter, pour chaque y convenable, le nombre de 

sommets z de I modulo A qui lui correspondent. On va voir qu'ici 
x 

ce nombre est toujours égal à 1 . 

Le système {*) s'écrit ici : 

il existe X , X' € 0 tels que ( a

1 2 ^
y ~ ° A ^ * v ^ a i 2 ~ a ' l 2 ^ 

a 2 3 ( y - 0 A ) £ v ( x ' a 2 3 - a 2 3 ) 

( a 1 3 ( y - 0 A ) s v [UXa 1 3 ^ ) - a ' 1 2 (X ' a 2 3 - a 2 3 ) ] 

D'après ce qui précède, on a 5 cas à considérer : 

• x = y = . On voit directement que le seul sommet z de I 

correspondant est z = x , et qu'il est fixe par [p(G)] . 

m x = OA + [0 ,£ ,0] , y = O A + [ 1 , 1 , 0 ] , v (a l 2 ) ;> 0 , v ( a 2 3 ) ^ 1 , 

v(a - ) = 0 (et de même pour les a' ,) . Alors (#) équivaut à l 'exis-
io i / J 

tence d'un \ ÇO^ tels que 1 £ v ^ a i 3 ~ a i 3 ' 1 ' d o n c t o u t ^ t e l q u e 

X = a' / a (mod nO) convient. (Donc ce cas donne 3 classes de som-

mets de I modulo A , puisqu'il y a 3 points de X fiE qui s'y ramènent). 

a x = 0 A , y = 0 A + [ 1 , 1 , 0 ] , v ( a l 2 ) ^ 0 , v ( a 2 3 ) = v ( a 1 3 ) = 0 

(de même pour les a' .) . Alors (*) équivaut à l'existence de x et 
i.J 

( 1 â v(Xa -a' ) 

>.'60* tels que j ^ ^ . ^ J P ) • H suffit donc que X , a ' 2 3 / a 2 3 

(mod no) et x' = a ^ / a 1 3 (mod nO) . 

u x = O a , y = O A + [ l , 0 , 0 ] , v ( a 1 2 ) = 0 , v ( a 2 3 ) * 0 , vfa^) > 0, 

et v ( ^ ^ - a ? a ) = 0 (de même pour les a'..) • Alors (*) équivaut à 
1 vj \ Cà Là O 1J 

(1 ^ v ( X a l 2 - a ' l 2 ) 

l'existence de X e t x ^ O * tels que 11 s v U x X ' ^ - ^ - a J ^ ' a ^ - a ^ ) ] ' 

Il suffit de prendre >. tel que X = a i 2 / / a i 2 ^ m o d ^ ' p u i S }'~' t e l , < î u e 

, d l 2 ( a J 3 ' a J 2 a 2 3 ) , . , 
a i 2 l a i 3 " a i 2 a 2 3 ) 

m x = 0 A , y = 0 + [2 ,1 ,0] , p s 3 , v ( a l 2 ) = v ( a 2 3 ) = v(a 1 3 ) = 0 , 



IV. 22 

et a - = a a ô (mod r\tj) (de même pour les a'..) . Alors, pour résoudre 

a i 2 a 23 
(*) , il suffit de prendre X = + TÎ(J. et x' = avec un |j € O tel 

, , a l 2 , a 2 3 
a i 2 a 2 3 a 23 

que 2 ^ v( a . -a' + 77 a 0 |j. - ) c'est-à-dire 
a ! 2 a 2 3 1 3 1 3 1 3 a 23 

1 a i 2 a 2 3 a ' l 3 ' a ' l 2 a 2 3 a i 3 , , . 
la = ; • (mod ÎTO) . 

3 1 2 a 2 3 a i 3 n 

On retrouve ainsi les résultats de [3,ch.II] , à condition de tenir 

compte de [6,ch.2] . 
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