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Séminaire de Théorie des Nombres Iv.1
8 mars 1979

Grenoble

UNE CURIEUSE SYMETRIE DES UNITES ELLIPTIQUES

par Gilles ROBERT

Les résultats présentés dans ce texte ont été exposés au séminai-

re de théorie des nombres de Grenoble, le 8 mars 1979.

INTRODUCTION

Notre remarque essentielle est l'existence d'une symétrie, liée au
Spiegelung de Leopoldt, qui paraft conserver un certain module de p-

torsion T construit & 1'aide d'unités elliptiques.

les paragraphes 6 et 7 du présent travail s'appuyent sur deux

textes en cours de rédaction :

a) Lwun [12] donnant une description compléte de T en termes
de congruences entre valeurs de séries d'Eisenstein ; une des-

cription incompléte est implicite dans [11] §§3 et 6

b) L'autre [13] établissant, dans un Zp-réseau de formes mo-
dulaires convenable, certaines congruences modulo p entre

séries d'Eisenstein.

Plus précisément, l'exactitude des exemples numériques que nous
proposons dans le paragraphe 7 repose sur a) ; celle du théoréme énon-

cé paragraphe 6 repose sur b)



§1 - NOTATIONS

Soient @ le corps des nombres rationnels, ]Pq le corps fini a
g éléments, et Mo le groupe des racines m-iémes de l'unité. Pour

chaque corps de nombres N ,
(N :Q) < += ,

on note R(N) l'anneau des entiers, Z(N) le groupe des unités, e(N)
le groupe des racines de l'unité, et CI(N) le groupe des classes

d'idéaux de N ; on pose

ey = le(N) | , hN = |CLN) |

Soient K un corps gquadratique imaginaire, H0 le corps de

classes de Hilbert de K , et notons

R = R(K) , e =e; . h =h

Fixons un nombre premier p =3 , inerte dans K , de sorte que

R/p = IF‘q avec (q = p2 , et désignons par H le corps de classes de
rayon de K de conducteur (p) . Si Cl(p) désigne le groupe de
classes de rayon modulo (p) de K , on a le diagramme commutatif

ci-contre

0 — (R/p)*/e(K) — Ci(p) Cl(K) —— 0

R

0 ——= G - G > Gal(HO/K) — 0

ou les lignes sont exactes, ot G (resp. G_.) désigne le groupe de

0
Galois de l'extension H/K (resp. H/HO) , et oll les fléches verticales

sont les isomorphismes induits par l'application de réciprocité d'Artin

de K . En particulier, on a

Gyl = H:H) = B*-1)/e , |G| = (H:K) = h-|G

0 0"

Pour mémoire, rappelons la décomposition de p dans l'extension H/ :

1'idéal premier (p) de K se décompose totalement dans HO/K , et
chacun des idéaux premiers q de H0 au-dessus de p se ramifie

totalement dans H/HO



§2 - UNITES ELLIPTIQUES

Soit u : H—C un plongement de H dans le corps € des

nombres complexes et notons 6 1'élément de H défini par

ot C, désigne la classe unité de Cl(p) , et ou cp(p)(CO) est le

nombre réel défini comme dans [10] §2.2, cf. aussi [1] et [4]

Considérons alors 1'idéal

din

J facz[G] | e®)® =(1}}

de l'algébre de groupe Z[G] ; le quotient Z[G] /] est donc cyclique

d'ordre ey - Soit D le groupe des éléments de H dont la puissance

J

(12p)-iéme appartient & 6 ; d'aprés [2]} , on a

12p ]

D = g ;

notons alors C le groupe des unités elliptiques de H défini par
c 4" przm)

Si I(G) désigne 1'idéal d'augmentation de Z[G] , posons

]0 dfn {éléments de J de degré 0} = JnIG) ,
de sorte que le quotient I(G)/I0 est cyclique d'ordre eH/e ; le groupe
C est caractérisé par les deux propriétés suivantes :
Jf
) c'?P=g% | i) e cC

Celles-ci prouvent que C ne dépend pas du choix du plongement

4 : H—~C, et montrent que C est un Z[G] -module "essentiellement"

monodg éne.

Pour N sous-corps de H contenant K , on définit le groupe
C{(N) des unités elliptiques de N par

din

C(N) CnZ(N) = e(N).IN C ,

H/N

¥ 251 i a 1 i . Soit N_= ;
ol ]NH/N désigne la norme relative & l'extension H/N oi 0 HOﬂN,

comme p est totalement décomposé dans NO/K , on a
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CN)NN, = e(N)) ,

0 0

et une formule analytique pour le nombre de classes s'énonce ainsi :

(1200 : 200) . ST = hy/hy

cf. [10] §6.4 et [2]

§3 - CARACTERES DU GROUPE DE GALOIS RELATIF

1
Notons o° le caractére fondamental de G0 , qui rend commutatif

le diagramme

G <A g oK) ——— R/D) 3 x

0 <
~
O.e ~u «

/) (R/p)" 5%

ci-contre. Les caractéres du groupe abélien GO a valeurs dans le corps

R/p , assez gros, sont alors les homomorphismes

k dfn , ek/e
o = (o)

7

ot k désigne un entier divisible par e . Précisément, si x est un
caractére de GO 3 valeurs dans R/p ., la condition
k
x =0 , 0Osk/es |G0|—1 ,

détermine un unique entier k divisible par e ; un tel entier k est

dit associé a G0

Pour chaque (R/p)[G] -module M et chaque entier k associé

a GO , hotons Mk la ok—composante de M sur laquelle GO agit

par ok . Comme l'algébre de groupe (R/p)[GO] est semi-simple, on

a donc un isomorphisme de (R/p)[G] -modules

M = A M,
k associés a G k

notamment, MO est le plus grand sous-module de M dont les éléments

sont fixés par G0 .



Remarque. - Soit y : G — ]Fp le caractére de G défini par son

action sur pch . Alors, on a

= 5Pt
Vv lGO o]

Le lemme suivant compléte la description de C

LEMME 1. - Soit k un entier associé a GO , k#0 et # p+l.

Alors, la ok-comgosante Cg (R/p)k de C® (R/p) est un
(R/P)IG] k-module libre de rang 1

Démonstration. - Choisissons un plongement u : H—+~ C , et défi-

nissons 6§ comme dans le §1.2. Alors, la commutativité du diagramme

C@(R/p)k —————— — (R/P)[G]
u
Nk#p+1 Yx#p+1
],
0 g (R/p)k = — I®(R/p)k
k#0

ci-contre, définit un isomorphisme de (R/p)[G] -modules

by C2R/p), —=— (R/P)[G] "

§4 - L'INVOLUTION MIROIR

Pour k entier associé a GO , définissons le miroir m(k) de k

comme l'entier associé & G tel que

0
Sm(k) = (\)\GO)'O_pk ;

autrement dit, l'entier m(k) est caractérisé par les relations

i) m(k) = p+l-pk (mod pz—l) ,
i) 0 < m(k)/e < |G0|—1 .

On a mi(m(k)) = k , de sorte que l'application k — m(k) définit sur

l'ensemble des entiers associés a GO une involution sans points fixes ;

en effet, le quotient
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t(k) din

(m(k)-k)/(p+1) ,
qui vérifie 1'identité

t{m(k)) +tk) = 0 ,

est un entier impair. En particulier, on a

om(k) _ (leo)t(k)’ok ,

d'ol le lemme suivant.

ILEMME 2. - Pour chague entier k associé & G. , l'application

0
-t(k) )
an g — 2 vlg) ny'9

définit un (R/p)-isomorphisme, noté de (R/P)G] sur

i
k k ——
(R/P)G] m(k) ; précisément, pour tous a € (R/p)[G]k et geG ,

on a
Jk(a'g)

Les isomorphismes jk et sont inverses 1'un de 1'autre.

Combinant les lemmes 1 et 2, on obtient ainsi le corollaire sui-

vant

COROLIAIRE. - Soit k c¢comme dans le lemme 1 . Alors, 1l'appli-

(u)

cation jk induit -via q;u— un (R/p)-isomorphisme, noté jk ,

de C®(R/p)k sur C®(R/p)m(k)

§5 - MODUILES GALOISIENS DE p-TORSION

Il s'agit de (R/p)[G] -modules liés & l'existence de classes d'i-

déaux d'ordre p dans le corps H

Le premier est le module

(p) dfn

CI1(H) Cl(H) ® (R/p) ,

difficilement accessible au calcul.
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D'autre part, introduisons le groupe U des unités semi-locales

de H , i.e. le groupe des unités de l'anneau

RH ®Z_ = R(H)
o = by R

ol le produit est pris sur tous les idéaux premiers q de H au-dessus
de p , et ou R(H)q désigne le complété en g de R(H) ; pour n
entier = 0 , on note U(n) le sous~-groupe de U formé des unités

= tell
u (uq)qlp elles que

= n.
u, = 1 (mod q R(H)q)

pour toute place g de H au-dessus de p . Plongeons Z(H) dans
U par l'application diagonale ; le groupe Zpr des unités p-primaires
de H est l'intersection

z = z@n Py

) .
pr

avec n=p(p+l)/e , cf. e.g.- [6]. Nous définissons alors notre second

(R/p)[G] -module par

p dfn (CﬂZpr/Cp)(@R .

On posséde une description compléte de T , en termes de congruences

entre valeurs de séries d'Eisenstein, cf. [12]

On note aussi T le sous-module de T , défini par

ell
din P /~p
T = (CnzZ#H)Y/CY)gR .

ell

Pour chaque sous-corps N de H contenant K , de degré relatif
(H:N) premier & p , soit

- H=:N) 7 g

N g€Gal(H/N)

I'idempotent de l'algébre (R/p)[G] associé & N , et posons

din (p) T(N) dfn e T . T(N) dfn

(p) )
CL(N) ell Nlell -

eN-Cl(H)

On a les identités

cam® - cive ®Rp) . TON) = (C(N)nzpr/c(N)p)w ,

T(N) ., = (CN)nz@P/cN)P)erR .
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Le lemme et la proposition ci-dessous expriment une partie des relations

existant entre les modules T(N) , T(N) et CI(N)(p)

ell

IEMME 3. - Soient M et N deux sous-corps de H contenant K ,

tels gque
McN e (H:M) £ 0 (mod p)

Alors, les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

i) Cl(N)(p)\Cl(N)gp) = CI(M)(p)\Cl(M)ép)

-1
i ' . , on I’ 4 N_= y
ii) Le guotient (hN/hNO) (hM/hM ) ol l'on a posé NO Hoﬂl\

0
et M0 = HODM , st une unité p-adigue.
iii) T(N)ell = T(M)ell .
Démonstration. - L'équivalence 1i) e ii) résulte du fait que l'al-

gébre de groupe ]Fp[Gal(H/MO)] est semi-simple.
Pour prouver l'équivalence ii) e iii) observons d'abord que la for-
mule (1) du §1.1 prouve l'identité
-1
MO) [

ol a est un entier, premier & p dés que (N : M) Z 0 (mod p)

[Z(N) : C(N)-Z(NO)-Z(M)] = a-(hN/hNO)-(hM/h

Considérons alors les modules de p-torsion

A = (C(N)-Z(Np)-Z(M)N z<H)p/c<N>p-z<N0)p-Z(M>p ,

B = c(N)nz®P/Acmnz@P)-cm)P

de sorte que 1ii) (resp. iii)) équivaut & A = {0} (resp. B ={0}) ; il

nous suffit donc de vérifier que la fléche naturelle
f :B- A

est un isomorphisme. Mais, comme le degré (H:M) et l'ordre du grbu—

pe fini C(NO) = e(NO) sont premiers & p , on a les identités

c)n (CN®-2()-2(MP) = () n EmY°-20mP) - can)®

= (cN)nzMP)-cm)® = (cmnzEP)-cm)P
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(CN) -Z(Ny) - Z(M) NZ(H)® = (CN)-Z(M) n 2(1)7) - Z(N) P

(cm)nz@EP) .z(n)Pzw)P

0
qui prouvent respectivement la trivialité du noyau et du conoyau de f

et complétement la démonstration du lemme.

PROPOSITION. - Scient M et N comme dans le lemme 3 . Alors,

les modules T(N) et Cl(N)(p) sont liés par les relations sui-

vantes :

i) si T(N) = T(M) , on a T(N)ell
SN = ey PhcrvyP)

0
ii) si uch et CI(N)(p) = Cl(N)gp) (resp. = {0}) , on a

= T(M)ell et donc

T(N) = T(N)p_._1 (resp. = {0})

Démonstration. - On a T(N) = T(M) si et seulement si les deux

inclusions naturelles
Z(M)ﬂZpr/Z(M)ﬂZ(H)p — z(N)mzp[_/z(l\l)m'(H)p ,
p P e, p p
Z(M)nz(H)"/Z(M) Z(N)n Z(H)*/Z(N)" ,
sont des isomorphismes, d'ot l'implication
T(N) = T(M) =S TN, = T(M)), ;

celle-ci, jointe au lemme 3, prouve l'assertion i) de la proposition.

Quant & l'assertion ii) elle est démontrée dans [11] §6

§6 - QUESTIONS ET PROBLEME ; UNE REPONSE PARTIELLE

Les exemples que nous avons pu traiter, cf. {7 infra, suggérent

l'existence de liens plus étroits entre Cl(N)(p) et T(N)ell ainsi que

l'existence d'une sorte de dualité entre les modules Tk et Tm(k)

[N

Précisément, on est conduit & avancer les hypothéses de travail sui-

vantes
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Question 1. - Scient N un sous-corps de H contenant K tel
que (H:N) £ 0 (mod p) , et k un entier associé & Gg » k# 0.
A-t-on 1'éguivalence
am® = (0} & @)y, = 0] ?

ell’k
Question 2. - Est-il vrai que pour tout couple d'entiers k et k

associés a GO , k#0 et # p+l , tels que k = m(k) , on a la

décomposition en somme directe

_ (u)
T = (TP @ ImGE (T )g

du (R/p)[G] -module Ty ?

)

(T )

~

Nous ne savons répondre ni & l'une ni & l'autre de ces deux ques-
tions ; cependant, la question 2 ci-dessus conduit & poser le probléme

suivant :

Probléme. - Déterminer l'ensemble A(K,p) des entiers k asso-

ciés a G0 , k#0 et # p+l , tels que l'application (1) indui-

se un (R/p)-isomorphisme de T, sur Tm(k)

Remarque. - Si k €A(K,p) , on a |T

|T

P Bl L

Le fait étonnant est que la description de Tk en termes de (va-
leurs de) séries d'Eisenstein nous permet de prouver que A(K,p) est

"presque" aussi _grand que possible : on a l'inégalité

AK.p)| = |Gyl (0-3)/(p-1)

En effet, soit I(e,p) Il'ensemble des entiers k associés & C. , k#0
et # p+l , tels que chacun des (p+l-e)/e caractéres
01,0<i<p+1,e|i,

soit distinct de ok et de opk ; on a donc

[1e/p)| = |G| - 2(pt1)/e = (p-3)(p+1)/e ,
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et le théoréme ci-dessous fournit une réponse partielle au probléme précé-

dent.

THEOREME. - Pour tout corps quadratique imaginaire K , tel gue
[e(K)\ = e , et tout nombre premier p =5 inerte dans K , on a

l'inclusion

I(e,p) < AK,p)

Dans [12], nous réduisons l'assertion de ce théoréme aux
congruences correspondantes entre séries d'Eisenstein ; pour la démons-

tration de celles-ci, se rapporter & [13]

§7 - EXEMPLES NUMERIQUES

Dans ce paragraphe, pour chacun des 12 couples (K,p) formés
d'un corps quadratique imaginaire K de nombre de classes d'idéaux h
égal & 1 ou 2 , et d'un nombre premier p=3 , 5 ou 7 1inerte dans
K tel que

(p)

CHH)™" # {0} .

nous explicitons aussi précisément qu'il nous a été possible les

(R/p)[G] -modules
T et cim)P
Suivant les wvaleurs de h et p , ces couples se répartissent

h\p | 3 5 7

1 0 1 0

en nombre comme indiqué par le tableau ci-contre ; si -D < 0 désigne

le discriminant de X , la liste en est la suivante :

115 l 123 | 148 | 163 |232 |235| 267| 403'

T o T T T ol 5 |
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Pour la détermination de T nous utilisons les résultats de [12],
ainsi que les tables de [11] appendices B et E . Désignons par M
le plus petit sous-corps de H contenant K(pp) tel que le groupe de
Galois de l'extension H/M fixe T point par point ; d'aprés la prop.
§5, on a donc

(p)

am® = ci® |

autrement dit le quotient hH/hM est premier & p . Dans chacun des

12 cas étudiés, on vérifie 1l'inclusion

M c Ho(up)

Mais, comme Ho(pp) est une extension abélienne de @ , ceci
permet d'utiliser les résultats de H. Hasse [5]. Pour cela, on dé-
compose le caractére de la représentation réguliére de Gal(M/Q) en
somme de caractéres irréductibles sur @ , et on calcule la "coﬁtribu—
tion" de chacun des caractéres irréductibles impairs & la p-partie de
la composante imaginaire

- +

hyy = P/
du nombre de classes d'idéaux hM de M ; ici h-'l\-/l désigne le nom-
bre de classes d'idéaux du sous-corps réel maximal Mt de M . Pour
chaque caractére irréductible impair de M/Q , on constate que cette

contribution est 1 ou p

Pour en déduire, a l'aide de la connaissance précise de T , la
structure galoisienne du p-groupe de Sylow de Cl1(M) il nous suffit
alors de vérifier que le nombre de classes réelles ht de M est

M
premier & p . C'est l'obstacle le plus sérieux ; en utilisant les résul-

tats fournis par 1l'inégalité du miroir de H.W. Leopoldt, cf. [7] et [3],
on se raméne & la détermination de la p-partie du nombre de classes
d'idéaux de certains sous-corps N+ de MY

Galois est isomorphe &8 Z/2 , Z/4 ou Z/6

, dont le groupe de

+
s Lorsque Gal(N /@) est isomorphe & Z/2 ou Z/4 nous

avons fait appel aux tables suivantes
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i) table de nombre de classes d'idéaux des corps quadratiques réels:
ii) table de nombre de classes d'idéaux des corps cycliques réels

de degré 4, établie par M.N. Gras [14]

+
v Lorsque Gal(N /Q) est isomorphe & Z/6 il n'existe pas, a

notre connaissance, de table convenable ; aussi, quand nous l'avons pu,

nous avons utilisé la majoration de hN qui résulte des minorations de
discriminants (des corps totalement réels) établies par A.M. Odlyzko,

cf. [15] et [8], [9].

@« ILorsque p=7 et K = Q(4/-235) , nous avons eu besoin d'un
calcul direct ; le corps incriminé est

+

N = QW7.235,cos(2n/7))

Soient u = (26647 + 6574/1645)/2 1'unité fondamentale de Q(/7.235) ,
et v, = (sin(21'r/7))i(sin(3ﬂ/7)3_l/(sir1(1'r/7))3 , 1i=1,2 , une unité de

@(cos(2m/7)) dont la classe engendre la in-composante de

Z(@(cos(2m/7)))® (R/7) . Comme les corps @(/7.235) et @(cos(27/7))
ne possédent pas de classes d'idéaux d'ordre 7 , on déduit de la for-
mule analytique pour le nombre de classes de N+ de Leopoldt,

cf. e.g.[3] , le fait que le corps N+ posséde des classes d'idéaux

d'ordre 7 si et seulement si u.v, ou u.v est une puissance 7-iéme

1 2
dans Z(NT) ; s'il en était ainsi, l'une des traces
dfn 7
L .,
geGal(N"/Q)

serait un entier rationnel. Un calcul facile prouve qu'il n'en est rien :

g i
ti (u.vi) , i=1o0u2,

on trouve

6,35 <t, «6,37 , 6,95 <t

] < 6,96 ;

2

L + , .
ainsi hN est premier a 7

De la sorte, on obtient une description compléte du p-groupe de
Sylow de CI(H) ; en retour, celle-ci permet de préciser le sous-module
T de T engendré par les unités elliptiques qui sont des puissances

ell
p-iémes dans H . Dans chacun des 12 cas, on vérifie ainsi, pour
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chaque couple d'entiers k et k , associés &8 G, , tels gue k = m(k) ,

0
les isomorphismes de (R/p)[G] -modules
(p)
~ i (u) -
Te = T SO T ) o k£ 0 et #pHl

de sorte que la réponse aux questions 1 et 2 du §6 est OUI. On vérifie
aussi l'isomorphisme

(p)

Cl(H)O sHomR/p((T/TeH) ,up@R) .

p+1
et on constate que la p-extension abélienne non ramifiée maximale L de
H est engendrée sur H par les racines p-iémes des unités p-primaires

de H ; en particulier, le groupe de Galois de l'extension L/H est

tué par p , et le sous-corps réel maximal Ho(pp)+ de Ho(up) ne pos-

séde pas de classes d'idéaux d'ordre p .

Remarque. - Il serait sQrement instructif de tester les questions

1 et 2 sur un couple (K,p) pour lequel on ait
T # T(Ho(up)) ;

en effet, nous ne connaissons aucun exemple de cette situation t!!

Rappel. - Les couples (K,p) avec K vprincipal et p =11 ou 13

inerte dans K , sont étudiés dans [11] appendice B ; pour le couple

(K,p) = (@(/-19),13) , la réponse aux questions 1 et 2 est QUI.

DEFINITION. - On note Rp le complété R®Z-p de l'anneau des

entiers R de K

@ K = Q(/-115) , H) = @(/-23 /5) . Posons N =K4/69) . On

trouve
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cim® - @™

Ty = (03

Le (R/3)-espace vectoriel T est engendré par la classe de 1'unité fon-

damentale 3-primaire

Ugg = -1+3(9+/69)/2

du corps CD(J@) . Le corps H(3,,/u69) est la 3-extension abélienne non

ramifiée maximale de H .

@ K = Q(/-403) , HO = Q(/-31,,/13) . Situation identique & la

précédente, il suffit de remplacer partout 69 par 93 ; l'unité fonda-

mentale 3-primaire du corps @(/93) est

ug, = 1 + 3(9+/93)/2

() x = @/758) , Hy, = ®29,/~2) . Posons N =K(/-87) . On

trouve

am® = e = cueFEer, = R/,
Tell =T .
Soit Uyg = 1+ (3+/29)/2 1'unité fondamentale 3-primaire de CD(A/_ZTS_)-) ;

la 3-extension abélienne non ramifiée maximale de H est le corps

i)

p =5

@ K = Q(/-163) = Hy - of . [10] appendice. Posons N, = K{/5)

et N2 = K(ps) : on a donc (N2 :Nl) = 2 . On trouve
T= T12 $T18 !
avec le = T(Nl)12 ~ R/5 et T18 = T(N2)18 =~ R/5 ,
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(5)

) ——

= cun )

Cl(H) Jig = Cl(QW—5-163))®R5 =R/5 ,
Ten = Tig
Le (R/5)-espace vectoriel T est engendré par la classe de 1'unité

18
S—-primaire

de N2 ; ici w désigne une solution de 1'équation quadratique

wrwl = 7.((1+45)/20 -/ 163(505) /2

de discriminant
A = (163.72+3571¢§)/2 = ((1+¢§)/2)8.(217+55J§)/2 ,

et s = (a163,H/K) l'automorphisme d'Artin de H/K associé & l'idéal

a163 de K de norme 163 . Le corps H(i/?;) est la S5-extension abé-

lienne non ramifiée maximale de H

@ K=0WT23) , H) = QWi J3)

@ K = Q\/~58) , HO = @©(/29,,/-2) . Situations identiques a
la précédente, il suffit de remplacer 4/-5.163 par ,/-5.123 (resp.,/-5.58).

En particulier, il existe une unité S-primaire v de N2 = K(us)

dont la classe engendre T18 . La 5-extension abélienne non ramifiée

5 . .
maximale de H est le corps H(ﬁ) ; nous n'avons pas déterminé

explicitement v .

(®) k =0QW-37) , Hy = QW37,/-1) . Posons N, = K(/5.37) , et

désignons par N2 le sous-corps de Ho(us) , cyclique de degré 4 sur

K , fixé par l'automorphisme d'Artin (a74,H/K) de H/K associé &

1'idéal a74 de K de norme 74 ; on a donc
Nl-N2 = HO(uS) et NlﬂN2 =K .

On trouve
T = T12€B T18 ,
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avec T, = T(N), ~R/5 et T =TN) =R/S5,
(5) _ (5)
Cl(H) Cl(N2)18 R/S ,
Teu = Tig
Le (R/5)-espace vectoriel T12 est engendré par la classe de 1l'unité

fondamentale 5-primaire

= -+ 185
U gs = 68 + 5./185

du corps @(/5.37) . Le corps H(SJ

u185) est la 5-extension abélienne

non ramifiée maximale de H

@ K = Q(/-267) , H0 = 0(,/89,,/-3) . Désignons par N le sous-

corps de Ho(us) , cyclique de degré 4 sur K , fixé par l'automorphis-

me d'Artin (a89,H/K) de H/K associé & 1'idéal agq de K de nor-

me 89 ; on a donc

Hy-N = Hylu) et HNN =K .

0 0
On trouve
T = T6 = T(N)6 =~ R/5 ,
cim®) = Cl(N)éS) ~R/5 ,
Ten =1
Soit Ugg = 500 + 53 A/@ 1'unité fondamentale 5-primaire de CD(~/§-9_) :
la 5-extension abélienne non ramifiée maximale de H est le corps
5
H( N/u89)

(@ x=QW-123) , H, = QWAL,/-3) . Posons M = K21

1\/12 = K(cos(21/7)) et N1 = O'MI , N2 =HO-M2 ; on a donc

)=2, N .N, =H(u,) et NNN, =H

(N : M) = (N : M - Ny = Hylks Ny = Hy -

2
On trouve

T=T4€BT

2 32
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_ N 2 _ N 2
avec T24 = T(Nl)24 = (R/7)" et T32 T(N2)32 (R/7)" ,
(7) (7) (7)
C1(H) Cl(Ml)24 @01(1\/12)32 .
avec CI(MI)(ZZI) =~ Cl(CD(A/-7 41))®R7 = R/7 et Cl(Mz):(;z) = R/7
Ty = T(M1)24€BT(M2)32 ,
avec T(Ml)24 =~ R/7 =~ T(M2)32

Le (R/7)-espace vectoriel (T(Nl)/T(Ml))24 (resp. (T(Nz)/T(MZ)) )

est engendré par la classe de l'unité fondamentale 7-primaire

= _1+7(3.7° +5,/861) /2

32

U861
du corps @(/7.123) (resp. d'une unité 7-primaire v de Nz) . Le
corps H(7*/u861’ Z/\_/') est la 7-extension abélienne non ramifiée maxima-

le de H .

@ K = Q(/-37) , Hy = @(/37,/-1) . Posons N = K(/7,cos(21/7)) ;
on a donc

H-N=H(u7) et HNN =K.

0 0 0
On trouve
T = T8 = T(N)8 ~R/7 ,
@ = () ~r/7
Tell =T
Soit Us, = 6+¢§—7 'unité fondamentale 7-primaire de Q(/37) ; la 7-

extension abélienne non ramifiée maximale de H est le corps H(7A/u37).

@ K = Q(/-267) , H, = Q(/83,/-3) . Posons N, = K(,/~7) ,

N2 = K(cos(21/7)) et N = N2(~/21) : on a donc

N,.N, =K(u,) , NNN, =K et N, = NNK(u,)

1°7°°2 7 1 2 2 7
On trouve
T = T8®T24€BT32 s
avec T8 = T(N)8 =~ R/7 , T24 = T(N1)24 =~ R/7 et T32 = T(N2)32 =~ R/7 ,
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(7)

_ _ (7)
C1(H) = CI(N) = Cl(N)8 @Cl(N2)32 ,
avec Cl(N)é” = R/7 = 01(N2)§72) ,
Tenp = Tg®T3,

Le (R/7)-espace vectoriel T(N est engendré par la classe de l'unité

1)24
fondamentale 7-primaire

- 2 TREG
Uigeg = 1+5.7(15.7% +17,/1869) /2

du corps @(/7.267) . Soit Ugg = 500 +53,/89 1'unité fondamentale

7-primaire de CD(J@?) ; la 7-extension abélienne non ramifiée maximale

7)—— T
de H est le corps H(Wu gcosifugg)

@ K = Q(/-235) , H0 = @(ng/ﬁ) . Posons N1 = K(cos(21/7))
et N2 = K(u7) : on a donc (N2 :Nl) = 2 . On trouve
T=T6%Ty0 -
avec T16 = T(N1)16 = R/7 et T40 = T(N2)40 =~ R/7 ,
cim)? = ci)\) ~ ry7
116
Tenn = Tye

Le (R/7)-espace vectoriel T40 est engendré par la classe d'une unité
7-primaire v de N2 ; la 7-extension abélienne non ramifiée maximale

de H est le corps H(/%)
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