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IV. 1 Séminai re de Théorie d e s Nombres 
8 mars 1979 

Grenoble 

U N E C U R I E U S E S Y M E T R I E D E S U N I T E S E L L I P T I Q U E S 

par G i l l e s ROBERT 

Les r é s u l t a t s p r é s e n t é s dans ce t ex t e ont é té e x p o s é s au s é m i n a i ­

re de théor ie d e s nombres de G r e n o b l e , le 8 mars 1979. 

INTRODUCTION 

Notre remarque e s s e n t i e l l e e s t l ' e x i s t e n c e d 'une s y m é t r i e , l iée au 

Spiege lung de Leopo ld t , qu i para î t conse rve r un ce r t a in module de p -

to r s ion T cons t ru i t à l ' a i d e d ' u n i t é s e l l i p t i q u e s . 

Les p a r a g r a p h e s 6 e t 7 du p r é sen t t r a v a i l s ' appuyen t sur deux 

t e x t e s en cours de r é d a c t i o n : 

a) L'un [12] donnant une d e s c r i p t i o n complè te de T en t e rmes 

de c o n g r u e n c e s en t re v a l e u r s de s é r i e s d ' E i s e n s t e i n ; une d e s ­

cr ip t ion incomplè te e s t impl ic i te dans [11] § § 3 et 6 . 

b) L 'au t re [13] é t a b l i s s a n t , d a n s un Z p - r é s e a u de formes m o ­

d u l a i r e s c o n v e n a b l e , c e r t a i n e s c o n g r u e n c e s modulo p ent re 

s é r i e s d ' E i s e n s t e i n . 

Plus p r é c i s é m e n t , l ' e x a c t i t u d e des e x e m p l e s numér iques que nous 

p roposons d a n s le pa ragraphe 7 r e p o s e sur a) ; c e l l e du théorème é n o n ­

cé pa ragraphe 6 r e p o s e sur b) . 
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§1 - NOTATIONS 

Soient CP le corps d e s nombres r a t i o n n e l s , F le corps f ini à 
M. 

q é l é m e n t s , et \s le groupe d e s r a c i n e s m - i è m e s de l ' u n i t é . Pour 

chaque corps de nombres N , 

(N : Q) < +00 , 

on note R(N) l ' a n n e a u d e s e n t i e r s , Z(N) le groupe d e s u n i t é s , e(N) 

le groupe d e s r a c i n e s de l ' u n i t é , e t C1(N) le groupe d e s c l a s s e s 

d ' i d é a u x de N ; on pose 

e N = l e ( N ) l ' h N = ' C 1 ( N ) I * 

Soient K un corps quadra t ique i m a g i n a i r e , le corps de 

c l a s s e s de Hi lber t de K , et no tons 

R = R(K) , e = e K , h = h K . 

F ixons un nombre premier p 2> 3 , iner te dans K , de sor te que 
2 

R/p F a v e c q = p , et d é s i g n o n s par H le corps de c l a s s e s de 
Q 

rayon de K de conduc teur (p) . Si Cl(p) d é s i g n e le groupe de 

c l a s s e s de rayon modulo (p) de K , on a le d iagramme commutatif 

c i - c o n t r e 

0 _ ^ (R/p) X / e (K) - Cl(p) C1(K) ^ 0 

4 '1 4 
0 • G Q • G • G a l ( H Q / K ) • 0 

où les l i gnes sont e x a c t e s , où G ( r e s p . G^) d é s i g n e le groupe de 

G a l o i s de l ' e x t e n s i o n H / K ( r e s p . U/H^) , et où l e s f l è c h e s v e r t i c a l e s 

sont l e s i somorph i smes indui t s par l ' a p p l i c a t i o n de r é c i p r o c i t é d'Artin 

de K . En p a r t i c u l i e r , on a 

| G 0 | = ( H : H Q ) = ( p 2 - D / e , |G | = (H : K) = h - | G Q | . 

Pour mémoi re , r appe lons la décompos i t i on de p dans l ' e x t e n s i o n H / K : 

l ' i déa l premier (p) de K s e d é c o m p o s e t o t a l emen t d a n s ^ ^ / K , et 

chacun des idéaux premiers q de H Q a u - d e s s u s de p se ramifie 

to t a l ement dans H / H Q . 
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§2 - UNITES ELLIPTIQUES 

Soit u : H — (D un p longement de H d a n s le corps (D d e s 

nombres c o m p l e x e s e t no tons 9 l ' é l ément de H déf in i par 

u(6) = c p ( p ) ( C 0 ) , 

où C n d é s i g n e la c l a s s e un i t é de Cl(p) , e t où cp, > ( C J e s t le 

nombre r ée l déf ini comme d a n s [10] § 2 . 2 , cf. a u s s i [1 ] et [4 ] . 

C o n s i d é r o n s a lo r s l ' i d é a l 

J d ^ n j a e Z [ G ] | e ( H ) a = { l } j 

de l ' a l gèb re de groupe Z [ G ] ; le quot ient Z [ G ] / J e s t donc cyc l ique 

d 'ordre e n . Soit D le groupe des é l é m e n t s de H dont la p u i s s a n c e 
H j 

(12p)- ième appar t i en t à 0 ; d ' a p r è s [2] , on a 

D 1 2 p = 9 1 ; 

no tons a lo r s C le groupe d e s un i t é s e l l i p t i q u e s de H défini par 

C d = n DflZ(H) . 

Si I(G) d é s i g n e l ' i d é a l d ' augmen ta t i on de Z [ G ] , p o s o n s 

JQ

 d = n {é l émen t s de J de degré 0 } = j n l ( G ) , 

de sor te que le quo t i en t I (G) / J n e s t cyc l i que d 'ordre e u / e ; le groupe 
U ri 

C e s t c a r a c t é r i s é par l e s deux p ropr i é t é s s u i v a n t e s : 

i) C 1 2 p = e J ° , ii) e(H) c C . 

C e l l e s - c i prouvent que C ne dépend p a s du choix du plongement 

u : H — CD , et montrent que C e s t un Z [ G ] -module " e s s e n t i e l l e m e n t " 
monoqène. 

Pour N s o u s - c o r p s de H con tenan t K , on défini t le groupe 

C(N) des un i t é s e l l i p t i q u e s de N par 

C(N) d = n C n Z ( N ) = e ( N ) . I N H / N C , 

où d é s i g n e la norme r e l a t i v e à l ' e x t e n s i o n H / N . Soit N Q = H Q nN ; 

comme p e s t t o t a l emen t d é c o m p o s é d a n s N Q / K t Q n a 



IV.4 

C ( N ) n NQ = e ( N Q ) , 

et une formule a n a l y t i q u e pour le nombre de c l a s s e s s ' é n o n c e a i n s i : 

(1) [Z(N) : Z ( N 0 ) . C ( N ) 1 = h N / h , 

cf. [101 § 6 . 4 e t [2] . 

§3 - CARACTERES DU GROUPE DE GALOIS RELATIF 

Notons a le c a r a c t è r e fondamenta l de GQ , qui rend commutatif 

le d iagramme 

G . ~ A r t i n (R/p) V e (K) — ( R / p ) X 3 x 

f 1 I 
^ ( R / p ) X = (R/p) 3 x e 

c i - c o n t r e . Les c a r a c t è r e s du groupe a b é l i e n GQ à v a l e u r s d a n s le corps 

R / p , a s s e z g r o s , sont a lo rs l e s homomorphismes 

k dfn , e.k/e 
o = (a ) 

où k d é s i g n e un en t i e r d i v i s i b l e par e . P r é c i s é m e n t , s i x e s t u n 

c a r a c t è r e de GQ à v a l e u r s d a n s R / p , la cond i t ion 

X = ok , 0 £ k / e <; | G 0 | - 1 , 

dé te rmine un unique en t i e r k d i v i s i b l e par e ; un t e l en t i e r k e s t 

dit a s s o c i é à GQ . 

Pour chaque ( R / p ) [ G ] -module M et chaque en t i e r k a s s o c i é 
k 

à GQ , no tons la a - c o m p o s a n t e de M sur l aque l l e GQ agi t 

par . Comme l ' a lgèb re de groupe ( R / P ) [ G Q ] e s t s e m i - s i m p l e , on 

a donc un i somorphisme de ( R / p ) [ G l - m o d u l e s 

M - © M, ; 
k a s s o c i é s à GQ K 

notamment , M Q e s t le p lus grand s o u s - m o d u l e de M dont l e s é l é m e n t s 

sont f ixés par GQ . 
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Remarque . - Soit v : G — F le c a r a c t è r e de G déf ini par son 

ac t ion sur n c H . A lo r s , on a 
P 

v | G 0 = a ? + 1 . 

Le lemme su ivan t complè te la d e s c r i p t i o n de C . 

LEMME 1. - Soit k un en t i e r a s s o c i é à G n , k ^ 0 et ^ p+1 . 
k 

Alors , la a - c o m p o s a n t e C g (R/p)^ de_ C ® (R/p) e s t un 

(R/p)[G] ^ -modu le l ibre de rang 1 . 

D é m o n s t r a t i o n . - C h o i s i s s o n s un p longement u : H (C , et d é f i ­

n i s s o n s G comme d a n s le § 1 . 2 . A lo r s , la commuta t iv i té du diagramme 

C s ( R / p ) . , ( R / P ) [ G ] . 

k ^ k 

J T t 
S 0 ® (R/p), - - J ® ( R / P ) . 

K M O K 

c i - c o n t r e , défini t un i somorphisme de ( R / p ) [ G l - m o d u l e s 

i|iu : C ^ ( R / p ) k — ( R / p ) [ G ] k . 

§4 - L'INVOLUTION MIROIR 

Pour k en t i e r a s s o c i é à GQ , d é f i n i s s o n s le miroir m(k) de k 

comme l ' en t i e r a s s o c i é à G^ t e l que 

m(k) , , x -pk # a = (v \GQ) • a 

autrement d i t , l ' en t i e r m(k) e s t c a r a c t é r i s é par les r e l a t i o n s : 

o 

i) m(k) = p + l - p k (mod p -1) , 

ii) 0 £ m(k) /e <; | G Q | - 1 . 

On a m(m(k)) = k , de sor te que l ' a p p l i c a t i o n k m(k) défini t sur 

l ' en semble d e s e n t i e r s a s s o c i é s à G Q une involut ion s a n s poin ts f ixes ; 

en e f fe t , le quot ien t 
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t(k) d = n (m(k) -k ) / (p+ l ) , 

qui vér i f ie l ' i d e n t i t é 

t(m(k)) + t(k) = 0 , 

e s t un en t i e r impai r . En p a r t i c u l i e r , on a 

m(k) . X n , t(k) k 
a = (v |G 0 ) -a , 

d 'où le lemme s u i v a n t . 

LE MME 2 . - Pour chaque en t i e r k a s s o c i é à , l ' a p p l i c a t ion 

E n -g ^ E v ( g ) ' ^ n -g 

g g 

défini t un ( R / p ) - i s o m o r p h i s m e , no té j , de_ (R/p)[Gl sur 

(R/p)[G] ; p r é c i s é m e n t , pour t ous a Ç (R/p ) [G]^ et g € G , 

on a 

J k ( a ) . g = v ( g ) ^ k ^ J k ( a - g ) . 

Les i somorph i smes j , e t j x sont i n v e r s e s l 'un de l ' a u t r e . 
k — m(k) 

Combinant l e s lemmes 1 et 2 , on ob t ien t a i n s i le co ro l l a i r e s u i ­

vant . 

COROLLAIRE. - Soit k comme d a n s le lemme 1 . A l o r s , l ' a p p l i ­ 

ca t ion j , induit - v i a \|[ - un ( R / p ) - i s o m o r p h i s m e , no té & ^ , 
K. U K. 

de C ® ( R / p ) k sur C ® ( R / p ) m ( k ) • 

§5 - MODULES GALOISIENS DE p-TORSION 

Il s ' ag i t de (R/p)[G] - m o d u l e s l i é s à l ' e x i s t e n c e de c l a s s e s d ' i ­

déaux d 'ordre p dans le corps H . 

Le premier e s t le module 

c l ( H ) ( p ) dfn C 1 ( H ) 0 ( R / p ) ^ 

diff ic i lement a c c e s s i b l e au c a l c u l . 
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D ' au t r e p a r t , i n t rodu i sons le groupe U des un i t é s s e m i - l o c a l e s 

de H , i . e . le groupe d e s un i t é s de l ' a n n e a u 

R(H) ® a c n = H R ( H ) , 
p q |p q 

où le produit e s t pr is sur tous l e s idéaux premiers q de H a u - d e s s u s 

de p , et où R(H) d é s i g n e le complé té en q de R(H) ; pour n 
^ (n) 

en t i e r > 0 , on note U le s o u s - g r o u p e de U formé des un i t é s 
u = (u ) , t e l l e s que 

Q q | p 

u = 1 (mod q n . R ( H ) ) 
q q 

pour tou te p l ace q de H a u - d e s s u s de p . P longeons Z(H) d a n s 

U par l ' a p p l i c a t i o n d i a g o n a l e ; le groupe Z d e s un i t é s p -p r ima i r e s 
pr 

de H e s t l ' i n t e r s e c t i o n 

Z = Z ( H ) n ( U P - U ( n ) ) , 
pr 

a v e c n = p ( p + l ) / e , cf. e . g . [6] . Nous d é f i n i s s o n s a lors notre s econd 

(R/p)[G] -module par 

T d ! n ( C n Z / C P ) ® R . 
pr 

On p o s s è d e une d e s c r i p t i o n complè te de_ T , en t e rmes de c o n g r u e n c e s  

en t re v a l e u r s de s é r i e s d ' E i s e n s t e i n , cf. [ 12 ] . 

On note a u s s i T ^ le s o u s - m o d u l e de T , déf ini par 

T n

 d = n ( C n Z ( H ) p / C p ) ® R . 
e l l 

Pour chaque s o u s - c o r p s N de H con tenan t K , de degré re la t i f 

(H : N) premier à p , soi t 

e = (H : N ) " • L g 
g€Gal (H/N) 

l ' idempoten t de l ' a l gèb re (R/p)[G] a s s o c i é à N , et p o s o n s 

C 1 ( N ) ( P ) d ^ n e N . C l ( H ) ( p ) , T(N) ^ e N - T , T ( N ) e U ^ c ^ T ^ . 

On a les i d e n t i t é s 

C l ( N ) ( p ) = C l ( N ) ® ( R / p ) , T(N) = ( C ( N ) n Z / C ( N ) P ) ® R , 
pr 

T(N) = ( C ( N ) n Z ( H ) P / C ( N ) P ) ® R . 
e i l 
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Le lemme et la p ropos i t i on c i - d e s s o u s expr iment une par t i e d e s r e l a t i o n s 

e x i s t a n t en t re l e s modules T(N) „ , T(N) et C 1 ( N ) ^ . 
e l l 

LEMME 3 . - Soient M et N deux s o u s - c o r p s de H con t enan t K , 

t e l s que 

M c N et (H : M) i 0 (mod p) . 

A l o r s , l e s t ro i s p ropr ié t é s s u i v a n t e s sont é q u i v a l e n t e s : 

i) C K N Î ^ X C K N ) ^ = C 1 ( M ) ( P ) \ C 1 ( M ) [ )

P ) . 

ii) Le quot ien t ( h ^ / h ^ ) * ( h j y [ / ^ M ) 1 ' où l 'on a posé = H^flN 

et MQ = H Q D M , e s t une uni té p - a d i q u e . 

iii) T(N) = T(M) . 
e l l e l l 

PJ l^ l^ - IËy?! 1 ' L ' é q u i v a l e n c e i) ii) r é s u l t e du fait que l ' a l ­

gèbre de groupe Fp[Gal(H/M^)] e s t s e m i - s i m p l e . 

Pour prouver l ' é q u i v a l e n c e ii) » i i i) o b s e r v o n s d ' abord que la for­

mule (1) du § 1 . 1 prouve l ' i d en t i t é 

[Z(N) : C(N) .Z(N 0 ) .Z(M)1 = a - ( h N A ) • ( h M A ) - 1 , 

où a e s t un e n t i e r , premier à p d è s que (N : M) ^ 0 (mod p) . 

Cons idé rons a lo r s l e s modules de p - t o r s i o n 

A = ( C ( N ) - Z ( N 0 ) . Z ( M ) ) n Z ( H ) P / C ( N ) P - Z ( N 0 ) P . Z ( M ) P , 

B = C ( N ) n Z ( H ) P / ( C ( M ) n Z ( H ) P ) . C ( N ) P , 

de sor te que ii) ( r e s p . iii)) équivaut à A = {0} ( r e s p . B = {0}) ; il 

nous suffit donc de vérif ier que la f lèche na tu re l l e 

f : B - A 

es t un i somorph i sme . M a i s , comme le degré (H : M) et l 'ordre du g r o u ­

pe fini C ( N Q ) = S ( N Q ) sont premiers à p , on a l e s i d e n t i t é s 

C ( N ) n ( C ( N ) P . Z ( N 0 ) P . Z ( M ) P ) = ( C ( N ) n ( Z ( N 0 ) P . Z ( M ) P ) ) . C ( N ) P 

= ( C ( N ) n Z ( M ) P ) . C ( N ) P = ( C ( M ) n Z ( H ) P ) - C ( N ) P , 
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( C ( N ) . Z ( N 0 ) - Z ( M ) ) n Z ( H ) P = ( ( C ( N ) - Z ( M ) ) n Z ( H ) P ) - Z ( N 0 )
P 

= ( C ( N ) n Z ( H ) P ) . Z ( N Q ) P - Z ( M ) P , 

qui prouvent r e s p e c t i v e m e n t la t r i v i a l i t é du noyau et du conoyau de f 

et complè tement la démons t r a t ion du l emme. 

PROPOSITION. - Soient M et N comme dans le lemme 3 . A lo r s , 

l e s modules T(N) et C1(N) p sont l i é s par l e s r e l a t i o n s s u i ­

v a n t e s : 

i) s i T(N) = T(M) , on a T(N) „ = T(M) „ et donc 

C 1 ( N ) W \ C 1 ( N ) 0

W = C1(M)(P)\C1(M)[P) ; 

ii) M H et C l ( N ) ( p ) = C K N ) ^ ( r e s p . = {0}) , on a 

T(N) = T(N) ( r e s p . = {0}) . 

Démons_traUon. - On a T(N) = T(M) s i et s eu lemen t si les deux 

inc lus ions n a t u r e l l e s 

Z ( M)nZ p r/Z ( M ) n Z ( H ) P Z ( N)nZ p r / Z ( N)nZ ( H ) P , 

Z ( M ) n Z ( H ) P / Z ( M ) P ^ Z ( N ) n Z ( H ) p / Z ( N ) P , 

sont d e s i s o m o r p h i s m e s , d 'où l ' imp l i ca t i on 

T(N) = T(M) =^>T(N) = T(M) n ; 

e l l e i i 

c e l l e - c i , jo in te au lemme 3 , prouve l ' a s s e r t i o n i) de la p r o p o s i t i o n . 

Quant à l ' a s s e r t i o n ii) e l l e e s t démontrée dans [11] § 6 . 

§ 6 - QUESTIONS ET PROBLEME ; UNE REPONSE PARTIELLE 

Les e x e m p l e s que nous avons pu t r a i t e r , cf. §7 infra , suggèren t 

l ' e x i s t e n c e de l i ens p lus é t ro i t s en t re C1(N) et T(N) ^ a i n s i que 

l ' e x i s t e n c e d 'une sor te de dua l i t é en t re l e s modules T. et T x . 
k m(k) 

P r é c i s é m e n t , on e s t condui t à avance r l e s h y p o t h è s e s de t r ava i l s u i ­

v a n t e s : 
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Q u e s t i o n 1 . - Soient N un s o u s - c o r p s de H con tenan t K t e l  

que (H : N) ^ 0 (mod p) , et_ k un en t i e r a s s o c i é à G Q , k ^ 0 . 

A - t - o n l ' é q u i v a l e n c e 

C 1 ( N ) [ P ) = { 0 } <^> ( T ( N ) e U ) k = { 0 } ? 

Q u e s t i o n 2 . - E s t - i l v ra i que pour tout couple d ' e n t i e r s k et k 

a s s o c i é s à GQ , k ^ 0 et_ ^ p + 1 , t e l s que k = m(k) , on a la  

d é c o m p o s i t i o n en somme d i rec te 

i k = « e l l ) k e t a ( i < u » | ( T e l l ) ^ 

du ( R / p ) [ G ] -module T k ? 

Nous ne s a v o n s répondre n i à l 'une n i à l ' au t r e de c e s deux q u e s ­

t ions ; c e p e n d a n t , la q u e s t i o n 2 c i - d e s s u s condui t à pose r le problème 

su ivan t : 

P rob lème . - Déterminer l ' e n s e m b l e A(K,p) d e s e n t i e r s k a s s o ­

c i é s à GQ , k ^ 0 et ^ p + 1 , t e l s que l ' a p p l i c a t i o n i n d u i ­

se un (R/p) - i somorph i sme de sur ^ m ^ ) • 

Remarque . - Si k ç A ( K , p ) , on a | j = |T

r r L(Vc) l • 

Le fait é tonnant e s t que la d e s c r i p t i o n de en t e rmes de (va ­

leurs de) s é r i e s d ' E i s e n s t e i n nous permet de prouver que A(K,p) e s t 

" p r e s q u e " a u s s i grand que p o s s i b l e : on a l ' i n é g a l i t é 

|A(K,p) | * | G 0 | . ( p - 3 ) / ( p - l ) . 

En e f fe t , so i t I ( e , p ) l ' e n s e m b l e d e s e n t i e r s k a s s o c i é s à GQ , k ± 0 

et ^ p + 1 , t e l s que c h a c u n des ( p + l - e ) / e c a r a c t è r e s 

a 1 , 0 < i < p + 1 , e | i , 

k pk 
soi t d i s t i nc t de a et de a ; on a donc 

| l ( e , p ) | = | G Q | - 2 ( p + l ) / e = ( p - 3 ) ( p + l ) / e , 
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et le théorème c i - d e s s o u s fournit une r é p o n s e pa r t i e l l e au problème p r é c é ­

dent . 

THEOREME. - Pour tout corps quadra t ique imaginai re K , t e l que 

|e(K) | = e , e t tout nombre premier p > 5 iner te dans K , on a  

l ' i n c l u s i o n 

I ( e ,p ) cz A(K,p) . 

Dans [12] , nous r é d u i s o n s l ' a s s e r t i o n de ce théorème aux 

c o n g r u e n c e s c o r r e s p o n d a n t e s en t re s é r i e s d ' E i s e n s t e i n ; pour la d é m o n s ­

t ra t ion de c e l l e s - c i , s e rappor te r à [13] . 

§7 - EXEMPLES NUMERIQUES 

Dans ce p a r a g r a p h e , pour chacun des 12 coup le s (K,p) formés 

d 'un corps quadra t ique imaginai re K de nombre de c l a s s e s d ' i d é a u x h 

éga l à 1 ou 2 , e t d 'un nombre premier p = 3 , 5 ou 7 iner te dans 

K t e l que 

C 1 ( H ) ( P ) ? {0} , 

nous e x p l i c i t o n s a u s s i p r éc i s émen t q u ' i l nous a é té p o s s i b l e les 

(R/p)[G] -modu le s 

T et C l ( H ) ( p ) . 

Suivant l e s va l eu r s de h et p , c e s c o u p l e s se r é p a r t i s s e n t 

h \ p 3 5 7 

1 0 1 0 

2 3 4 4 

en nombre comme indiqué par le t a b l e a u c i - c o n t r e ; s i -D < 0 d é s i g n e 

le d i sc r iminan t de K , la l i s t e en e s t la s u i v a n t e : 

D 115 123 148 163 232 235 267 403 

p 3 5;7 5;7 5 3;5 7 5;7 3 
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Pour la dé t e rmina t ion de T nous u t i l i s o n s l es r é s u l t a t s de [12] , 

a i n s i que l e s t a b l e s de [11] a p p e n d i c e s B et E . D é s i g n o n s par M 

le p lus pe t i t s o u s - c o r p s de H con tenan t K{\i ) t e l que le groupe de 
P 

G a l o i s de l ' e x t e n s i o n H / M fixe T point par point ; d ' a p r è s la p r o p . 

§ 5 , on a donc 
C 1 ( H ) ( P ) = C l ( M ) ( p ) , 

au t rement dit le quo t ien t h ^ / h ^ . e s t premier à p . Dans c h a c u n d e s 

12 c a s é t u d i é s , on vér if ie l ' i n c l u s i o n 

M e H 0 ( U p ) . 

M a i s , comme B.A\i ) e s t une e x t e n s i o n a b é l i e n n e de (£ , c e c i 
0 p 

permet d ' u t i l i s e r l es r é s u l t a t s de H . H a s s e [5] . Pour c e l a , on d é ­

compose le c a r a c t è r e de la r e p r é s e n t a t i o n r égu l i è r e de G a l ( M / Q ) en 

somme de c a r a c t è r e s i r r éduc t i b l e s sur Q , et on c a l c u l e la " c o n t r i b u ­

t ion" de c h a c u n des c a r a c t è r e s i r r éduc t ib l e s impairs à la p - p a r t i e de 

la composan te imagina i re 

+ 
h . . = h ^ . / h . . 

M M M 

du nombre de c l a s s e s d ' i d é a u x h ^ , de M ; i c i h * d é s i g n e le n o m -
M M 

bre de c l a s s e s d ' i d é a u x du s o u s - c o r p s r ée l maximal M 4" de M . Pour 

chaque c a r a c t è r e i r réduc t ib le impair de M/CP , on c o n s t a t e que c e t t e 

cont r ibut ion e s t 1 ou p . 

Pour en d é d u i r e , à l ' a i de de la c o n n a i s s a n c e p r é c i s e de T , la 

s t ruc ture g a l o i s i e n n e du p -g roupe de Sylow de C1(M) il nous suffit 

a lors de vérif ier que le nombre de c l a s s e s r é e l l e s h * de M e s t 
M 

premier à p . C ' e s t l ' o b s t a c l e le p lus s é r i e u x ; en u t i l i s a n t l e s r é s u l ­

t a t s fournis par l ' i n é g a l i t é du miroir de H . W . Leopold t , cf. [7] et [3] , 

on se ramène à la dé te rmina t ion de la p - p a r t i e du nombre de c l a s s e s 

d ' i d é a u x de c e r t a i n s s o u s - c o r p s N + de M + , dont le groupe de 

Ga lo i s e s t i somorphe à Z / 2 , Z / 4 ou Z / 6 . 

• Lorsque G a l ( N + / Q ) e s t i somorphe à Z / 2 ou Z / 4 nous 

avons fait appe l aux t a b l e s s u i v a n t e s : 
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i) t a b l e de nombre de c l a s s e s d ' i d é a u x d e s corps quad ra t i ques r é e l s ; 

ii) t a b l e de nombre de c l a s s e s d ' i d é a u x des corps c y c l i q u e s r é e l s 

de degré 4 , é t ab l i e par M . N . Gras [14] . 

m Lorsque G a l ( N + / Q ) e s t i somorphe à Z / 6 il n ' e x i s t e p a s , à 

notre c o n n a i s s a n c e , de t ab l e convenab le ; a u s s i , quand nous l ' a v o n s pu , 

nous avons u t i l i s é la majorat ion de h * qui r é s u l t e d e s minora t ions de 

d i s c r i m i n a n t s (des corps to ta l ement r ée l s ) é t a b l i e s par A. M. O d l y z k o , 

cf. [15] et [8] , [9] . 

• Lorsque p = 7 et K = QCy-235 ) , nous avons eu b e s o i n d 'un 

c a l c u l d i rec t ; le corps incr iminé e s t 

N + = QCv / 7 .235 ,cos(2r r /7) ) . 

Soient u = (26647 + 6 5 7 A / 1 6 4 5 ) / 2 l ' un i t é fondamenta le de Q U / 7 . 2 3 5 ) , 
3 - i 3 

et v = ( s i n ( 2 n / 7 ) ) 1 ( s i n ( 3 n / 7 ) / ( s i n ( n / 7 ) ) , i = 1,2 , une uni té de 

Q(cos (2n /7 ) ) dont la c l a s s e engendre la v 2 i - c o m p o s a n t e de 

Z(Q(cos (2n /7 ) ) )®(R/7) . Comme les corps QGv /7 .235) et Q(cos (2n /7 ) ) 

ne p o s s è d e n t pas de c l a s s e s d ' i d é a u x d 'ordre 7 , on dédui t de la for ­

mule ana ly t i que pour le nombre de c l a s s e s de N + de Leopold t , 

cf. e . g . [ 3 ] , le fait que le corps N + p o s s è d e d e s c l a s s e s d ' i d é a u x 

d 'ordre 7 s i e t s eu lemen t s i u . v ou u - v 2 e s t u n e p u i s s a n c e 7- ième 

d a n s Z(N + ) ; s ' i l en é t a i t a i n s i , l ' une d e s t r a c e s 

t.
 d l n E , i = 1 ou 2 , 

1 g€Gal(N Ver­
se ra i t un en t i e r r a t i o n n e l . Un c a l c u l fac i l e prouve q u ' i l n ' e n e s t r ien : 

on t rouve 

6 ,35 < t < 6 ,37 , 6 ,95 < t 2 < 6 ,96 ; 

a i n s i h ^ e s t premier à 7 . 

De la s o r t e , on obt ien t une d e s c r i p t i o n complè te du p -g roupe de 

Sylow de C1(H) ; en r e tou r , c e l l e - c i permet de p r é c i s e r le s o u s - m o d u l e 

T de T engendré par les un i t é s e l l i p t i q u e s qui sont d e s p u i s s a n c e s 
e l l 

p - i è m e s d a n s H . Dans chacun d e s 12 c a s , on vérif ie a i n s i , pour 
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chaque couple d ' e n t i e r s k et. k , a s s o c i é s à GQ , t e l s que k = m(k) , 

l e s i somorph i smes de (R/p)[G] - m o d u l e s 

C 1 ( H ' [ P ) - ( T e l l » k ' ^ 0 • 

\ ~ ( T

e l l > k œ I m ( J k U > l < T e l l , k ) ' k ^ ° e t * P + 1 ' 

de sor te que la r é p o n s e aux q u e s t i o n s 1 e t 2 du § 6 e s t OUI . On vérif ie 

a u s s i l ' i somorph i sme 

c i ( H f = . H o m R / p ( ( T A e l l ) p + 1 , M p « R ) , 

et on c o n s t a t e que la p - e x t e n s i o n a b é l i e n n e non ramifiée maximale L de 

H e s t engendrée sur H par l e s r a c i n e s p - i è m e s d e s un i t é s p - p r i m a i r e s 

de H ; en p a r t i c u l i e r , le groupe de G a l o i s de l ' e x t e n s i o n L/H e s t  

tué par p , et le s o u s - c o r p s r ée l maximal Hg(|a ) + de H^d^ ) ne p o s ­

s è d e p a s de c l a s s e s d ' i d é a u x d 'ordre p . 

Remarque . - Il s e r a i t sûrement ins t ruc t i f de t e s t e r l e s q u e s t i o n s 

1 e t 2 sur un couple (K,p) pour l eque l on a i t 

T ^ T(H n (n )) ; 
0 P 

en e f fe t , nous ne c o n n a i s s o n s aucun exemple de c e t t e s i t u a t i o n ! ! ! 

Rappel_. - Les c o u p l e s (K,p) a v e c K p r inc ipa l et p = 11 ou 13 

iner te dans K , sont é t u d i é s dans [11] a p p e n d i c e B ; pour le coup le 

(K,p) = {QC/-19), 13) , la r é p o n s e aux q u e s t i o n s 1 et 2 e s t OUI . 

DEFINITION. - On note R le complé té R ® Z de l ' a n n e a u d e s p K ^ p 

en t i e r s R de K . 

E 3 _ 

(Q K = Q C y - H 5 ) , H Q = $ 1 7 ^ 2 3 , ^ 5 ) • Posons N = KCy/69) . On 

t rouve 

T = T 4 = T(N) 4 - R/3 , 
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C 1 ( H ) ( 3 ) = C K H ) ^ - R/3 , 

T e l l * M • 

Le ( R / 3 ) - e s p a c e v e c t o r i e l T e s t engendré par la c l a s s e de l ' un i t é fon­

damen ta l e 3 -p r imai re 

u g g = - 1 + 3(9+^69) / 2 

3 
du corps QGs/69) . Le c o r p s H ( y u g g ) e s t la 3 - e x t e n s i o n abé l i enne non 

ramifiée maximale de H . 

( g ) K = Q U / - 4 03) , HQ = QiJ^ïT^/TÎ) . S i tua t ion iden t ique à la 

p r é c é d e n t e , il suffit de r emplace r partout 69 par 93 ; l ' un i t é fonda ­

menta le 3 -pr imai re du corps CDCs/93) e s t 

u g 3 = 1 + 3(9+^93) /2 . 

© K = , H Q = Q{j29fJ^2) . Posons N = K(J^Q7) . On 

t rouve 

T = T 4 = T(N) 4 - R/3 , 

C 1 ( H ) ( 3 ) = C1(N)^ 3 ) - C l ( Q ( ^ 8 7 ) ® R g = R/3 , 

T n = T . 
e l l 

Soit u 2 g = 1 + ( 3 V 2 9 ) / 2 l ' un i t é fondamenta le 3-pr imai re de Q[J29) ; 

la 3 - e x t e n s i o n a b é l i e n n e non ramif iée maximale de H e s t le corps 

h c V ^ ) . 

EU 
( g ) K = Q(7-163) = HQ , cf. [101 a p p e n d i c e . Posons Nj = Kfjs) 

et N 2 = K(n ) ; on a donc ( N 2 c N ^ = 2 . O n t rouve 

t = t 1 2 e t 1 8 , 

avec T 1 2 = T ( N X ) 1 2 - R/5 e t T J 8 = T ( N 2 ) 1 8 - R/5 , 
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C 1 ( H ) ( 5 ) = C K N j ) ^ - C 1 « P ( ^ - 5 . 1 6 3 ) ) ® R 5 = R/5 , 

T = T 
e l l 12 ' 

Le ( R / 5 ) - e s p a c e v e c t o r i e l Tjg e s t engendré par la c l a s s e de l ' un i t é 

5 -pr imai re 

2 s 
V = w - w 

de N 2 ; ic i w d é s i g n e une so lu t ion de l ' é q u a t i o n quadra t ique 

w + w " " 1 = 7 • ((1+^/5 ) / 2 ) 8 V 1 6 3 ( 5 + ^ / 2 

de d i sc r iminan t 

A = (163 • 7 2 + 3 5 7 V 5 ) / 2 = {{l+j5)/2)8 • ( 2 1 7 + 5 5 ^ / 2 , 

et s = ( a i r o , H / K ) l ' au tomorph isme d'Artin de H/K a s s o c i é à l ' i d é a l 

1 DO ^ 
a 1 6 3 d e K d e n o r m e 1 6 3 ' L e c o r P s H ( \ / v ) e s t la 5 - e x t e n s i o n a b é -

l ienne non ramif iée maximale de H . 

( g ) K = QCs/^58") , H Q = Q(J29,j^2) . S i tua t ions i d e n t i q u e s à 

la p r é c é d e n t e , il suffit de remplace r ¿-5 • 1 6 3 par • 1 2 3 ( r e s p ^ - 5 . 5 8 ) . 

En p a r t i c u l i e r , il e x i s t e une uni té 5 -pr imai re v de N = K(u ) 

dont la c l a s s e engendre T . La 5 - e x t e n s i o n a b é l i e n n e non ramif iée 
5 

maximale de H e s t le corps H( Jv) ; nous n ' a v o n s pas dé te rminé 

exp l i c i t emen t v . 

( b ) K = QCs/^37) , HQ = $ 0 7 3 7 , 7 " ) . Posons N = KU/57Ï7) , et 

d é s i g n o n s par N 2 le s o u s - c o r p s de H

0 ^ 5 ^ ' °yc^ue d e d e 9 r é 4 sur 

K , fixé par l ' au tomorphisme d'Artin ( a ^ , H / K ) de H/K a s s o c i é à 

l ' i d é a l a ^ de K de norme 74 ; on a donc 

N r N 2 = W 6 t N i n N 2 = K -
On trouve 

T = T 1 2 ® T 1 8 , 
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a v e c T 1 2 = T ( N l ) 1 2 - R/5 et = - R/5 , 

C1(H)( 5 ) = Cl(N2)
{^ - R/5 , 

T = T 
e l l 18 

Le ( R / 5 ) - e s p a c e v e c t o r i e l T e s t engendré par la c l a s s e de l ' un i t é 

fondamenta le 5 -p r imai re 

U 1 8 5 = 6 8 + 5 V"Î85" 

du corps QCy5.37) . Le corps H ( \ / u ) e s t la 5 - e x t e n s i o n abé l i enne 
l ob 

non ramifiée maximale de H . 

Q K = QCn / -267) , H Q = Qij^ttpï) . D é s i g n o n s par N le s o u s -

corps de Hp(|jLg) , cyc l ique de degré 4 sur K , fixé par l ' a u t o m o r p h i s -

me d'Art in (agg ,H/K) de H/K a s s o c i é à l ' i d é a l agg de K de nor ­

me 89 ; on a donc 

H Q • N = H q ( m 5 ) et H Q n N = K . 

On t rouve 

T = T c = T ( N L - R/5 , 
b 6 

C 1 ( H ) ( 5 ) = C1(N)£ 5 ) - R/5 , 
6 

T n = T . 
e l l 

Soit u = 500 + 5 3 ^ 8 9 l ' un i t é fondamenta le 5-pr imai re de ($(^89) ; 
8 9 

la 5 - e x t e n s i o n a b é l i e n n e non ramifiée maximale de H e s t le corps 

0 K = W - 1 2 3 ) , HQ = ( 5 ( ^ / 4 1 , ^ - 3 ) • Posons M 1 = UJ2\) , 

M 2 = K ( C O S ( 2 t t / 7 ) ) e t ^ = H Q ' M J . \ = H 0 * M 2 ' ° n 3 d ° n C 

( N ^ M ^ = ( N 2 : M 2 ) = 2 , N r N 2 = et N ^ ^ = H Q . 

On t rouve 

T = T 2 4 ® T 3 2 , 
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a v e c T 2 4 = T ( N l ) 2 4 ~ ( R / 7 ) 2 e t = T ( N 2 ) 3 2 - ( R / 7 ) 2 , 

c i ( H ) ( 7 ) = c K M ^ ^ e c K i ^ ) ^ , 
(7) (7) 

a v e c C K M ^ ' - 0 1 ( 0 ) ^ - 7 .41)) ®R ? = R/7 e t C K M ^ y - R/7 

T e l l = T ( M 1 ) 2 4 0 T ( M 2 ) 3 2 ' 

a v e c T ( M 1 ) 2 4 - R/7 - T ( M 2 ) 3 2 . 

Le ( R / 7 ) - e s p a c e v e c t o r i e l (KN^/TiM^)^ ( r e s p . ( T ( N 2 ) A ( M 2 ) ) 3 2 ) 

e s t engendré par la c l a s s e de l ' un i t é fondamenta le 7-pr imai re 

u o c 1 = - 1 + 7 ( 3 . 7 2 + 5 ^ 8 6 1 ) / 2 
o b i 

du corps ÇPGv/7.123) ( r e s p . d 'une uni té 7-pr imaire v de N^) . Le 

corps H ( ^ / u o c 1 , 1/v) e s t la 7 - e x t e n s i o n a b é l i e n n e non ramif iée max ima-
o b 1 

le de H . 

(b) K = > H

0 = QCv/37V~) • Posons N = KCv/7 , c o s ( 2 n / 7 ) ) ; 

on a donc 

H Q . N = H Q ( u 7 ) e t Hgfl N = K . 

On t rouve 

T = Tg = T ( N ) 8 - R/7 , 

C 1 ( H ) ( 7 ) = C l ( N ) i 7 ) - R/7 , 
O 

T = T . 

e l l 

Soit u^y = 6 + ^ 3 7 l ' un i t é fondamenta le 7-pr imaire de Qlv/37) ; la 7 -

e x t e n s i o n a b é l i e n n e non ramif iée maximale de H e s t le corps H(vuT~) . 
o I 

0 K = QCv/-267) , H Q = Q(V89 ,pï) . Posons Nj = K(v^7) , 
N 2 = K(cos(2n/7)) et N = N 2(^/2T) ; on a donc 

N r N 2 = K (u ) , H N 2 = K et N 2 = N f l K ( ^ ) . 

On trouve 

T = T 8 © T 2 4 e T 3 2 , 

a v e c T 8 = T ( N ) 8 - R/7 , T 2 4 = T ^ ) ^ - R/7 e t = T ( N 2 ) 3 2 - R/7 , 
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C 1 ( H ) ( 7 ) = C 1 ( N ) ( 7 ) = C K N ^ e C K N ^ , 

(7) (7) 
avec C1(N)^" =- R/7 - C K N ^ ' , 

T e l l = T 8 0 T 3 2 ' 

Le (R/7)-espace vectoriel e s t e n 9 e n d r é par la c lasse de l 'unité 

fondamentale 7-primaire 

U 1869 = - 1 + 5 - 7 ( 1 5 - 7 2 + 1 V Ï 8 6 9 ) / 2 

du corps Q(V7.267) . Soit u 8 g = 5 00 + 53^89 l 'unité fondamentale 

7-primaire de QC/89) ; la 7-extension abélienne non ramifiée maximale 

de H est le corps H(J /u ,^Ugg) . 

( d ) K = ($(J^2ÏS) , HQ = ®US,J^47) . Posons Nx = K(cos(2n/7)) 

et N 2 = K((a ) ; on a donc (N^ I N J ) = 2 . O n trouve 

T = T 1 6 0 T 4 O ' 

avec T 1 6 = T ( N l ) 1 6 - R / 7 et = T ( N 2 ) 4 0 ~ R/7 , 

C1(H) ( 7 ) = Cl(NjS 7J - R/7 , 
1 1 6 

T = T 
ell 16 

Le (R/7)-espace vectoriel T^Q est engendré par la c lasse d'une unité 

7-primaire v de N 2 ; la 7-extension abélienne non ramifiée maximale 

de H est le corps H(7/v) . 
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