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I.1 Séminaire de Théorie des Nombres 
7 décembre 1978 

Grenoble 

UNITES ELLIPTIQUES ET UNITES CYCLOTOMIQUES 

par 
Roland GILLARD 

Soit K/Q une extension abélienne contenant un corps quadratique 

imaginaire k ; désignons par F la sous-extension réelle maximale de 

K/Q . Si tous les nombres premiers ramifiés dans F/Q le sont auss i 

dans K/k , on exprime l 'unité elliptique fondamentale cp de K en 

fonction de l 'unité cyclotomique fondamentale Op de F . Si K/k es t 

ramifiée mais si l 'hypothèse précédente n 'es t pas vérifiée, on obtient 

seulement une expression d'une puissance de cp à l 'aide des unités 
K. 

cyclotomiques de cer ta ins sous-corps de F . Enfin, si K/k est non 

ramifiée, on donne un résultat analogue. Signalons que [2] traite déjà 

l 'exemple où k = QU/^p) et K = k($ï) . 

Dans la su i te , tous les corps considérés sont plongés dans CD . 

§ 1. RESUME SUR LES UNITES ELLIPTIQUES. 

1.1 Soit L = [w^jWg] un réseau de Œ , avec Im w^/w^ > 0 . 

Soit a(L) = (w w - wJw )/2i l 'aire du domaine fondamental de L . 

Posons 
ri(z,L) = s 2 (L) . z + ~Ç£y z • 

2 2 s 

où s 2(L) désigne la limite pour s - 0 de S 1/OJ |UÎ | (somme sur 

les éléments non nuls de L ) . Si z 6 L , r\(z,L) est la quasi-période 
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relative à z de la fonction Q de Weiers t rass . En uti l isant la fonc

tion a(z,L) , on introduit (*), cf. [3, 4e partie] pour Q et a . . . , 

, T N - r i ( Z / L)z /2 , _ \ A l / 1 2 / T . 
cp(z,L) = e . a ( z , L ) .A (L) , 

1/12 
où A (L) est la racine 12ème du discriminant 

X 00 
1/12 / T N (2îTi \ 12 "j r / n N 2 o • / 

A (L) = .q . (1-q ) avec q = exp 2TTI W 1 / W 0 . 

v w

2 ; ° n = l ° ° 1 2 

La fonction cp vérifie donc l ' identi té 

(1) V w a cp(z+w,L) = cp(z,L).ï(w)exp ~ 

, , x \ 1 si w 62L 
avec \|f(w) = / 

( -1 sinon. 

1.2 Soient k un corps quadratique imaginaire, h et e le nombre 

de c l a s se s et le nombre de racines de l 'unité de k . Pour f idéal 

entier de k , soit C£(f) (resp. k(î)) le groupe des c l a s s e s (resp. le 

corps de c lasses) de rayon î . Désignons par f le plus petit entier 

> 0 dans î et par e(ï) le nombre de racines de l 'unité de k 

congrues à 1 modulo î . 

Supposons d'abord î ^ (l) . Disons qu'un couple (t,b) (t € k* , 

b idéal de k premier à î ) représente C € C£(ï) si et seulement si 

tfb * est un idéal entier premier à î et appartenant à C ; (t,b) et 

( t ' ,b ' ) représentent la même c lasse si et seulement s ' i l existe § G k 

tel que b' = Çb , t ' / ç t - 1 mod* T . On a f.t € b , et de (1) on 

déduit que 

cpT(C) = cp 1 2 f ( t , b ) 

ne dépend pas du couple (t,b) représentant C . 

Supposons ï = (1) . Si C appartient à C€(ï) et b es t un 
— I h 

idéal de C , désignons par 3 un générateur de b ; posons 

(*)" La fonction cp c i -dessus ne diffère de cel le de [4] que par un 
facteur i . 
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6(C) = ( 2 n ) " 1 2 h p 1 2 A h ( b ) , 

ce nombre est indépendant du choix de b dans C ^ . 

1.3 Soit K une extension abélienne de conducteur ï et |i le 
K 

groupe des racines de l 'unité dans K . Notons G le groupe Gal(K/k) 

et I l ' idéal d'augmentation de Z [ G ] . Pour a € G , on pose 
6R(a) =TlMC) si î = (1) 

cpK(a) = | |cpj(C) sinon, 

les produits étant pris sur l 'ensemble des C Ç C£(T) dont l 'image par 

l 'application de réciprocité relative à K/k est a . On définit cp (u) 
K 

(resp. 6 (u)) pour u € par multiplicativité. 
K 

Supposons d'abord ï ^ (1) . Soit J l ' idéal de Z [ G ] , annulateur 

du Z [ G ] - m o d u l é \iv . Cet idéal es t engendré par les (81,K/k) - N(2J) où 

21 parcourt l 'ensemble des idéaux de k premiers à 12f et où (31,K/k) 

(resp. N(21)) désigne l'automorphisme d'Artin assoc ié à 21 (resp. la 

norme de 21 ) . On peut alors énoncer (cf. [4] et pour e) [l]) : 

THEOREME 1. -

a) Si u € Z [G] , cp^(u) es t un entier de K . 

b) Si u G I , cp (u) est une unité de K . 

c) Si a , a ' € G , a[cp (a 1 )] = cp^aa') . 

d) Si ï es t produit d'au moins deux idéaux premiers dis t incts 

et u € 2£[G] , cp^(u) est une unité . 

e) Si u 6 J , cp (u) es t la puissance d'ordre 12 . f .e ( î ) d'un 
K 

élément de K . 

Posons cp = cp (1) : dans l ' introduction, cet élément es t qualifié 
K K 

d'unité elliptique fondamentale : cp^ es t en effet une unité sauf si T 
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es t puissance d'un idéal premier p , auquel cas ce n 'es t une unité 

qu'en dehors de p . J 'ai fait un abus de langage analogue pour 6p 

cf. § 2 . 1 . Le groupe des unités ell iptiques propres de K est par défi

nition 

^ = { x € K * | x 1 2 f e ( î ) € c p K ( i n j ) } . 

Supposons maintenant î = (1) . On peut énoncer (cf. [4]) en po

sant J = {Zn(a)a6Z[G] | T T a n ( a ) = l } . 

THEOREME 1 ' . -

a) Si u 6 I , ^v(u) est une unité de K . 

b) Si a € G et u <E I , a[ô K (u)] = à^ou) . 

c) Si u € i n j , 6 (u) est la puissance d'ordre h . e d'un é l é - 

ment de K . 

Le groupe des unités ell iptiques propres de K es t par définition 

= [x€K* | x h - e € 6 K ( i n j ) î • 

Sans hypothèses sur f , on définit le groupe des unités ell iptiques 

de K par 

£ K = ^ K ' T T n K , , 

où K" parcourt l 'ensemble des sous-extens ions de K/k et où Q est 
K 

défini en remplaçant K par K1 dans tout ce qui précède. 

§ 2. ENONCE DES RESULTATS. 

On conserve les notations déjà introduites notamment dans l ' in t ro

duction et aux paragraphes 1.2 et 1.4. On désigne par 0 le caractère 

quadratique de Gal(K/Q) défini par k . Pour n entier > 0 ; posons 

C n = exp 2rri/n . 
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Soit S l 'ensemble des nombres premiers ramifiés dans K/Q mais 

non dans K/k . Pour p dans S notons T , le groupe de ramifica-
P 

tion dans K/Q : ceci permet de décomposer S en une réunion disjointe 
S = U S. , les éléments de S. étant , pour chaque i , caractér isés par 

161 1 1 

leur groupe de ramification. Soient J une partie de I et la partie 

complémentaire. Désignons par K° (resp. Kjf ) le sous-corps de K 

fixé par | |T , où le produit es t pris sur la réunion des S, pour i € J 
o o ^ 1 

(resp. i € J J . Soit f (resp. f ) le conducteur de K (resp. de K ) . 

Soit B^X) = X - — ; posons 

^ ^ 1 ) / K ° M 1 / 2 ' 

Pjta) = 6 ( a ) . E B 1 ^ j 

où a € Gal(K/Q) , f * = p . p . c . m . (f,f.j) et où dans la somme a parcourt 

l 'ensemble des entiers de 1 à f l , premiers à f * et tels que la r e s -

triction de l'automorphisme Ç 1 Qa. à KT soit égale à cel le de o . 
i) f i i 

P O S ° n S [K:K?] 2 

m = — 
J [K : K°] [K : K j ] 

Y T = M" d - a " 1 ) 
1 p|f P 

où a désigne l'automorphisme de Frobenius de p dans K°/Q . 

Soient = p j -Yj et cXj(a) le coefficient de a dans a,j , pour 

a G Gal(K/Q) . 

Avec tout cec i , on peut énoncer : 



I.6 

THEOREME 2. - Si K/k est une extension ramifiée, on a 

[K:K°] 2 T-T - l 2 . f . e ( f ) . a T . m T 

cp„ = e | I 9T J J , avec e 6 u „ . 
K Jsl J R 

Remarque 1 : Soit c la conjugaison complexe, on voit faci le

ment que (3(ac) = 3(a) pour tout a € Gal(K/Q) ; peut donc se 

mettre sous la forme (l+c)oc' avec a'j = Z a J o ) a " ^ , somme prise sur 

Gal(K/k) . Ainsi Q' * es t égal à 6̂  J si Kj est réel et à 

r / \ l a T / 2 o ± N n / r x / p (1-C o l si K T es t imaginaire, de sous-corps réel 

_ Q ( f ° J J 1 f J j J J 

maximum F̂  . 

^ËÎ^I^HË-^ : Si es t réel , a et f * - a figurent dans cha

cune des sommes |3j(a) , d'où Pj(a) = 0 et donc oĉ  =: 0 . Ceci prouve 

que certains J peuvent être supprimés dans le produit du théorème 2 ; 

à ce sujet voir auss i § 4 . 

Si tous les nombres premiers ramifiés dans F/Q le sont dans 

K/k , S se réduit à l 'ensemble des nombres premiers ramifiés dans 

k/Q mais non dans F/Q : si S est v ide , on a 1 = 0 et 

K° = K j = K ; la remarque 1 s 'applique et dans ce cas les conducteurs 

f et f, de F et K ont les mêmes facteurs premiers. Si S est 
o l 

non vide, I es t réduit à un élément, a, = 0 d'après la remarque 2 ; 
o 1 0 

enfin on a K^ = F , K^ = K . On peut énoncer : 

COROLLAIRE. - Si tous les nombres premiers ramifiés dans F/Q 

le sont dans K/k , en désignant par f et f les conducteurs 

de F et K , on a 

-12fe(T) v / N -1 
cp^ = G6_ L cc(a)a 

K F a 6 Gai (K/k) 

avec e 6 ^ , avec ^ = ± [ N q { / p ( l - C f J 1 2 fit 

a(a) = S B ^ ^y-j où dans la somme a parcourt l 'ensemble des 



I.7 

entiers de 1 à , premiers à f et tels que la restriction 

de l'automorphisme Cf Cf à K soit précisément a . 
1 1 

Supposons maintenant K/k non ramifiée. On a alors K° = Q , 

y j • 1 • 

THEOREME 3 . - Si K/k est non ramifiée, soit Zn(a)o un 

élément de 22[G] vérifiant Sn(a) = 0 . On a 

a Ç G n ( a ) c 
/ \ ™ i 2 / -12 . f . e (T ) . a T .m_ \ 

T T 6 f a ) n ( a ) ' [ K : Q l = C ( T T e T

 1 1 

a€G K Vjcl J y 

avec e € IJL . 

§ 3 . DEMONSTRATIONS. 

3 . 1 . Pour démontrer les théorèmes 2 et 3 , uti l isons l'homomorphisme du 
tK:k] 

groupe des unités de K dans CD " composé de 

u —• S . log|a(u) | .o 

et de l 'isomorphisme entre Œ[G] et C D : 

S a(a)a —•( E <x(a)x(a)| 
a€G Va€G 7x 

où les composantes du produit sont indicées par les caractères irréducti

bles de G à valeurs dans (E . Le noyau de l'homomorphisme composé 

est |j . 

Soit x u n caractère de G ; désignons par X q I e caractère de 

Gal(F/Q) correspondant à x v i a l ' isomorphisme Gal(F/Q) G , et par 

X 1 le caractère de Gal(K/Q) prolongeant x e t vérifiant x(°) = - 1 . 

Notons g (resp. QQi^^) le conducteur de x ( r e s P - ^ / X ] ^ ) • P o u r 8 ' 

on emploie des notations analogues à ce l les introduites en 1.2 pour f . 
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On identifie x (resp. X *Xj) a u caractère de Cê(g) (resp. aux c a 

ractères de Dirichlet primitifs correspondants). 

Posons 

E°(X) = " S * ^°<3 a ( e f Y l ) 
1 [K:K°] a€Gal(K/Q) ° U ' 

Z*(x) = S x (a)P_(a) , et 
J [K : K j ] a€Gal(K/Q) ° J 

/S(x) = S x(a) log |cpJa) | si î ^ (1) 
a€G K 

(s(x) = S x(a) log |6 (a) | si T = (1) . 
v a€G K 

Pour démontrer les théorèmes 2 et 3 , il suffit de prouver l 'égal i té 

entre [K:K°] . E(x) et - 12fe(T) S m. E x(a)log | a(6 T

 J ) | pour chaque 
1 J Q I J a€G J 

X (pour chaque x non trivial si î = 1 ) , c ' e s t - à -d i r e après un chan

gement de sommation 

Z(x) = - 3fe(T) T> [Z0Jx).ï}(x)] . 
J c l J J 

En considérant x comme un caractère de Gal(K°/(£>) ou Gal(Kj/Q) , 

lorsque c ' es t poss ible , on peut écrire 

£°T(X) = T T (1 -X 0 (P ) ) . S X ^ ( a ) l o g | a ( e 2

T ) | 
1 P|f ° a€Gal(K°T/<S) J 

p.rf°j 1 

- ^ 
= | | (1-X (p)). TJ X n(a)log l - C a

o , 
p | f ° a=l ° f ° 

si x est trivial sur Gal(K/K°) et 0 sinon et 
o J 
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sj(x) = E X l ( a ) S B pL) 
J a€Gal(K^./Q) 1 A V f j / 

( a . f ^ l 

si est trivial sur Gal(K/Kj) et 0 sinon. 

Pour p 6 S , soit t un générateur de T , on a 
P P 

Xi (t ) = X ^ ) = - X (t ) puisque p es t ramifié dans k/Q . J. p o p p o p 
Ainsi Xi e s t trivial sur T si et seulement si x ne Tes t pas . On 1 p ^o 
a donc ^ ( x ) . ^ j ( x ) ^ 0 si et seulement si la réunion des S. pour 

i € J es t exactement l 'ensemble des p € S tels que X (t ) = 1 . Pour 
o p 

chaque X / ceci n'arrive que pour un seul ensemble J . On voit d ' a i l 

leurs que certains J n'interviennent jamais et peuvent dont être suppri

més dans les produits des théorèmes 2 et 3 . Les théorèmes 2 et 3 r é 

sultent alors de l 'énoncé : 

PROPOSITION. - Soit x un caractère de G (non trivial si 

f = (1) ) , pour le sous-ensemble J c i - d e s s u s , on a : 

S ( X ) = - 3 fe ( î )S^( X ) .S 1

J (x ) . 

La proposition es t démontrée en 3.3 pour x n ° n trivial et 3.4 

pour x trivial et ï ^ (1) . 

3 . 2 . Rassemblons d'abord les formules sur les fonctions L que nous 

ut i l i serons . Comme le caractère de Gal(K/Q) induit par x e s t égal 

à la somme de x^ e t du caractère déduit de x o / o n a 

(2) L(s ,X,K/k) = L ( S / x o , F / Q ) . L ( s / X l , K / Q ) 

d'où en regardant les diviseurs de î 
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(3) | | ( I - X ( P ) ) = | | ( I - X J P ) ) . I I ( I - X ^ P ) ) . 

P I T P | f P | f 1 

De plus , en faisant tendre s vers 0 dans (2), on obtient ( x non trivial) 

(4) L'(0,x,K/k) = L , ( 0 , X o , F / Q ) . L ( 0 / x 1 / K / Q ) . 

Enfin, en uti l isant les équations fonctionnelles pour les fonctions dzêta 

d'Hurwitz et d 'Epstein, a insi que les valeurs c lass iques au point 1 , 

on trouve 

(5) L ' (0 , X ,K/k) = -T^777\ S x(c)log|cp (c) | si g / (1) , cf. [5] , 
b g e l s ; c€C«(g) 9 

(5bis)L'(0,x,K/k) = -j- S x(c)log|ô(c) | si g = (1) , 
b e c€C€(( .D) 

(6) L ' (0 ,X o ,F /Q) = - i- S X 0 (a ) log | l -Cg | , 
a = l o 

( a , g Q )= l 

9 1 fa \ 
(7) L ( 0 , x r K / Q ) = - S X 1 (a)B 1 | - . 

a = l ^ 1 ' 
(a,gi)=l 

3 . 3 . On suppose x n o n t r ivial . Les formules (5) et (5bis) permettent 

d'exprimer E(x) (cf. [4, § 2 . 3 , corollaire 2]) : 

(8) S(x) = - 6fe(f)TT(l-x(p))L'(0,x) . 
Pi f 

Le produit sur les diviseurs premiers de ï se décompose à l 'aide de (3). 

De plus , on a 
— — go 

S° T (X) = | | (1-X (p)) | | (1-X (p)) S x (a) log | l-G^ | 
1 p |f ° p | f ° ° a=l ° g o 

p r f o ( a . 9 0 ) = l 

= - 2 Î T ( l -X n (p ) ) .L ' (0 ,x n ,F /Q) , 
I r ° ° 

P | f 

puisque d'après 3 .1 et le choix de J les diviseurs premiers de f ° 
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premiers à f , sont tels que X q ^ ) = " 1 c ' e s t - à -d i r e Xq(p) = 0 . 

De même : 

J | f l 1 a=l 1 1 9 i 
1 ^ (a,g x)=l 

= - TT (l-X 1 (p)) .L(0,x 1 ,K/Q) 
P|f 1 1 

puisque par définition les diviseurs premiers de f j sont ceux de f et 

ceux de f j et puisque les diviseurs premiers de fj premiers à f 

sont dans la réunion des S. pour i dans J donc vérifient v (t ) = 1 
ï o p 

d'où xx(p) = 0 . 

Ceci achève la démonstration de la proposition pour x n o n t r ivial . 

3 . 4 . Supposons pour finir x trivial et T ^ (1) . Dans ce c a s , on a 

J = I et K^ = K , donc les diviseurs premiers de f° ne sont pas 

dans S donc divisent f . Distinguons les éventuali tés suivantes : 

• Si f possède au moins deux facteurs premiers d i s t inc t s , T 
Y T O 

a u s s i , donc cp et 8 1 sont des unités si bien que E(x) = £ T(x) = 0 • 
K l 1 

• Si f es t puissance d'un nombre premier p décomposé dans 

k , î es t composé, c p K es t une unité d'où S(X) = 0 . De plus 

E 1 (x) contient en facteur 1 - 9(p) , donc es t nul. 

• Si f es t puissance d'un nombre premier p inerte (resp. 

ramifié) dans k , on pose r = 1 (resp. r = 2) . Soient p le divi-

seur premier de p dans k , gQ un générateur de p et C Q la 

classe d'idéaux de p ; d'après [4, § 2 . 3 , théorème 2 ] , on a 

. fe(f) T . n A(b) I Z(x) = — Slog m ) \ 

12 
fe(î) v . 6 ( C ) - g o = —— S log -

e - h c Mc.c" 1 ) 
O 
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où les sommes portent sur les éléments C du groupe des c l a s se s de 

k , b et C étant reliés comme en 1 .3 . Puisque I p ^ j = p ^ r on 
o 1 

trouve 

S(x) = 6 f e ( T ) . i . h logp . e 

Par a i l leurs , on a : 

Z°.(x) = E l o g | l - d | = log p et 
1 a=l 1 

(a , f )=l 

1 f l 

s;(x) = S Q(a)BAf-) = ( l-9(p)B 1 fl i a=l 1 x l i / y 

(a , f 1 )= l 

= - 2 . 1 . h , 
e 

d 'après la formule analytique du nombre de c l a s se s pour k . On a donc 

bien 

S(x) = - 3fe( ï )S° l (x) .S 1

I (x) . 

§ 4. SOUS-ENSEMBLES J ADMISSIBLES. 

Un sous-ensemble J de I es t dit admissible si J = I , ou s ' i l 

exis te deux hyperplans H q et du JF^-espace vectoriel Gal(K/K°) 

tels que J c H q (resp. J ^ c H ^ ) et que H q fl fl I soit v ide . Les 

seuls J intervenant réellement dans le produit des théorèmes 2 et 3 

sont admissibles (un caractère x de G définit un sous-ensemble J 

qui est admissible en prenant, si J ^ I pour H q (resp. ) le noyau 

de x q (resp. Xj_ ) dans Gal(K/K°) cf. § 3 . 1 ) . Ainsi on voit que la 

relation des théorèmes 2 et 3 es t essent iel lement unique (*), comme le 

prouve le lemme suivant (il suffit de raisonner par récurrence décroissante 

(*) Ceci répond à une question de G. Robert. 
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sur le nombre d'éléments de J , J admissible et de considérer la 

A ÍK :K° ] 2 -r-r. , . n ( a ) . [ K : Q ] 2 

norme de cp„ 1 ou | |o (a) sur K ) . 
K K J 

LEMME. - La norme de 0^ dans toute sous-extension stricte  

de K° de la forme K° n K°, es t t r iviale . 

Démonstration : Soit i un élément de J' non dans J : 

i est dans , d'où si p € S.. 

(i+t ) S eiaja"1 = ( i+e( t )) S etaja"1 = o , 
P a€Gal(K/Kj) P a€Gal(K/Kj) 

ce qui démontre le lemme puisque $j (resp. la norme entre K° et 

K° n K° ) contient en facteur S . 8(a)a 1 (resp. l 'opérateur 
J J a€Gal(K/KX) 

1+ t ) . J 

P 
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