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VI - 1 Séminaire de Théorie des Nombres 

17 avril 1975 

Grenoble 

ENSEMBLE DES NOMBRES PREMIERS REPRESENTES 

PAR UNE FORME QUADRATIQUE BINAIRE 

par François GAUTHIER 

Chapitre I 

ENSEMBLES D'IDEAUX PREMIERS A TYPE DE DECOMPOSITION PRESCRIT 

Remarque préliminaire : La présente rédaction ne reflète pas 

exactement l 'exposé du 17 avril. Nous avons en effet incorporé une 

étude des ensembles Spl(K) et Spl1 (K) qui donne une plus grande cons is 

tance à la première partie ; de même la deuxième partie se voit agrémen

tée d'exemples que (faute de temps) nous n'avions pas pu traiter lors de 

l ' exposé . 

Notations. 

Si A et B sont deux ensembles, on désigne par A\B la dif

férence de A et B , c 'est-à-dire l'ensemble des x appartenant à A , 

mais non à B ; et par AAB la différence symétrique de A et B , c 'es t -

à-dire l'ensemble (A\B)u(B\A) ; alors A c B (resp. A = B) signifie que 

l'ensemble A\B (resp, A A B ) est fini (c'est-à-dire que A est inclus 

dans B (resp. est égal à B) à une partie finie près ; dans les cas qui 

vont nous intéresser, A et B seront des ensembles d'idéaux premiers d'un 

corps de nombres, et la partie finie en question sera constituée d'idéaux 

ramifiés dans une extension finie dudit corps de nombres). Par ailleurs si 

A est un ensemble, on note |A.j son cardinal. 

Si Q est un corps de nombres quelconque, on désigne par 2Ji 
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l'ensemble des idéaux maximaux de 0 ; en particulier si 0 = 0?, corps 

des rationnels, et si P désigne l'ensemble des nombres premiers, 2Jt 

s'identifie à P . Si K est une extension galoisienne (finie) de Q , de 

groupe de Galois G , et si on désigne par Sn l'ensemble des p € 33ln 

qui sont ramifiés dans K , et par ^^/Q ^ENSEM^E des $ € Ht̂  qui di

visent les p appartenant à , on note qK//Q l'application de 

Frobénius de ^ \ S K / Q dans G , et fK//Q l'application d'Artin de 

3Iin\S dans l'ensemble des c lasses de conjugaison de G . Si 

E = (C, ; l fâ£t} est un ensemble de classes de conjugaison de G , on 

désigne par fK//Q t U C j l'ensemble des p ç ®Q\^Q TÊ S QUE 

FK/Q(p) € E . 

Soit K une extension quadratique de Q (corps des rationnels) ; 

si O est un ordre de K , on désigne par f son conducteur ; par O 
K 

l'anneau des entiers de K ; par g (resp. 3 ) le groupe des idéaux 
fractionnaires inversibles de 0 (resp. de K) ; par p le sous-groupe 

+ ® 
de 3 formé des idéaux principaux ; par p le sous-gfoupe de p 

0 O f 
formé des idéaux principaux (a) , tels que ^ ^ ( a ) > 0 ; par 3 ^ (resp. 
^ f ) le sous-groupe de (resp. de 3 ) formé des idéaux premiers 
° 0 K *J ^_ ^ 

avec f ; et enfin par (p*) + le sous-groupe (p ) n (3_) . Considérons 

l'application de l'ensemble des idéaux maximaux de O , premiers avec f , 

dans l'ensemble des idéaux maximaux de K , premiers avec f , et 

définie par p 1 > pO^ ([La] pp. 91-95) ; cette application est une 

bijection et induit par linéarité une bijection que nous notons i entre 
f , f 

30 et 3K • 
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§1 - Etude des ensembles Spl(K) ou Spl^K) . 

On désigne par Q un corps de nombres quelconque, fixé une 

fois pour toutes. On choisit une clôture algébrique Q de 0 et on 

ne considère que des extensions finies de 0 contenues dans Q . 

Si K est une telle extension, on rappelle que l'enveloppe normale 

de K (au-dessus de Q) est le plus petit sous-corps de Q , conte

nant K et ses conjugués, 

1 .1 . Caractérisation de Spl(K) et Spl^K) , 

Si K est une extension (finie) de Q , on rappelle qu'on dési 

gne par Spln(K) (ou plus simplement Spl(K)) l'ensemble des p ç Ï JU 

qui sont complètement décomposés dans K . De même : 

DEFINITION,- On désigne par Spl^(K) (ou plus simplement Spl^K)) 

l'ensemble des p ç gjt qui admettent au moins en facteur de degré 1 

dans K . 

Soit K une extension (finie) de Q ; désignons par L l 'envelop

pe normale^de K (au-dessus de Q) , par G (resp. H) le groupe de 

Galois de l'extension L/Q (resp. L/K), par S l'ensemble des p€ÏRn 
w 

qui sont ramifiés dans L ; nous avons la caractérisation suivante : 

PROPOSITION I . 1 . 1 , - Pour p ç 23U\S , les assertions suivantes  

sont équivalentes : 

(i) p ç. S p l V ) (resp. p € Spl(K)) ; 

(ii) il existe $ ç. ^ tel que !p|p et que o ^ ^ t y ) € H (resp. pour  

tout y> ç <BÎl tel que <p|p on a O ^ Q ^ ) 6 H ) . 

(*) ou simplement une extension galoisienne de Q , contenant K . 
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COROLLAIRE 1.- (i) Spl1 (K) - F"1, [ U THT 1] ; 
L / G T€G 

(ii) Spl(K) * F~^Q [ fl T H T " 1 ] . 

COROLLAIRE 2 . - (i) Spl1 (K) admet une densité analytique ô 1 

égale à : | U T H T " 1 ) . | G| 1 ; 
T € G 

(ii) Spl(K) admet une densité analytique ô 

égale à : | f| T H T " 1 | . | G | "1 ; 

(iii) ô 1 (resp. ô ) est égal à 1 si et seule-

ment si K = Q . 

Démonstration de la proposition 1_. 1 : Si p € , si 
— — ~" ~~ — — — — — — — — ^ 

y> 6 3JL et si y>/p , désignons par G le groupe de décomposition de 
L !p 

y (dans G ) , par le corps des invariants de G ^ dans L , par 

q l'idéal y f) K . 

Supposons p ç Spl^K) ; alors il existe <p Ç $ft̂  tel que y/p 

et f(q/p) = 1 ; comme aL/Rty) = £QL//Q^f(q/?)) = aL//g(?) et 

aL/K(^) 6 H , on a aL/Qfip) 6 H . 

Réciproquement, s'il existe g 3Jî  tel que «p/p et 

Q L / Q ^ ^ H ' a^ors ^ C H donc K c K(p ; or on sait (voir Par ex-

[Sa]) que f [(<PDK^)/p] = 1 , par suite f(q/p) = 1 et p € Spl1 (K) . 

La démonstration de l'équivalence concernant Spl(K) est ana

logue • 

Démonstration^ du corollaire 1 : Pour le (i) il suffit de remarquer 

que l'assertion (ii) de la proposition I .1.1 équivaut (toujours pour 

p € 3CR \S) à 

(C1) "la classe de conjugaison ^ L / Q ^ et H ont au moins 

un élément commun". 

Pour le ( i i) , remarquons que l'assertion (ii) de la proposition I .1.1 équi
vaut à : 
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(C) "la classe de conjugaison ^ ^ ( p ) est contenue dans H " . 

Soit alors y un idéal particulier de 2H tel que Ç /p ; ( c ) équi-

O JL O 

vaut à : 

"pour tout T e G on a TQT ) T " 1 e H 11 , 
L/Q To 

donc à : 

"pour tout T € G on a aL/g(?0) € T~1HT " 

et par conséquent au résultat annoncé • 

Démonstration du corollaire 2 : (i) et (ii) résulte immédiatement 

du théorème d'Artin-Tchebotarev ; remarquons qu'il faut vérifier que 

D (THT est une réunion de classes de conjugaison de G , mais 
TÉEG 

cette vérification est immédiate. Pour le (iii) remarquons que si K ^ Q , 

on a l 'inclusion stricte H ç G et que par suite on a aussi l 'inclusion 

stricte U (THT ) ç G (résultat "bien connu" voir par ex . [D.D] 
T G G F 

p. 73 , th.5) donc ô1 < 1 a 

1.2. Application I : Caractérisation des extensions galoisiennes. 

Soit K une extension (finie) de Q ; désignons par ô 1 (resp. ô ) 

la densité de l'ensemble Spl1 (K) (resp. Spl(K)) , nous avons alors la : 

PROPOSITION I . 1 . 2 . - Les assertions suivantes sont équivalentes 

(i) K/Q est galoisienne. 

(ii) Spl^K) * Spl(K) . 

(iii) ô1 = [KrQ]"1 . 

(iv) ô = [KrQ]""1 . 

g(p) e($. /p) 
(v) pour tout p € El , on a dans K : p = j | avec 

g i=l 1 

eCp./p) et f (^ . /p) indépendants de i (mais dépendant naturel

lement de p) , 
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Démonstration : On sait que la première assertion entraîne les 

4 autres. D'autre part, si nous conservons les notations du paragraphe 

1.1 et si nous supposons l'extension K/Q non galoisienne alors H 

n'est pas un sous-groupe distingué de G et par suite il existe au 

moins un T 6 G tel que T H T * ^ H donc 

| fi THr"1) < | H | < I U T H T " 1 ! 

T € G T6G 

et par suite 

6 < [KrQ]"1 < ô 1 . 

Les quatre premières assertions sont donc équivalentes. 

Supposons maintenant (v) réalisé en particulier cela entraîne 

Spl^(K) = Spl(K) , et K/Q est donc galoisienne, d'après "(li) impli

que (i) " • 

1.3. Application II : "théorème de Bauer". 

THEOREME 1.1.3. - Soit K/Q (resp. L/Q) une extension galoi

sienne (resp. quelconque) de corps de nombres ; les deux assertions  

suivantes sont équivalentes : 

(i) K c L ; 

(ii) Spl^L) c Spl^K) (= Spl(K)) . 

Démonstration : Si K c L il est clair que Spl^L) c Spl1(K) ; 

on peut noter que pour cette implication l'hypothèse K/Q galoisienne 

n'est pas nécessaire. 

Supposons maintenant que Spl^L) c Spi1 (K) = Spl(K) . Désignons 

par N l'enveloppe normale de KL au-dessus de Q , par G (resp. J, 

resp. H) le groupe de Galois de l'extension N/Q (resp. N/K, 

resp. N/L) , par S l'ensemble (fini) des p £ !Dl qui sont ramifiés 
1 1 

dans N ou qui appartiennent à [Spi (L)]\[Spl (K)] . Soit alors | j€H ; 
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comme l'application qJJ/Q est surjective, il existe p € 3Jî  tel que 

^ fl Q 6 33lQ\S et que <?N/Q(?) = H /' Par suite P = ?HQ 6 Spl1 (L) 

(proposition I . 1 .1 ) ; donc p g Spl1 (K) = Spl(K) puisque K/Q est 

galoisienne ; mais alors p = aN/g($) € J (proposition I .1 .1 ) ; il en 

résulte que HcJ , c 'est-à-dire Kc L m 

Remarque 1 : Si on fait l'hypothèse supplémentaire : " L / Q est 

galoisienne", on a une démonstration beaucoup plus courte de l 'implica

tion (ii) => (i) : en effet, les hypothèses impliquent 

Spl(KL) = [Spl(K)]n [Spl(L)] = Spl(L) 

il résulte alors du théorème d'Art in-Tchebotarev que [KL:Q] = [L:Q] 

donc KL = L et K c L (cf. [C.F] p . 362 ) . 

Remarque 2 : Les ensembles Spl( ) "classifient" les extensions 

galoisiennes, car si K /Q et L / Q sont galoisiennes , K = L équi

vaut à Spl(K) = Spl(L) . On peut noter que si L / Q n'est pas galoisien

ne, l 'équivalence ne subsiste pas, comme le montre l'exemple suivant : 
(3)3 3 *— 

avec Q = Q corps des rationnels, K = Q (A / 2 " ) et L = Q(A/2) , on 

a Spl(K) = Spl(L) . 

Remarque 3 : On ne peut pas enlever l'hypothèse "K /Q galoisien

ne" dans l 'énoncé du théorème de Bauer ; on peut en effet trouver deux 

extensions K/Q et L / Q ( Q = le corps des rationnels) non galoisiennes 

et non isomorphes, mais telles que Spl1 (K) = Spl*(L) ; un exemple de 

cette situation est le suivant : ( [Gas] ou [C.F] pp. 362-363) : 

Soit G = SC , le groupe symétrique permutant 6 lettres (x.) , 

notons : 

Hl = U/(x1x2)(x3x4),(x1x3)(x2x4)/(x1x4)(x2x3)} 

H2 = [ 1 , (x1x2)(x3x4),(x1x2)(x5x6),(x3x4)(x5xg)} ; 

désignons par N une extension galoisienne de Q admettant G pour 

groupe de Galois (une telle extension existe [H^]), par K (resp.L) le 

corps des invariants de H (resp. de H^) dans N , par S l'ensemble 

des p 6 P qui sont ramifiés dans N . 
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On vérifie facilement que si une classe de conjugaison de G 

contient un élément (autre que 1) de ou de / alors elle contient 

tous les éléments (autres que 1 ) de et de ; il en résulte que 

pour p € P\S , F N / Q ( P ) H H ^ 0 équivaut à FJJ/^P) n ^ / ^ et 

par suite Spl* (K) = Spl^CL) alors que K et L ne sont pas conjugués 

(donc ne sont pas isomorphes) puisque et ne sont pas conjugués 

(H, laisse fixe xc et xr alors que H0 ne laisse aucune lettre fixe). 
1 b b z 

§2 - Etude particulière des extensions abéliennes de Q . 

Dans ce paragraphe, on se limite à Q = Q , corps des rationnels. 

Si m est un entier 2> 2 , on désigne par G(m) le groupe 

(Z/mZ)* d'ordre cp(m) ; par Qm une racine primitive m-ième de l'unité ; 

par le corps K(Cm) ; et par Gm le groupe de Galois de Q ^ / Q . 

Si de plus r est un entier premier avec m , on désigne par r mod m 

l'image de r dans G(m) ; et par Pm(r) l'ensemble des p € P tels 

que p = r (mod m) . 

Nous avons alors la caractérisation bien classique suivante : 

PROPOSITION T . 2 , - Soit K/Q une extension galoisienne, les  

deux assertions suivantes sont équivalentes : 

(i) K/Q est une extension abélienne ; 

(ii) il existe un entier m > 2 et des entiers , 1 <> i <> t , premiers  

avec m tels que 

t 
Spl(K) = U Pm(r.) , 

i=l 
l'ensemble {r. mod m/l^i^t} étant un sous-groupe de G(m) . 
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D^jnc^nstration : Soit K/Q une extension abélienne, alors il existe 
~ ~" ~" (m) 

un entier m ;> 2 tel que K c Q [théorème de Kronecker-Weber]. Dési

gnons par S l'ensemble des diviseurs premiers de m . Si p € P\S , 

l'assertion p € Spl(K) équivaut à F„ ,Jp) = 1 donc à F M (p) € GaKQ^/K) . 
K / Q Q ( m ) / Q 

Soit R, = [ r ] un système de représentants de G(m) , on sait que G m 

est formé par l'ensemble des A.r , pour r parcourant , où \ est 

caractérisé par X (Ç ) = r r ; on sait d'autre part que F / ^ x (p) est 
r m m

 r Q ( m ) / Q 
caractérisé par F , x (p)(C ) = C ; donc F , x (p) = X équivaut 

Jm , m *m (m , r 
Q / Q Q / Q 

à p G P (r) ; par suite Spl(K) est à une partie finie près la réunion 
^ (m) 

des P (r) , pour X parcourant le groupe Gal(Q /K) . Choisissons 
^ (m) 

des indices tels que l'ensemble des X , 1 £ i ^ t=| Gal(Q / K ) | 
(m) 

coïncide avec le groupe Gal(Q /K) et désignons par 6 l 'isomor-
phisme G t—>G(m) "inverse" en un sens évident de l'application d'Artin 

m 
F , x , alors l'ensemble fr mod m/l^i^t] est l'image par 0 du 

(m , î 
Q / Q (m) 

groupe Gal(Q v ' / K ) . 

Réciproquement, si (ii) est réalisée, le sous-groupe 

{r mod m/l^ i^ t ] de G(m) contient l'élément neutre 1 mod m et par 

suite : 

P m ( l ) = S p l ( Q ( m ) ) è Spl(K) 

(m) 
donc K c Q et K/Q est abélienne • 

Remarque : Nous verrons plus loin (corollaire 3 de la proposition 

I .3 .4 ) que (ii) peut être remplacée par la condition moins forte sui

vante : 

(ii 1) il existe m ^ 2 et r premier avec m tels que 

P (r) c Spl(K) . 
m 
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§3 - Etude des ensembles F^^(C) . 

3 . 1 . Préliminaires de théorie des groupes. 

Soient G un groupe fini, H un sous-groupe distingué ; dési

gnons par \|f l'homomorphisme canonique de G sur G/H . 

LEMME 1.- Soit o € G , désignons par C (resp. par C , J 
o \|i(o) 

la classe de conjugaison de o dans G (resp. de \|f(a) dans G/H) 

alors : 

o \|/(a) 

Démonstration : La classe C est l'ensemble des TÔT * , a 

pour T parcourant G ; T(CQ) est l'ensemble des \|/(T)i|[(O)^i(T 

pour T parcourant G ; i|i étant surjectif, ) est bien une classe 

de conjugaison de G/H , plus précisément celle de \|f(a) • 

Remarque 1 : Désignons encore par iji l'application de l'ensemble 

des c lasses de conjugaison de G sur l'ensemble des c lasses de conju

gaisons de G/H , définie dans le lemme 1. En général i|j n'est pas 

injective ; par exemple si G = , groupe des permutations de l 'ensem

ble { a , b , c } , désignons par o le cycle (abc) , par r la transposi-
2 2 2 

tion (ab) , alors G = { 1 , 0 , 0 , T , T O , T O } avec or = ro . Le sous-
2 

groupe H = { 1 , 0 , 0 } est distingué et les c lasses = { 1 } et 
2 

C = { o , o } ont même image dans G/H . 
o 

Remarque 2 : Puisque \|j est un homomorphisme de noyau H 

il est clair que |CQ| * lct(CT)l IHI • 

LEMME 2 , - Soit C une classe de conjugaison de G/H , alors 

^ 1 (C) est une réunion de classes de conjugaison de G . 

Démonstration : évident • 
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Soient G un groupe fini, et JH deux sous-groupes d is 

tingués de G ; désignons par ^ (resp. par y ) l'homomorphisme cano

nique de G sur G/H^ (resp. sur G / ^ ) • 

DEFINITION.- Si (resp. C 2 ) est une classe de conjugaison 

de G/H^ (resp. de G/H^) , nous désignons par ECC^Cg) l'ensemble 

[ ^ * ( C ^ ) ] D U ^ ^ ) ] ' leS classes et ^ 2 sont °*ites compatibles si 

£(0^ ,02) est non vide. 

Remarque : Il est clair que E ^ ^ C ^ ) est une réunion (éventuel

lement vide) de c lasses de conjugaison de G . 

3 . 2 . Application à un problème de relèvement. 

Q désigne à nouveau un corps de nombres quelconque. 

PROPOSITION I . 3 . 2 . - Soit L / Q une extension galoisienne. 

Désignons par G son groupe de Galois^ par H un sous-groupe distin 

gué de G , par K le corps des invariants de H dans L , par C 

une classe de conjugaison de G/H et par ^ l'homomorphisme canoni

que de G sur G/H ; alors : 

F K V C ) 1 F ; > " 1 ( C ) 1 • 

Démonstration : Désignons par S l'ensemble des p G 331 qui 

sont ramifiés dans L / Q . Soit p € ^ F ^ / Q ^ ^ \ s ' désignons par ^ un 

idéal de Tf̂  tel que $/p et soit q l'idéal ^HK ; ^ K / / Q ( q ) e s t l a 

restriction de q

L / Q ^ ) À K ' D O N C Q L / Q ^ « appartient à 1 (C) . 

Réciproquement, soit p 6
 F]J/Ç> ^ ' o n a Q L / Q ^ ^ * 

pour tout $ £ ïftL tel que ^/p . Soit q € DJlK tel que q/p , alors il 

existe £ € Ul tel que ^ /q , par suite 

a K / Q ( q ) = G L / Q ( ? ) | K = U V Q ( ? ) ] € C ' 
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COROLLAIRE 1,- Soit C une classe de conjugaison de G 
_x _a — 

contenue dans if (C) ; _si F " * (C) et F /rs{C ) ont même densité 
K/O L/Q G • 

analytique, alors C^ = \|T1(C) et par suite f£ /Q(C) = FL/Q^V # 

Démonstration : Il suffit de remarquer que si *(C) est réu

nion de plusieurs classes C = C , C , . , , , 0 , alors F T A ^ ( C ) 
cr a a ' a ' K/Q 

l 1 
est à une partie finie près la réunion des ensembles F L / Q ^ Q ) P°UR 

1 £ i £ s , et l 'on sait que chaque ensemble F^^{CQ ) a une densité 

strictement positive • 

Dans le corollaire suivant, on suppose que Q = Q corps des  

rationnels. 

COROLLAIRE 2 . - Soit K /Q une extension abélienne ; désignons  

par m un entier naturel £ 2 tel que K c Q? et par G le groupe  

de Galois de l'extension K/Q . Pour tout jl 6 G il existe des entiers 

r. , 1 £ i £ t(jâ) , premiers avec m tel que 

1=1 

(m) 
Démonstration : Appliquons la proposition I .3 .2 avec L = Q , 

G = Gm , H = G a l ( Q ( M V K ) et C = (p) ; on sait alors que F ^ Q © ) 

est (à une partie finie près) la réunion des ensembles T~] . (a) où 
Q / Q 

a décrit l'ensemble des éléments de tels que \|J(a) = (3 , et il 

suffit de remarquer que F " | . (G) est un ensemble du type P (r) 
Q / Q M 

avec (r,m) = 1 • 

3 . 3 . Etude de l'intersection de deux ensembles F ^ Q ( C ) : 

On désigne toujours par Q un corps de nombres quelconque. 
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THEOREME I . 3 . 3 . - Soient Kx/Q et K2/Q deux extensions  

galoisiennes de corps de nombres. Désignons par L une extension ga- 

loisienne de Q contenant K^.I^ / par G (resp. ,resp. H2) le 

groupe de Galois de L/Q (resp. de L/K^ , resp. de L/K2) . Soit 

(resp. C2) une classe de conjugaison de G/H^ (resp. de G/H2) ; 

alors 

(i) [F 1 /r.(C [F 1 /0(C )] est un ensemble infini si et seulement 
K^/O 1 2 

si et sont compatibles. 

(ii) De manière plus précise on a la relation : 

^ / Q ' 0 ! » " TF /̂Q(C2)] ' F L V E ( C V C 2 » ] • 

Démonstration : Supposons l'ensemble [F 1 / ^ ( C j ] FL [F 1 . (C )] K^/O l 2 

infini ; alors il existe p € 2Rn , p non ramifié dans L tel gue 

FK /Q(p) = Cl et FK /Q(p) = ° 2 * Soit ? 6 501L tel qUe ^ '' al°rS 
1 2 

GL/Q^^K1 = QK / Q ^ n K l ^ ' et comme *PnKi 6St *'un deS id^aux de 

3JIK gui divisent p , on a ^ / Q ^ ) ] ^ € ; de même AL//Q^)|K2 6 C2 ; 

et par suite et sont compatibles. 

Réciproguement, supposons et compatibles ; alors il 

existe a € G tel gue. ^ ( a ) € et ^ ( a ) 6 C2 ou (ce gui est équi-

valent) ^ ( C c ) = C^{Q) = C1 et *2(Cg) = C ^ ( a ) = C2 . Or il existe 

une infinité de p € ÏÏIQ tels que FjyQ(p) = . Si nous considérons 

un tel p et si $ € 3JlT avec Bip , alors C = C ; mais 
1 QL/Q(!P) Q 

pour j = 1 ou 2 : 

•j[oL/Q(*,] = °L/Q(?),KJ = V ( ? n V 

or n K, est un idéal de 3JL tel que $DK.|p ; donc 
j J 

- • j ^ a ^ Y - W - C J • 
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et il existe bien une infinité de p dans [F ̂  ^/Q(CJ)] N ̂ K ^ / Q ^ 2^ " 

Pour le (ii) : considérons deux classes et compatibles, 

et éliminons les p € UIQ qui sont ramifiés dans L . Il est clair que 

FL/Q(P1CE(C1'C2» implique F K / Q ( » ) = C 1 6t F K 9 / Q ( P ) = C 2 ' 
1 ^ 2 

Réciproquement, si p £ ^ / Q ^ l ^ ° tFK /Q(C2)"1 ' alors FL/Q(p) 
1 2 

est la classe de conjugaison C formée par les 0L/Q^ Pour ? ^ 

et <p/p . Mais alors pour j = 1 , 2 : 

*J(VQ(5P)) = V Q ( * ) , K J = °KJ/Q(?NKJ) 

donc ty.(C) = F ^ ^ O p r i Q ) = FKyQ(P) = C. , ce qui équivaut à 

FL/Q(p) = C c t ^1 (C1) ] n C^1(C2)] = E(C1(C2) , c . q . f . d . 

Enfin, si et sont non compatibles, il suffit de remarquer 

que les deux ensembles t F ^ / Q ^ l ^ ° ^KVQ^V3 ET FL/Q tE(Cl ,C2)] 

1 2 
sont finis, pour obtenir le résultat désiré • 

COROLLAIRE.- Si C et C sont compatibles, l'ensemble 
-1 -1 1 L 

[FR /Q(CJ)] ntFK /Q^C2^ pQSsède une densité analytique ô ( C 1 # C 2 ) et 

1 ^ -1 
ce l l e -c i est égale à |E(C ,C2) | . | G| ; en particulier si = L 

(c'est-à-dire H ^ ^ = (1)) on a 

ô ( c i ' c 2 ) * I C i l l ^ H 0 ! " 1 ' 

Démonstration : La première partie résulte du théorème d'Artin-

Tchébotarev. Pour la deuxième partie, on peut remarquer que l'homomor-

phisme Y de G dans le produit direct G/F^ x G/H2 défini par : 

Y : a » • ( •1(a)42(a)) 

admet pour noyau H1 n H2 et par suite ° ^ l ^ est inJectif si L =KiK2 " 
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3 . 4 . Etude d'un cas particulier : l'une des extensions est abélienne : 

On désigne encore par Q un corps de nombres quelconque. 

PROPOSITION I . 3 . 4 . - Soit K / Q (resp. K2/Q) une extension 

abélienne (re s p. galoi s ie nne ) de corps de nombres. Désignons par 

(resp. par G2) le groupe de Galois de l'extension K / Q (resp. K2/Q) , 

par yi^ un élément de G^ , par C2 une classe de conjugaison de G~2 , 

par G le groupe de Galois de l'extension K K / Q . S i {\i ) et C9 

I ^ 1 2 

sont compatibles, alors : 

(i) E((p ) /C?) se réduit à une seule classe de conjugaison ; 
1 Là 

(ii) [ F " 1 / ^ ^ ) ] (1 [ F ^ ^ C J ] admet une densité analytique égale 

à I S U G I " 1 . 

Démonstration : Comme (|d ) et C sont compatibles, il existe 
———————————— i £ 

une classe de conjugaison C de G telle que (JL ) = 1 (C ) et 
Q 1 1 0 

C0 = il/0(C ) . L'image par Y de C est l'ensemble des couples (JL , £ J , 
2 l G G 1 £ 

où p décrit C2 . Comme L = K ^ , l'application Y est injective, 

par suite E((|i1)/C2) = C^ et par conséquent 

l E ( ( ^ ) ' C 2 l = \%\ = ' S I ' 

Dans le corollaire suivant, on suppose que Q = Q le corps 

des rationnels. 

COROLLAIRE 1.- Soit K/Q une extension galoisienne mais non 

abélienne ; désignons par G son groupe de Galois, par C une classe  

de conjugaison de G , par G' le groupe des commutateurs de G ; 

alors 

(i) | C | s | G ' | ; 

(ii) Si | C | < | G ' | il n'existe aucun couple d'entiers (m,r) , 

m ;> 2 et (m,r) = 1 tel que Pm(r) c fK /Q(° ) > 
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(iii) Si au contraire, | C | = | G ' | il existe un entier m s 2 et des  

entiers ri , 1 s i ^ t(C ) , premiers avec m tels que 

i t(C) 

FK/Q(C) " ^ Pm(ri) « 

P ^ i ^ - ^ f Ê ^ - P P • Pour *e № remarquons que l'image par l'homomor-

phisme canonique de G dans G/G1 de la classe C est une classe 

de conjugaison C' du groupe G/G' qui est abélien, par suite | C ' | =1 

et | C | s | G ' | (Remarque 2, § 3 . 1 ) . 

Supposons à présent | C | < | G ' | pour démontrer le point (ii) il 

suffit de prouver que quel que soit le couple (m,r) avec m > 2 et 

(m,r) = 1 l'ensemble pm(r) H f ^ / Q ( C ) a une densité analytique stricte

ment inférieure à celle de Pm(r) / c 'est-à-dire à [cp(m)]"1 (où cp 

désigne la fonction d'Euler). Pour cela considérons un entier m ^ 3 (le cas 

m = 2 est trivial) et un entier r tel que (r,m) = 1 . L'extension 
(m) (m) 

(Ç> ; n K ) / C I ? est abélienne donc Q fl KcK' , où K' désigne le corps 

des invariants de G' dans K . Rappelons (voir §2) qu'on désigne par 

G le groupe de Galois de Q ^ A P / par le corps ( i / ^ . K , par 
(m) 

G le groupe de Galois de Kv ' / Q / Par Cm une racine primitive m-ième 
j* 

de l'unité, par X l'élément de G défini par X (C ) = C . Alors l 'en-
r m r bm bm 

semble Pm(r) n F"l (C) est en fait égal à [F"1, , (\r)] n [F^JC)] et 
m K/Q Qvmĵ /Q r K/q? 

par suite sa densité est égale à ô(C,m,r) = j O J | G J ; 

or | G | = [K(m):Q(m)].[Q(m):Q] 

| = [K:a?(m)nK].cp(m) 

^ | G' | .cp(m) ; 

0?{M) d?(m)nK donc ô(C,m,r) s | C | . ) G' | _1 [cp(m)]"1 

d'où le résultat. 

Pour (iii) : l'extension K'/Q est abélienne, par suite il existe 

un entier m s 2 tel que K' c d}m^ et par suite n K = K' . Mors 
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(m ) 1 
K K l'ensemble est la réunion 

disjointe des ensembles P (r)D FT///TN(C) , 
Q. m K/Q 

pour r parcourant un système de repré-
(m) (m) 

Q K'=QV ;HK sentants de G(m) . Eliminons ceux de 

ces ensembles qui sont finis. Considérons 

Q un entier r tel que P (r) n F ' ^ t C ) 
m K/Q 

soit infini. Comme P (r) = F"} x ( X ) , 
m (m) r 

Q /Q 
les deux classes (X ) et C sont compatibles (théorème I .3 .3 ) et par 
suite la densité de l'ensemble P (r)FL Fî7 J C ) est égale à 

m K/Q 
i C H G f 1 = | C | (G ' I"1 fcp(m)]"1 = M m ) ] " 1 

c'est-à-dire à la densité de P (r) . Or l'ensemble \F~) X (X )] n [F^1, (C)] 
M Q / Q R K/QV /J 

est d'une part contenu dans Pm(r) # d'autre part égal à une partie finie 

près à F""(m) (E((Xf) ,C) . Mais E((Xr)7C) est réduite à une seule classe 
K / Q 

de conjugaison CQ . Par suite, il résulte du corollaire 1 de la proposition 

I .3 .2 que P (r) n F ^ J C ) = p (r), c . q . f . d . • 
m K/Q m 

COROLLAIRE 2 . - Soit K/Q une extension galoisienne mais non 

abélienne ; désignons par G son groupe de Galois . Si_ C est une  

classe centrale ( | C | = 1 ) de G, alors ne contient aucun 

ensemble du type pm(r) / avec (m,r) = 1 (même à une partie finie  

près). 

En sens inverse : 

COROLLAIRE 3 . - Soit K/Q une extension galoisienne. S'il  

existe m ^ 2 et r premier avec m tels que Pm(r) c Spl(K) / 

l 'extension K/Q est en fait abélienne. 

Remarque 1 : Le corollaire 3 améliore une propriété bien connue 

( [Wy] , p . 576). 
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C h a p i t r e l l 

ENSEMBLE DES NOMBRES PREMIERS 
REPRESENTES PAR UNE FORME QUADRATIQUE BINAIRE 

§1 - Généralités sur les formes quadratiques binaires. 

1 .1 . Définitions. 

Toutes les formes quadratiques considérées sont à coefficients 

entiers relatifs. 

2 2 

DEFINITION A . - Une forme quadratique binaire g(x,y) = ax +bxy+cy 

est dite primitive si le plus grand commun diviseur de a,b et c est 

égal à 1 . 

DEFINITION B. - Deux formes quadratiques binaires primitives 

g i ( x l ' y l } = alXl + V i y l + V l et g2(x2'y2) = a2X2+b2X272 +°2y2 ' 
sont dites proprement équivalentes s'il existe un changement de variables : 

fx = rx2 + sy2 avec r , s , t ,u € Z , ru-st = 1 et 

l y l = tx2 + Uy2 ' g ^ r x ^ s y ^ t x ^ u y ^ = g 2 ( x r y 2 ) . 

2 2 
DEFINITION C - Si g(x ,y) = ax + b x y + c y est une forme qua-

2 

dratique binaire, irréductible sur Q , son discriminant A = b - 4ac 

s'écrit évidemment de manière unique sous la forme f .d , où f' Ç IN* 

et où d désigne un entier relatif sans facteur carré. Le corps quadra

tique K = Q(y/d) est dit corps quadratique associé à g ; l'ordre 0 

de K dont le discriminant est A est dit ordre associé à g . 

De manière plus explicite, désignons par uu l'élément \'d 

(resp. 2 ) si d s 2 ou 3 (mod 4) (resp. d = 1 (mod 4)) ; on sait 

que l'anneau des entiers de K est le Z-module O = Z © t o . Remar-

quons d'autre part que si b est impair, alors A = 1 (mod 4 ) , donc 

d = 1 (mod 4) ; et par suite si d = 2 ou 3 (mod 4 ) , alors b est pair, 

donc f = 2f , avec f ç IN* . Dès lors il est clair que 

f 
sj. d = 2 ou 3 (mod 4) , 0 est l'ordre de conducteur -r- donc 

f 
le Z-module Z e ^ U U Z ; 

si d = 1 (mod 4) , 0 est l'ordre de conducteur f donc le 

^-module Zef 'UUZ . 
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Désormais "forme quadratique" veut dire forme quadratique binaire, 

primitive, irréductible sur Q , et définie positive si son discriminant est 

négatif ; d'autre part, chaque fois que la spécification des variables est 

inutile, nous notons simplement g une telle forme quadratique. 

1.2. Correspondance entre formes quadratiques de discriminant A et  

idéaux propres de l'ordre O (rappels). 

Désignons par Q l'ensemble des formes quadratiques (resp. des 
A 

formes quadratiques définies positives) de discriminant A si A > 0 

(resp. si A < 0) et par y le quotient de QA par la relation d'équi

valence propre. (Si A est fixé, toutes les formes de ont même 

corps K et même ordre O assoc iés ) . Désignons d'autre part par f 

l'automorphisme de K différent de l'identité, et (si § et TI sont deux 

éléments de K) par D(§,r|) le nombre réel ?ï(r)) - T(S)T) (resp. 

7 [ S T ( T ) ) - ? ( § ) T I ] ) si A > 0 (resp. si A < 0 ) . 

Si a € 3 ^ , considérons une Z-base { a / 3 } de a et associons 

NK/ (ax+py) 
à { a , 3 l la forme quadratique g Q(x,y) = ^T¡~\ • Cette cor

ee, p J N H Q ; 

respondance a l'inconvénient d'associer à { a / 3 } qui est une Z-base de 

Q et à { f ( a ) / f (3 ) } qui est une Z-base de fa , la même forme quadra

tique, alors que Q et fa ne sont en général pas équivalents modulo . 

Pour distinguer Q et TQ , nous sommes amenés à "orienter" les 22-

bases, c 'est-à-dire à choisir un signe pour D(a./|3) ; nous avons alors la : 

P R O P O S I T I O N I I . 1 . 2 . - [B.S] Si Q Ç 3C , considérons une Z - b a s e 

{ a / 3 } de Q telle que D(c t /$ )>0 et associons à {ct ,3} la forme  

quadratique g ; alors l'application 
CI / p 

a / p 

induit une bijection entre le groupe 30//¡p+ et l'ensemble . 
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COROLLAIRE.- On peut munir "naturellement" y d'une structure  

de groupe. 

2 2 

Remarque : Etant donné la forme quadratique g(x,y) = ax +bxy+cy , 

il est utile dans la pratique de connaître un idéal Q entier de l'ordre O 

et une base de Q dont l'image par l'application de la proposition II . 1 . 2 

soit g . Pour cela on peut utiliser la technique suivante : 
2 

Désignons par \|i(t) le polynôme at + b t + c et par y ^e zéro 

dans CD de i(j(t) dont la partie imaginaire (resp. irrationnelle) est posi

tive si A < 0 (resp. si A > 0 ) ; je dis qu'on peut prendre pour Q le 

module a Z [ y ] : on sait en effet que l'ordre associé à Q est l'ordre 
2 1 

de discriminant A / c 'est-à-dire £> , et que N(o) = a = a ; si on 
a 

prend pour Q la base { a , - a y } / on vérifie sans peine que 

D(a,-ay) > 0 ; enfin 

NK/a)(ax-ayy) Q 2 - 2 2 

N(Q) = ~ \/o}x'yy^ = a(x-Yy)(x-T(y)y) = ax + b x y + c y ; 

d'où notre assertion. 

1 . 3 . Définition des ensembles Rep(g) . 

2 2 

DEFINITION.- Si g(x ,y) = ax + bxy + cy est une forme quadra

tique, nous désignons par Rep(g) l'ensemble des nombres premiers p 

tels qu'il existe x , y € Z avec g(x ,y) = p . 

Remarque : Il est clair que si deux formes ĝ^ et sont propre

ment équivalentes, les ensembles Rep(g^ et Rep(g2) coincident. 

2 2 

Exemple : Si g(x,y) = x +y , 

Rep(g) = [Splte(i)] U { 2 } = [P4(1)]U{2) . 
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Le but de ce chapitre est (rappelons-le) d'une part, de caractéri

ser l'ensemble Rep (g) (en utilisant les théories habituelles des ordres 

et du corps de classes global) ; d'autre part, de le comparer aux sous-

ensembles classiques de P (Spl^(K) et pm(r)) et (par exemple) de 

répondre à la question suivante : "à quelles conditions, Rep (g) est-il 

(ou n'est-il pas) réunion de "progressions arithmétiques" de nombres 

premiers ? " . 

§2 - Première caractérisation des ensembles Rep (g) . 

2 . 1 . Application de la théorie des ordres. 

Soit g une forme quadratique (voir § 1 , n ° l . l ) . Soit £(g) 

l'élément de S Q / ^ Q = correspondant (par la bijection de la propo

sition II.1.2) à la classe de g dans y 
A 

PROPOSITION I I . 2 . 1 . - Soit p€ P . Les deux assertions suivantes  

sont équivalentes : 

(i) p e Rep (g) ; 

(ii) il existe dans la classe S(g) 1 un idéal maximal p propre de 

O tel que N(p) = p . 

Pour une démonstration, voir [B.S] . 

2 . 2 . Application de la théorie du corps de classes global. 

Désignons par f le conducteur de Tordre 0 ; nous avons intro

duit (voir notations) une bijection canonique i entre 3 ^ et 3 ^ / on 

peut montrer (sans difficultés) que le groupe u = est 
f 

un groupe de congruence modulo f dans ^ . Désignons par L l 'exten-

sion abélienne de K associée à îi par la théorie du corps de classes 

global, par H le groupe de Galois de l'extension L/K , par S l 'en

semble des p€ P , qui divisent f , ou qui sont ramifiés dans l'extension 
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L/Q , par 33(g) l'image par la bijection i de la classe 3^FL E(g) et 
-1 

enfin par a(g) l'image dans H de 83 (g) par l'application d'Artin 
FL/K ' Nous avons al°rs une première caractérisation de l'ensemble Rep (g) : 

PROPOSITION I I . 2 . 2 . - Soit pÇ P\S ; les deux assertions suivantes  

sont équivalentes : 

(i) p€Rep(g) ; 

(ii) p€Spl(K) et il existe q^ïï^ tel que q [p et que FL//K(q) = • 

Cette proposition n'est qu'une traduction de la proposition II, 2 .1 . 

Rappelons qu'on désigne par h* l'ordre de . 

COROLLAIRE.- Soit [g. ; l £ i ^ h * } un système complet de repré-
1 O 

sentants des c lasses de y alors : 
A ~ ~ 

Spl(K) = U Rep (g.) . 
1 = 1 1 

Démonstration : Soit a € H ; désignons par R(a) l'ensemble des 

p € P\S tels que p € Spl(K) et qu'il existe q ç Kl̂  tel que q | p et 

F /ir(q) = a . Il est clair que Spl(K) = U R(a) . D'autre part, les 

+ f f + £ 0€H 
groupes 5 , C_ = 3^ / (P^) , 3 ^ / # et H étant isomorphes, chaque 
R(a) est un Rep (g.) , l £ i < ; h * • 

i *J 

§3 - Structure de G = Gal(L/Q) . 

Remarquons que le groupe ît est invariant par f : l 'extension 

L/CÇ est donc galoisienne ; désignons par G son groupe de Galois , 
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3 . 1 . Structure du groupe G . 

La proposition suivante est apparentée à la théorie des genres ; 

dans le cas complexe (d<0) , elle peut d'ailleurs aussi se démontrer 

par la théorie de la multiplication complexe. 

PROPOSITION I I . 3 . 1 . - Le groupe G est produit semi-direct d'un 

sous-groupe d'ordre 2 (engendré par un relèvement T de f ) par le 

sous-groupe distingué H ; de manière plus précise on a les relations : 

(a) T 2 = 1 ; 

(b) TQT"1 = a"1 , pour tout a 6 H . 

Démonstration : Soit Q Ç ^ , un idéal non ramifié dans l 'exten-
— — — K 

sion L/K ; alors l'idéal a.f(ct) est principal et engendré par un nombre 

rationnel ; ce nombre rationnel ayant dans l'extension K/Q une norme 

positive, l 'idéal Q . T ( Q ) appartient à îJ ; par suite F L ^ K ( Q . T ( Û ) ) = 1 . 

Soit a Ç H ; l'application d'Artin étant surjective, il existe a 

tel gue ^ L / J ^ 0 ) = cr ; la relation (b) résulte alors immédiatement des pro

priétés de l'application d'Artin. On peut remarguer gue le choix du relève-

T de f peut être fait de façon arbitraire car le sous-groupe H est 

abélien. 

Pour démontrer (a) , considérons un idéal !p 6 El̂  tel que 

G L / Q ^ ~ 7 ' ^ s i g n o n s Par p (resp. par p) l 'idéal (resp. le nombre 

premier) ^flK (resp. tel que p2Z = !pfl2£) . La classe de conjugaison 

F K / Q ^ eSt réduite à l'élément qK/Q(P) > d'autre part gK//Q(P) EST 

la restriction à K de GJLJ/QW = T ' Par suite Q K / Q ^ ̂  1 ET P 

est inerte dans l'extension K /Q ; il en résulte gue f(p/p) = 2 et par 
2 

suite aL//K(p) = T • D'autre Part/ P = / donc p € îi et 

F L ^ ( p ) = 1 ce gui démontre (a) • 

Remarque : Il résulte de cette proposition gue tout élément de G 

s'écrit de manière unique e.a , avec e = 1 ou T et a ç H . 
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3 . 2 . Etude de l'extension abélienne maximale de Q contenue dans L . 

Désignons par G' le groupe des commutateurs de G et par L' 

le corps des invariants dans L de G' , c 'est-à-dire l'extension abé

lienne maximale de Q contenue dans L . 

PROPOSITION II. 3 .2 . - Le groupe G' colïiclde avec le groupe H 

(le groupe des carrés). 

COROLLAIRE.- L'extension L/Q est abélienne si et seulement si  

le groupe H est d'exposant 2 . 

Démonstration de la proposition II_.3 .2 : G' est le sous-groupe 

de G engendré par l'ensemble des éléments de G de la forme 

Xĵ  1X21^i>L2 ' aVGC ^1 = Glal ' ^2 = e2Q2 ' Gl = 1 °U T ' G2 = 1 °U T ' 

al € H ' °2 € H " 

Si z = e2 = 1 , x l l x 2 l x i X 2 = 1 car H est abélien ; 

"I "I / - i x2 T T 2 

Si 0 ^ = 1 / e 2 = T / X 1 X 2 ^1^2 = °1 °2 TalTQ2 = 1 ^ 

"I "I "I "I / X2 T T 2 

Si e! = T ' e2 ' ^1 ^2 ^1^2 = Ql TG2 TalG2 = 2 € ' 
-1 -1 -1 -1 , -1 x2 TT2 

Si G 1 = T / G 2 = T / X 1 X 2 = a1 TQ2 T T C ^ T C ^ = o 2) € H 

2 2 

Réciproguement, tout élément a de H peut s'écrire sous la 

forme TQ \ a = T \ a / donc est un commutateur • 

§4 - Deuxième caractérisation des ensembles Rep(g) . 

Désignons par C , . , la classe de conjugaison dans G de 

a (g) / nous avons la caractérisation suivante : 
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4 . 1 . Caractérisation. 

PROPOSITION II .4 . 1 . - Si p $ P\S , les assertions suivantes sont  

équivalentes : 

(i) p € Rep (g) 

<"> W P > = Ca(g) • 

COROLLAIRE.- L'ensemble Rep (g) possède une densité analytique  

et ce l l e -c i est égale à : 

[LiQ]"1 _si [a(g)]2 = 1 

2 [ L : Q f 1 si ta(g)]2 / 1 . 

P-IfL^^lËyP11- de *a propositionjl^.^.l Remarquons que 

^o(g) = 'T0^r~^ 5 et 9ue ^a(g) se réduit au seu^ élément a(g) 

si et seulement si To (g) = o{g)r (ce qui ne dépend pas du relèvement r 

de f que l'on a choisit, car H est abélien). Soit pÇ Rep (g) ; alors 

p € S p l ( K ) et il existe q ^ D J ^ tel que q |p et FL / /KU) = cj(g) . Soit 

^€33^ tel que ; alors °L/K(?) = a(g) . Comme = a L / K ^ = a^g) 

puisque p 6 S p l ( K ) , on a bien fL//Q(P) =CA(G) • 

Réciproquement-, supposons que FT //7N(p) = C , x = {a (g), rc{g)r . 
L/Cp a (g) 

Soit f ç 3J(̂  tel que $ | p et aL//Q^) = ato) • Désignons par q l 'idéal 

T H K . Alors est la restricti°n de QL/Q^) = A ^ A K ' DONC 

aK//(p(q) = 1 (car a (g) € H) , et par suite p € S p l ( K ) ; comme f(q/p) = 1 , 

on a AL//Q(?) = A L / K ^ = °(G) ET DONC F L / K ^ = A ^ " 

Démonstration du corollaire : C'est une conséquence immédiate 

du théorème d'Artin-Tchebotarev qui montre que la densité est [L:Q] 1 

(resp. 2[L:0?r1) si o{g)r = ro(g) (resp. si o{g)r ï ro(g)) ; comme 

TO (g) = o(g)~^r nous obtenons bien le résultat désiré • 
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4.2. Exemples. 

2 2 
Exemple 1 : Considérons la forme g1 (x,y) = x +16y • Ici 

t. = -64 = (_l) S2 K = (l),j-1 = (l)(i) , f = 4 , 0 = ?L $ 4i?L ; d'autre 

part, l'équivalence de s idéaux au sens re streint col'ncide avec l' équi

valence simple. On détermine le degré de l'extension L/K 

- soit en calculant le nombre de classes de 0 par la formule 

* * -1 n K -1 .. hO = hK· f(0K:O) 1 (1-(p}p), ([Co]), ICI 

pl f 
hK = 1 , f = 4 , 

K 
(Oi:O*) = 2 , (2) = 0 car 2 est ramifié, par suite [L:K] = ho = 2 

- soit en déterminant des représentants des classes dans ~O/PO' 

en utilisant la méthode des idéaux réduits [B.S] : on trouve ici 

a 1 = 0 , idéal associé à la forme g1 ' et a 2 = 4?L$ (-2-4i)Z 

idéal associé à la forme g2(x,y) = 4x2 -4xy+5 y2 • 

Comme [L:K] est égal à 2 , il est certain que [a(g)]2 = 1 

pour tout g . Les densités analytiques de Rep(~} et de Re p(g2) sont 

égales à à . La somme de ces deux densités est 1/2 , c'est-à-dire à 

la densité de Spl(K} • 

L Désignons par 1 et cr les éléments de H (groupe de Galois 

H { 12 de L/K) 0 LOidéal associé à la forme x 2 + !6/ (nO! 020 Re-

K=<Q(i) marque) est 0; par suite cr(x2+16y2) = 1 (no2.2) et 

1 Rep(x2+16y2) ,; Spl(L) (proposition II.4.p. Remarquons que 

<0 p = x 2 + 16y2 entrafne p == 1 (mod S) et par suite 

Spl(L) ~ SpI [<Q(S)] d'où il résulte que <Q(S} cL (chap.I). Comme 

[L:<Q] = [<!fS):<Q] = 4 , nous avons en fait L = (l)(S) , et par conséquent 

Rep(x2+1 6y2} = SPl[(l)(S}] = PS(1} 

2 2 
Rep(4x -4xy+5 y} = Spl[<O(i)]\P S (1) = P S (5) 

On peut retrouver également ces résultats, en remarquant que si p E SpI [<O(i)] 
2 2 

alors p peut s'écrire sous la forme p = x + y , avec x == 1 (mod 4) 
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et y - 0 ou 2 (mod 4) 1 qu'alors y:: 0 (mod 4) entrafne p:: 1 (mod 8) 

et y - 2 (mod 4) entrafne p:: 5 (mod 8) ; et qu'enfin y _ 0 (mod 4) 

équivaut à p E Rep(x2 +16y2) 1 et y:: 2 (mod 4) équivaut à 

p E Rep(4x2-4xy+5y2) , 

2 2 
Exemple 2: Considérons la forme gl(x / y ) = x +32y ,Ici 

L = -128 = (_2)8 2 ; K = WV-2) ; f = 4 ; .0 = X €El 4J-=2X , Désignons 

par J.J l'élément ,)-2 (c'est-à-dire 1)2), Nous avons: 

h = 1 
K 1 f = 4 , (.0* :.0*) 

K 
= 1 (K) 

2 = 0 donc h = 4 
0 

, 

Les re pré sentant s des classes sont : 

°1 =.0 associé à la forme gl 
, 
1 

= 3X €El (1-4w)X " " 
2 2 

g2(x / y) = 3x +2xy+lly °2 

°3 
= 3X €El (-1-4w)X " " 

2 
g3 (x, y) = 3x -2xy+11 y 

°4 = 41G €El (-2-4w)X " " 
2 2 

g4 (x, y) = 4x -4xy+9y 

° 1 est principal dans l'ordre .0 ,donc o(gl) = 1 (et par suite 

[0 (gl)]2 = 1) ; il en résulte que Re p(gl);' Spl(L) a pour densité 

[L:<or1 = 1/8 , 

2 

° 4 = 2 [21G €El (1 +2w )X] 
2 

04 = 4b où b est l'idéal engendré par 

les éléments 4 1 2+4w et 1 +4w ; par suite b contient 1 et 4w 1 

donc b = () 2 2 
04 est principal, et [0(g4)] = 1 ; donc ô [Re p(g4)] = 1/8 , 

6 (Rep 

Comme Rep(g 2) = Re p(g3) et que 

2 
g2) = 1/4 ; par suite [0(g2)] "f 1 

4 
U Rep(g.) = Spl(K) on a 
. 1 1 1= 

ce qui signifie que le groupe 

H est cyclique d'ordre 4 et que l'extension L/<O n'est pas abélienne, 

Remarquons qu'il est facile de vérifier "à la main" que [0(g2)]2"f 1 
2 

°2 L'idéal 

lément 

est engendré par les éléments 
2 

2 +4w = 4, 9 - (3 -1 2w) - 31 - 8w E ° 2 

9 , 3-12w 

d'autre part 

et -31-8w 

3-12w et 

-31-8w sont combinaisons X-linéaires de 9 et 2+4w , d'où 

L , ' , e-
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2 2 
Q 2 = 9Z © ( 2 + 4 u u ) Z . Supposons Q 2 principal : alors il existe S G K 

o r S 
tel que at = § 0 , donc il existe alors une matrice ( ) ç m (22) avec 

^ t u n 

ru - st = ±1 et 

[2 + 4w = r§ + s§4ou 

l 9 = t§ +u§4uu ' 

d'où 
2+4uu = r+s4uu _ (r+s4u))(t-u4(u) , . 

9 " t+u4uu " 2 „ 2 ; U) 
t + 32u 

car T(uu) = -UU . L a relation (1) équivaut au système 

2 = rt + 32su , . 

9 " t2+32u2 ' } 

1 = 4(st-ru) . m 
9 2 00 2 

t +32u 

2 2 
par suite st - ru = +1 , t +32u = 9 et rt + 32su = 2 ; ce qui implique 

t = ±3 et u = 0 , (4) 

s t-ru = 1 , (5) 

rt + 32su = 2 ; (6) 

or (4) et (5) sont incompatibles. 

Remarque : Avec les méthodes du § 5 , on peut montrer que l 'ensem-
2 2 2 2 

ble Rep(x +32y ) (resp. Rep(3x +2xy+lly )) n'est pas (resp. est) réunion 

de "progressions arithmétiques" de nombres premiers. 

Exemple 3 : Lorsque f = 1 , O = Q , le groupe 3 _ / P _ co ihc i -

de avec le groupe des c lasses du corps K ; or il existe des tables donnant 

la structure de ce groupe (par exemple [So]) donc la structure de H , 

Exemple 3 . 1 . H ~ Z / 4 Z . 

Soit g , ( x , y ) = x2+14y2 . I c i K = QUÂTÏ) , f = 1 , © = 0 „ . 
1 K 

D'après la table, le groupe H est cyclique d'ordre 4 . Il en résulte 
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- que L/Q est non abélienne ; 

- que l 'on a 4 c lasses de formes avec les densités 1/8 , 1/4 , 

1/4 , 1/8 . 

On obtient facilement quatre formes représentantes, ce sont outre 
2 2 2 2 2 2 

g (x,y) = x +14y , g9(x,y) = 3x - 2 x y + 5y , gAx,y) = 3x + 2xy+5y 
2 ? 

et g4(x,y) = 2x +7y* . 

Exemple 3 . 2 . H Z / 2 Z x Z / 2 Z . 

Soit g1(x/y) = x2+21y2 . I c i K = Q l V 7 ^ ! ) / f = 1 , 0 = 0 ^ . 

D'après la table, le groupe H est d'ordre 4 , mais c 'est un groupe de 

Klein. Il en résulte 

- que L/Q est abélienne ; 

- que l'on a 4 classes de formes avec la densité 1/8 pour chacune. 

On obtient en fait comme formes représentantes outre g , 
2 2 2 2 2 2 

g2(x,y) = 3x +7y , g3(x,y) = 2x -2xy + l l y , g4(x,y) = 5x - 4 x y + 5y . 

§5 - Comparaison des ensembles Rep(g) et Pm(r) • 

5 . 1 . Comparaison lorsque l'extension L / Q est abélienne. 

PROPOSITION II .5 . 1 . Si l 'extension L / Q est abélienne, il existe  

un entier m ^ 2 , (ne dépendant que de L ) et des entiers r , 1 £ i <: t , 

premiers avec m tels que 

t 
Rep(g) = U Pm(ri) • 

i=l 
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Démonstration : Cette proposition n'est qu'un cas particulier du 

corollaire de la proposition I . 3 . 2 . 

5 . 2 . Comparaison lorsque l'extension L/Q est non abélienne. 

PROPOSITION II .5 .2 . - Si l 'extension L/Q est non abélienne les  

deux assertions suivantes sont équivalentes : 

(i) ta(g)]2 * 1 et | H21 = 2 ; 

(ii) il existe un entier m > 2 et des entiers r. , l ^ i ^ t ( g ) , premiers  

avec m tels que : 
t(g) 

Rep (g) = U Pm(ri) . 
i=l 

Démonstration : Si l'extension L/Q est non abélienne, le groupe 
o 

des commutateurs de G est d'ordre ^ 2 ; de plus on sait que 
2 

C , x contient 2 éléments si [a(g)] ^ 1 et un seul élément si 
tf(g) 

2 

lo{g)] = 1 . La proposition précédente n'est donc qu'un cas particulier 

du corollaire 1 de la proposition I . 3 . 4 . 

§6 - Exemples. 

6 . 1 . Exemple 1 : - Z / 4 Z . 

2 2 
Soit g(x ,y) = x +14y , Au § 4 , n°4.2 nous avons vu que 

K = Q(*/-14) , f = 1 , 0 = 0 ^ et que le groupe H était cyclique 
K 

d'ordre 4 , notons H = {1 ,o ,a2 ,a3} . On a 4 formes représentantes 

et 4 idéaux de 0 = 0 „ associés : 
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2 2 

Q1(x,y) = g (x ,y) = x +14y , Q = o ; 

g2(x,y) = 2x2+7y2 , o2 = 2 Z © ( V - Ï W ; 

g3(x,y) = 3 x 2 - 2 x y + 5y2 , Q3 = 3 Z 0 {-l-J^ïl)^ ; 

g4(x,y) = 3x2 + 2xy+5y2 , <x^ = 3 2 © (1-J~^L4)Z, = ria^) ; 

2 
Il est clair que o(g^) = 1 . D'autre part, Q 2 est engendré par 4 , 
2^-14 et -14 , donc par 2 et 2*/-14 ; donc Q 2 = 20 ; et par suite 

a(g2) est d'ordre 2 ; le seul élément d'ordre 2 de H étant a , on 
o 

a cKg2) = a . Par suite, le couple (a(g2)/Cj(g3)) est égal au couple 

(o,o^) gui n'est autre gue la classe de conjugaison de a . 

Nous désignons désormais par P (r ,r . . ,r ) l'ensemble 

t 
U Pm(r.) . . - m i i=l 

Déterminons Spl (DC/^ÎÏ) : P 6 Spl(aM*/-Î4")) éguivaut à f^~) = 1 , 
2 P 

d'où (-7T)é)(Z) = 1 , ce gui éguivaut à ( - l ) (p ~1) /8( f ) = 1 soit 
P P p / 

p = i l (mod 8) et p = 1, 2 ou 4 (mod 7) 

J ou 

p = ±3 (mod 8) et p == 3, 5 ou 6 (mod 7) 

par suite 

(1) SpKQU/^Û)) = P c c ( l , 3 , 5 ,9 ,13 ,15 ,19 , 23,25 ,27 ,39,45) . 

On sait gue : 

(2) Rep(g]L) U Rep(g2) U Rep(g3) = SpMQC/^ïï)) ; 

1 1 1 2 
que 6(Rep(g1)) = "g , ô(Rep(g )) = ~ , ô(Rep(g3)) = - , puisque [a(g )] =1 , 

[a(g2)32 = 1 , et fo(g3)]2 = a2 fi 1 . Ic i , H = { l , a , a 2 , a 3 } , H 2 = { l , a 2 } 

est d'ordre 2 , la classe de conjugaison de ^(g^) est [0,0 } , par 

suite Rep(g^) est "réunion d'ensembles pm(r) " / alors gue R e p ^ ) 

et Rep(g2) ne le sont pas (car les c lasses de o{g^) = 1 et de 

a(g2) = sont réduites à un élément) . 



VI - 32 

Pour déterminer les Pc,-(r.) dont ia réunion est Rep(g„) , on 
3 2 2 

peut opérer de la manière suivante : Si p 6 Repig^, alors p = x +14 y , 
d'où il résulte que (^) = 1 , donc p s i , 2 ou 4 (modulo 7) , et par 

suite Rep(g, ) c P_ Al, 9,15 , 23 ,25 ,39) ; de même si p € Rep(gJ , 
1 5 b ¿ 

2 2 2 
p = 2x +7y donc p s 2x (mod 7) d'où p h 1, 2 ou 4 (modulo 7) ; 

il en résulte que 

(3) Rep(gi) U Rep(g2) c P ^ U ,9,15 ,23,25 ,39) . 

TV t t , 2 7 + < 2 N K / Q [ 3 x - y ( 1 + ^ ) ] f 
D autre part 3x - 2 x y + 5 y = ttt—? et 

N(Q ) 
2 2 

/m(3x-y-yV-14) = (3x-y) +14y ; on sait d'autre part que N(q0) = 3 ; 
/Q? 2 2 2 

par suite si p 6 Rep(g^) on a 3p = (3x-y) +14y = (3x-y) (modulo 7) , 
donc 3p = 1, 2 ou 4 (modulo 7 ) . On vérifie facilement que cette condition 
n'est remplie par aucun p de P_ r (1 ,9 ,15 , 23 ,25 ,39) et par suite 

0 D 

(4) Rep(g3) c P56(3 ,5 ,13 ,19 , 27 ,45) . 

Il résulte de (1), (2), (3) et (4) que les inclusions (3) et (4) sont des  

égalités. 

6 . 2 , Exemple 2 : C* = Z / 2 Z x Z / 2 Z . 

Soit g(x,y) = g1(x/y) = x2+21y2 . I c i K = Ç(*Â2T) , f = 1 , 

O = O ; on a les représentants 
K 

2 2 
g (x,y) = x +21y qui est associée à O = 0 „ ; 

1 K. 

2 2 
g (x,y) = 3x + 7y qui est associée à a = 3Z © (-a/-21)Z ; 

z & 
2 2 

g (x,y) = 2x - 2 x y + l l y qui est associée à q = 2Z © ( - 1 - ^ - 2 1 ) 2 ; 
2 2 

g^(x,y) = 5x - 4 x y + 5y qui est associée à = 5Z © (-2-^-21 )Z . 

On a d'une part 
4 

(1) Spl (PU-21) = U Rep(g.) ; 
i=l 1 
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d'autre part 

(2) Spi $ ^ 2 1 ) = P g 4 ( l , 5 , 1 1 , 1 7 , 1 9 , 2 3 , 2 5 , 3 1 , 3 7 , 4 1 , 5 5 , 7 1 ) . 

2 

Par ailleurs, si p 6 Rep(g^) , alors p s x (mod 21) , donc p = 1 , 

4 ou 16 (mod 21) , par suite 

(3) Rep(gi) Pg4(l/ 25 /37) . 

2 2 2 
Si p G Rep(g2) , alors p = 3x +7y , donc p = 7y (mod 3) 

ou p = 1 (mod 3) ; d'autre part, p = 3x (mod 7) , ou p = 3 , 5 

ou 6 (mod 7) ; par suite 

(4) Rep(g2) c Pg4(19,31,55) . 

2 2 2 2 
Si p G Rep(g ) , alors p = 2x - 2 x y + l l y , donc 2p = (4x- l ) +21y , 

donc 2p s 1,4 ou 16 (mod 21) , par suite 

(5) Rep(g3) c PQ4(11, 23 ,71 ) . 

2 2 2 2 
Si p G Rep(g4) , alors p = 5x - 4 x y + 5 y , donc 5p = (5x-2y) +21y , 

donc 5p = l , 4 o u l 6 (mod 21) , par suite 

(6) Rep(g4) è P84(5,17,41) . 

Il résulte de (1) , (2) , (3) , (4) , (5) et (6) que les inclusions (3) , 

(4) , (5) et (6) sont des égalités. 
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