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Grenoble

BASE NORMALE POUR LES UNITES PRINCIPALES

par Bruno MARTEL

§ 0 - ENONCE DU PROBLEME.

. . . S
Soit K un corps p-adique contenant les racines p -émes de 1 ,
, . s+1 | s , . o ,
mais non les racines p -émes . K est dit régulier si s = 0 , irrégulier

sinon, et s s'appelle 1'exposant d'irrégularité de K .

Le groupe E des unités principales de K (celles qui ont pour
image 1 dans le corps résiduel) est un Zp—module multiplicatif. On sait, de-
puis Hensel, qu'il est produit direct du groupe cyclique des racines psuémes

de 1 et d'un Zp—module libre de rang N , le degré absolu de K .

On suppose désormais que K est une extension galoisienne finie
de k , de groupe de Galois G . Comme G opére Zp~linéairement sur E ,
E est un module sur l'algébre de groupe T = Zp[G] . Soit ( une racine
primitive ps—éme de 1 dans K . On dit qu'il existe une base normale pour
les unités principales de K/k si le I'-module E/ {C) est libre. Son rang

est alors égal & n , le degré absolu de k . Donc, n unités principales

(ei) 1<i<n forment une base normale de E vis-a-vis de k si toute unité
principale © s'écrit, de maniére unique :
a Doy, s
8 = o eil , a€Z/vZ , v, €T .
i=1

On montre facilement que si le groupe des unités principales de K
a une base normale vis-a-vis de k , il en a une vis-a-vis de toute exten-

sion intermédiaire K1 , et que, si l'extension Kl/k est galoisienne, le grou-

pe des unités principales de Kl aussi en a une vis-a-vis de k .
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§ 1 - LES PREMIERS RESULTATS.
Ils ont été obtenus par Krasner (x.]

(a) Si p ne divise pas le degré de l'extension, il existe une

base normale.

(b) Si K est régulier et l'extension modérément ramifiée, il

existe une base normale.

et Gilbarg [G.]

(c) Si K est régulier et s'il existe une base normale, l'éxten-

sion est modérément ramifiée.

Nous allons montrer qu'il existe toujours un sous-groupe d'indice

fini de E ayant une base normale, et donner une démonstration de a) et c).

LEMME 1. 1l existe un sous-groupe d'indice fini de E avant une base nor-

male.
Soit a un entier de K engendrant une k-base normale de K .
Soit  (B,) . . une - @ -base de k formée d'entiers. Les entiers
1" 1<i<n P
(O(Biq))oeG leien forment une CDp—base de K , et en divisant chaque Bia,

par le discriminant de cette base, on obtient une nouvelle base (o(ai)) telle
que le Zp—module L= g,EinG(ai) contienne les entiers de K . Considérons
l'application logarithme : E - LogE . En multipliant chaque ai par une puis-
sance convenable de p , on construit une CDp—base (o(bi)) telle que le Zp—
module M = EiZ o(bi) soit contenu dans le domaine de convergence de l'ex-
ponentielle, P?a’r construction M est d'indice fini dans L , et donc dans
LogE . On en déduit que le groupe multiplicatif exp M est d'indice fini dans
E. Or M est un I'-module libre de base (bi)lsisn , donc exp M est un
T -module libre de rang n

COROLLAIRE., Si p ne divise pas le degré de l'éxtension, il existe une

base normale.
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Montrons d'abord que Zp[G] est un ordre maximal de Zp dans

Gl .
CDp[ ]

Soit ¢ un ordre contenant Zp[G] et soit P la matrice de pas-
sage, & coefficients dans Zp , d'une base ()\i) 1<i<g de & & la base
(G)GGG de Zp[G] . On a, D désignant le discriminant vis-a-vis de la
trace : D(o; 0eG) = (det P)2 x DO, i<g) . Or D(s5; 0eQ) = g7 est une

unité de Zp puisque p ne divise pas g , l'ordre de G . On en déduit

que P est inversible et que &= Zp[G] .

A

L'anneau T = Zp[G] est donc & idéaux principaux [D. ch.VI] .
L. est T'-module libre de rang n , Log E en est un sous-module, On peut

donc trouver n générateurs (Log ei) l<in de Log E . Comme le novyau du

logarithme est formé des racines pS-&mes de 1 , on en déduit que toute uni-

té principale g s'écrit :
Doy
a ——

l i
i=1

5 =¢ 0, . a €2/p°2 , v, €T .

Et 1'écriture est unique, car les classes modulo () des unités

(69)

i’ceG , l<isn forment une base du Zp‘mOdU1e E/(CY .

LEMME 2. On suppose gqu'il existe une base normale pour les unités princi-

pales de K/k . Alors le groupe quotient Ek/NE est un groupe cyclique dont

l'ordre divise p' (r exposant d'irrégularité de k ).

Soit (ei) leien Une base normale et e, = NK/kGi = Nei .

n

oy,

. _.a i

Soit eeEk, e =( l\\ei

i=1

ga T | OYi
Soit ce G, e=¢%=¢ ]ei
i=1

Comme il y a unicité de 1l'écriture, vi =1,...,n et vo € G

a,
1

-

‘Y-
Y. . On en déduit que vy, =aT , ou T = 2 T , et que e.l = g,
i i i T€G i i

oy
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n

a a' b a.

Donc e = | [eil = Qk.N(H eil) , ou gk est une racine primitive
i=1 i

pr-éme de 1 dans k . Le Zp—module Ek/NE est monogéne, engendré

par la classe de Ck . Il est donc cyclique, d'ordre un diviseur de pr

COROLLAIRE. Si K est régulier, et si l'extension K/k est sauvagement

ramifiée, il n'existe pas de base normale.

Supposons qu'il existe une base normale. Comme K/k est sauvage-
ment ramifiée, il existe un sous-groupe d'ordre p du groupe d'inertie, et
donc une extension intermédiaire K1 telle que K/K1 soit totalement ramifiée
de degré p . Il existe une base normale pour les unités principales de K/K1

et, d'aprés le lemme 3, EK =N D'aprés le corps de classe local,

E
1 KKy
* : *

(K1 : NK/K K) =p . Or, comme l'extension K/K1 est totalement ramifiée de
1
#*

3
d 5 , ¢ N = : . i 3 iction.
egré p (K1 K/KlK ) (EKl NK/KIE) On arrive & une contradiction

En résumé, lorsque K est régulier, il existe une base normale pour
les unités principales de K/k si et seulement si K/k est modérément rami-
fiée, Lorsque K est irrégulier, le résultat précédent est en défaut. On peut
montrer simplement qu'il n'existe pas de base normale pour les unités principa-
les de l'extension non ramifiée CDZ(J?CS)/CDZ [G.]. D'autre part, Borevic (B. ]
donne un exemple d'extension cyclique de degré p totalement ramifiée pour
laquelle il existe une base normale. Dans un article ultérieur [B.S.], il ca-
ractérise les extensions K/k pour lesquelles il existe une base normale, lors-—

que K est irrégulier. C'est l'objet de la suite de l'exposé.

§ 2 - LE CAS MODEREMENT RAMIFIE,

On note r et s >1 les exposants d'irrégularité de k et K, ¢

. v iis S . . . (s ,
une racine primitive p -éme de 1 dans K , e l'indice de ramification

et f le degré résiduel de K/k .
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THEOREME 1. Soit K/k une extension galoisienne modérément ramifiée,

Si p#2 ousi p=2 et r>2, il existe une base normale pour les

unités principales de K/k si et seulement si p ne divise pas le degré

de l'extension K/k(¢)

Si p=2 et = 1 , une condition nécessaire et suffisante est que le

r =3
degré de K/k(¢) soit impair et que NK/k(g) = -1

Exemples :

1) Soit p # 2 , k l'extension non ramifiée de degré p de (Dp .

¢ une racine primitive p-éme de 1 , K= k(¢)

L'extension K/CDp(g) est non ramifiée de degré p . Les exposants
d'irrégularité de K et G)p(g) sont égaux & 1 . Le groupe des unités
principales de K n'a donc pas de base normale vis-a-vis de (Dp(g) ;
ni vis-a-vis de (Dp . Remarquons qu'il existe pourtant une base normale
pour les unités principales de k/(Dp (puisque k est régulier) et de K/k
(puisque l'extension est de degré p-1 ). On obtient ainsi un contre-exemple

a une éventuelle réciproque de la proposition citée a la fin du §0.

2) Soit k = (Dz(iﬁ,n/ﬁ) od i=.-1, K=k
L'extension K/k est non ramifiée. L'exposant d'irrégularité de k
est 1 , celui de K est 3 puisqu'il contient ¢ = —1—+i , racine primiti-
ve 8-2me de 1 , Comme NK/k(g) = -1 , il existe une base normale.
La condition est suffisante ( p impair).
(a) Rappels relatifs aux extensions galoisiennes modérément ramifiées

décomposées.

Soit F le corps d'inertie d'une extension galoisienne modérément
ramifiée K/k de degré ef . Soit g le cardinal du corps résiduel de k .
Soit G = Gal(K/k) et GO = Gal(K/F) . On sait que GO est un groupe
cyclique dont l'ordre e divise qf—l , qu'il est distingué dans G , et
que le groupe quotient G/GO est cyclique d'ordre f [S. ch.IV]. On
dit que l'extension K/k est décomposée si G est une extension décom-

posée de Go , c'est-a-dire si G est produit semi-direct de GO par un


http://ch.IV

IIT - 6

sous-groupe isomorphe & G/Go .

LEMME 3. Les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) K/k est décomposée.
(ii) Le Frobenius de F/k se prolonge en un automorphisme de X ,
d'ordre f .

(iii) Il existe une uniformisante 1 de K telle que ¢ soit une uni-

formisante de k .

(1) = (ii).
G est produit semi-direct de GO par H ., Soit L le corps

fixe par H . Comme Gal(K/L) = G./Go ~ Gal(F/k) , le résultat est acquis.

(i) = (i),
Soit g un prolongement du Frobénius de F/k en un automorphis-
me de K , d'ordre f . Soit L le corps fixe par (o) . L'extension L/k
est & la fois totalement et modérément ramifiée, de degré e . Il existe
donc une uniformisante 1 de L (et donc de K ) telle que ﬂe soit

une uniformisante de k [W-3-4-3].

(iii) = (i).

Soit 1 une uniformisante de K telle que rre soit une unifor-
misante de k . Soit £ wune racine primitive (qf—l)—éme de 1 contenue
dans K., Ona: F =%(g) et K =k(g,m . Soit L =k(n) et o le
Frobénius de l'extension non ramifiée K/L . Soit ¢ un générateur de Go .

Le groupe G est engendré par g et ¢ , et l'on a :

g’ = g n% =g

et = ¢ nt=mm ol m est une racine e-éme de 1
contenue dans F .

On en déduit que o 0_1 = Lq , et que G est produit semi-

direct de (1) par (o) .
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(b) On suppose l'extension K/k décomposée.

On peut supposer que p divise f , sinon le résultat est
acquis. Or, sous ces conditions, Iwasawa [I.] montre, en étudiant la
structure de ]EI/Ep comme le[G]-module, qu'il existe dans le T -mo-
dule E , un sous-module libre E' (de rang n ) tel que le quotient
E/E' soit cyclique d'ordre p!a . (Remarquer que le lemme 1 démontre
l'existence d'un sous-module libre tel que le quotient soit un p-groupe
fini). L'homomorphisme canonique de () dans E/E' est injectif, et

donc ¢ > s . Il suffit de montrer que £ = s pour obtenir le résultat.

Posons f =g.p, = og , o ¢ est un prolongement d'or-

dre f du Frobénius de F/k . Soit k' le corps fixe par le groupe

d'ordre p engendré par ¢ . Comme, par hypothése, p ne divise pas
le degré de K/k(¢) , il ne divise pas celui de K/k'(¢) . On en déduit
que K =k'(¢) et que ' #¢ (1). Choisissons dans E une unité n

dont la classe modulo E' engendre E/E' . Il existe un entier ¢ , dé-
fini modulo p’lZ , tel que n° = nc modE' . Pour toute unité principale

a8, 8% = ec modE' , et en particulier gG = gc (2) . De n = nc = T]C
mod E' , résulte cf = 1 mod pe Si l'on suppose ¢ >s > 1 , de

cgp = 1 mod pe résulte (car p est impair) cg = 1 mod pe—1 donc

c9 = 1 modpS . Mais, en vertu de (2), ¢t = ch = ¢ ce qui contredit (1).
(c) Il suffit désormais de montrér que toute extension modérément ra-

mifiée K/k (qui satisfait & la condition du théoréme 1) se plonge dans
une extension modérément ramifiée K'/k décomposée (qui satisfait a la

condition du théoréme 1).

On prend pour K' l'extension non ramifiée de k de degré e .
L'extension K'/k est galoisienne, modérément ramifiée. Comme K est
irrégulier et que p ne divise pas e , K et K' ont méme exposant

N

d'irrégularité. L'extension K'/k satisfait & la condition du théoréme 1.

Montrons que l'extension K'/k est décomposée. Soit  une
uniformisante de k . En adaptant le résultat de Weiss déja cité, on

-~

. , . e
met en évidence une uniformisante ©w de K telle que 7~ = wg , ol
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E est une racine (qf—l)—éme de 1 dans K . Comme qf = 1 mode

(qf—l)e divise qef—l . On en déduit qu'il existe B , racine (qef—l)—‘
de 1 dans K' telle que € = Be . On considére alors l'uniformisante
©' de K' définie par 7' = n8~1 . Elle vérifie m° = % % = w . Et

1'on utilise le lemme 3.

La condition est nécessaire ( p impair).

1
On suppose qu'il existe une base normale pour les unités principales de

K/k , donc de K/K1 . Soit (ei) L<iey K/Klel

Utilisons le résultat du lemme ci-dessous : pour une extension galoisienne

Soit K., = k(¢) , m le degré de K/K1 , v celui de Kl/CDp
une telle base, et soit € =N

modérément ramifiée, la norme est surjective sur les unités principales. Puis-

que ( est norme d'une unité principale, on a

g K/K aT—‘-e

< . iy z V2ot S -
D'aprés 1'unicité de 1'écriture, am = 1 modp , et p ne divi-

se pas m .

LEMME. Soit K/k une extension galoisienne modérément ramifiée.

Alors Ek = NK/k

Soit F le corps d'inertie de l'extension. Le résultat étant connu
pour l'extension non ramifiée F/k , il suffit de le montrer pour l'extension
K*)

K/F . D'aprés la théorie du corps de classe local, (F* : N = e ,

Soit 1 une uniformisante de K , ® sa norme dans F (clf'{;t une unifor-
misante de F , puisque K/F est totalement ramifiée), £ une racine pri-
mitive (qf—l)—éme de 1 dans F . En utilisant les décompositions :

K' = (Y x (EY xE , F¥= (uh x () x Ep . et le fait que e divise qf—l .

on obtient le résultat.
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§ 3 - LE_CAS GENERAL,

On note K1 le corps de ramification de l'extension K/k ,

s et s1 les exposants d'irrégularité de K et K (remarquer que

1
S
s » 1 , entralne 51 >1), Cl une racine primitive p l_eme de 1
dans K1 .
THEOREME Soit K/k une extension galoisienne finie.

2.
Si p#2 ousi p=2 et slzz

male pour les unités principales de K/k si et seulement si :

, 1l existe une base nor-

(i) L'extension Kl/k satisfait & la condition du théoréme 1 ;

(ii) s =8,
~m

(iii) K = Kl(}\p/ TTl) , ol m est un entier vérifiant 0 <m < S5 et

Ul une uniformisante de K1 telle gque Cl ne soit pas une
norme de 1'extension Kl(pA/ﬂl)/K1 (si m>1).

Si p=2 et s, = 1 , et si la condition (i) est satisfaite, il

(@) K=K ou

(b) K

Kl(JTl) et [K1 : CDZ] impair ou

(c) K = Kl(,/nl) , ol ™ est une uniformisante de K1 telle que

-1 ne soit pas une norme de l'extension K/K1 .

La condition est nécessaire ( p impair).

Supposons qu'il existe une base normale pour les unités principa-
les de K/k . Il en existe alors une pour les unités principales de K/K1 et

de Kl/k . En particulier la condition du théoréme 1 est vérifiée par l'exten-

(6.)

1’ i 1<i<v
K/Kl(ei) = Nei . D'aprés le lemme 2, le

sion Kl/k . Soit v le degré absolu de K une. base normale

pour E vis-a-vis de K1 ,
Zp—module El/NE est cyclique d'ordre pMm , avec m < s

e, = N

i

;- Comme K/K1
3

est une p-extension totalement ramifiée, les groupes quotients Kl/NK* et

El/NE sont isomorphes. D'aprés la théorie du corps de classe local, le
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groupe El/NE est isomorphe au quotient du groupe de Galois G1 de

l'extension par son groupe dérivée. Comme ce quotient est cyclique, et

que G1 est un p-groupe, G1 est cyclique [C.R. §6, ex. 1]. Comme

K1 contient les racines pm-émes de 1 , il existe ay € K1 tel que
m
- p 1z . L yi s
f = Kl(,,/ c,l) . Supposons m > 1 et considérons le corps 1nte£med1a1re
K = Kl(pﬁ/al) . Le groupe des normes des unités principales de K dans
K1 coincide avec le groupe NE.E? , puisque
(E1 : NE.EI;) = (El/NE : NE.E?/NE) =p. gl n'appartient pas & ce groupe,

puisque sa classe modulo NE engendre El/NE . € n'est donc pas une

norme de Kl(f?al)/Kl )

1

Soit n‘l une uniformisante de K1 et soit 0‘1 = n'le.ul , ol
u1 est une unité de K1 . Supposons que p divise £ , Alors, modulo
une puissance p-&éme, ay est une unité principale de Kl . Il existe
donc B, € K1 tel que (cf. dém. du lemme 2) :

o a 2 v cH Y Ta; :

a181=g1l|e g\\e , o T= 2 4

i=1 i=1 1€G,
Comme 0‘1 est une puissance p-éme dans K , q,lsli est une
puissance p-éme d'unité principale de K . On a donc :
b— Py,
a8y =™ T 1o, . ver.
171 i
i=1
En vertu de 1'unicité de 1'écriture, pour tout i =1,...,v ,

pYi = Tai et p divise a; . Mais alors K = Kl(pﬂ/ gl) , et la norme de
p,/gl dans l'extension K/K1 , Ql en l'occurrence, appartient au groupe
NE.E? , ce qui est absurde. On a donc montré que s = s1 et que p

est premier a ¢

Soient alors g et h deux entiers tels que gpm +he =1,

h
Définissons 1'uniformisante de K par m = ﬂlul . Elle vérifie

1 1
_ ,.h_,-he _ h_,gp™ . .
Ty = ﬂlalﬂl = alﬂl , et I'on a bien
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La condition est suffisante ( p impair).

Notons N = NK/K . Le groupe des normes des unités princi-~

1
pales de Kl(pA/TTl) dans K, est le sous~groupe d'indice p de E1
contenant NE . Comme ( n'appartient pas & ce sous-groupe, par hypo-

thése, la classe de (¢ modulo NE engendre le groupe El/NE .

Puisque l'extension Kl/k satisfait & la condition du théoréme 1,

il existe une base normale ¢ € pour les unités principales de Kl/k .

17
D'aprés ce qui précéde, on peut supposer que ej € NE , et 1'on définit

B, E ar . = Nag,
Jé p e} 9}

Prolongeons chaque k-automorphisme de K1 en un automorphis-
me de K (d'une maniére quelconque), et notons Gyre-+:0 ~CES prolonge-
o
ments, u étant le degré de Kl/k . Soit ¢ un générateur de G1 = Gal(K/Kl)

Les éléments du groupe de Galois G de K/k s'écrivent, de maniére unique,

sous la forme (oitk) l<izy , 0<k<p™ ° Notons T = TK/Kl = p:lg)ltk . Comme
G1 est distingué dans G , on a :
oi oiT P
vi <yt oT=To ;etdonc vj<n : T ej = N(ejl)
Considérons 1'homomorphisme canonique : El/EIID - E/'Ep . Il est
injectif. En effet, soit ¢ ¢ E1 tel que ¢ = ep , avec B € E . Supposons

que 8 ¢ E1 . Alors Kl(e) est l'extension de degré p de K1 contenue

dans K , c'est-a-dire Kl(pﬁ/nl) , ce qui est absurde. Les unités

0.
(g ,e. ) ) , sont donc T -linéairement indépendantes dans
j l<j<n , l<igy p
E/EP . On en déduit [B., lemme 3] que les unités
Uitk

(g,ej

) , , m sont F -linéairement indépendantes dans
1<j<n, 1<igy , O<k<p p

]E:/]E:p . Elles forment donc une IFp—base de E/Ep puisque dim]FpE/Ep =

N+1 = nupm +1 . On montre facilement que si des unités engendrent
E/Ep comme IFp—espace vectoriel, elles engendrent E comme Zpﬂmodule.
Il en résulte que les unités (ej) 1<j<n forment une base normale pour les
unités principales de K vis=-a-vis de k .
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