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EXTENSIONS NON RAMIFIEES NON RESOLUBLES 

d ' a p r è s K. UCHIDA 

Exposé de J . J . PAYAN le 5 février 19 72 
Rédigé par H . AMARA 

On va démontrer l e s t h é o r è m e s s u i v a n t s : 

Théorème I (Uchida 19 70 [ 3 ] ) . 

Soit n un en t i e r na tu re l supér ieur ou éga l à 3 . Il e x i s t e une inf ini té de 

corps K q u a d r a t i q u e s sur Q pour l e s q u e l s e x i s t e L a v e c L/K non ramif iée 

et Gai L/K ~ A . 
•— n 

Théorème II (Fröhlich 1962 [ l ] ) . 

Soit G un groupe fini de degré n , i l e x i s t e une inf ini té d ' e x t e n s i o n s de  

co rps de n o m b r e s , L/K a v e c L/K non ramif iée Gai L/K ^ G et [K:Q ] ^ 2 ( n - l ) ! 

Pour la démons t r a t ion de c e s deux t h é o r è m e s nous a l l o n s su ivre Uchida [3 ] 

et commencer par la 

P ropos i t i on I . 

k d é s i g n e un co rps de n o m b r e s , a et b deux e n t i e r s de k . On no te L 

le corps de rupture du polynôme f(X) = X n - aX + b et D le d i sc r iminan t de 

f(X) . Si ( n - l ) a et nb sont p remie r s en t re eux L /kCv/D) e s t non r ami f i ée . 

P^I^JL^IËt^IL • ^oit y u n i déa l premier de L , p o s o n s p = $ n k et 

G = Ga i L/k . G e s t un s o u s - g r o u p e de S { a ^ , . . . , a } où ( a ^ . - . a ) sont d e s 

r a c i n e s de f(X) . kCv/D) e s t le corps d e s i n v a r i a n t s du s o u s - g r o u p e H de G 

formé d e s p e r m u t a t i o n s p a i r e s . L ' é g a l i t é Xf'(X) - nf(X) = (n - l )aX - nb mont re , 

compte t enu de ( ( n - l ) a , nb) = 1 , que (n - l ) aX - nb e s t le P . G . C D . de f(X) 

et f'(X) mod p , il en r é s u l t e que la décompos i t i on de f(X) mod p s ' é c r i t : 

f(X) = g^g^X)..^*) a v e c l e s g,(X) 
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p remiers en t re eux d e u x à deux et l e s g.(X) i r r é d u c t i b l e s pour i £ 2 et 
2 1 

g^(X) = ( (n - l )aX-nb) qui se ra i r r éduc t ib le su ivan t que (n~l )a € p ou n o n . On 

én dédui t d ' a p r è s le lemme de H e n s e l une décompos i t i on de f(X) de la forme 

su ivan t e sur le co rps l o c a l kp 

f(X) = g ^ X ) . . 0 g r (X) a v e c g^X) = image de g,(X) module p . 

Remarquons que s ' ob t i en t en adjo ignant à kp l e s r a c i n e s de f(X) . Les 

po lynômes g^X) é tan t i r r éduc t i b l e s mod p e s t premier en t re eux d e u x à deux 

pour i ^ 2 l ' e x t e n s i o n L£ ob t enue par ad jonc t ion de l e u r s r a c i n e s à kp et 

non ramif iée sur kp . L ' e x t e n s i o n L^ par ad jonc t ion d e s r a c i n e s de g^(X) à 

kp e s t ramif iée ou non su ivan t que g^(X) a une r a c i n e double ou non mod p . 

D a n s t o u s l e s c a s L' et L" sont l i néa i r emen t d i s j o i n t s sur kp . Il e s t c l a i r 
P p 

que le groupe d ' i n e r t i e G de |3 d a n s Ga i L / k p s ' i den t i f i e à Gai L / L " 
i g P P P 

donc à Gai L^ /kp et au groupe formé de l ' i d e n t i t é et de la permuta t ion d e s 
r a c i n e s de g-(X) d a n s le c a s où L / k p e s t non r a m i f i é e . Il en r é s u l t e que 

1 p 
G fl H = {1} pour tou t p . 

P 

Remarque : Si k = Q , il e x i s t e tou jours un nombre premier qui se ramifie 

d a n s L „ donc Gal(L/Q) con t i en t tou jours une t r a n s p o s i t i o n . 

P renons ma in tenan t k = Q . 

P ropos i t ion I I . 

n un en t i e r fixé (n ^ 3) „ il e x i s t e d e u x e n t i e r s a , b t e l s que 

L/QCv/D) soi t une e x t e n s i o n q a l o i s i e n n e non ramif iée et Gal(L /QC \ /D) 

Démons t r a t i on : 

a) n premier : on prend d e u x e n t i e r s a , b t e l s que : ( ( n - l ) a , n b ) = 1 

et f(X) = X n » aX +b soi t i r r éduc t ib le sur Q . L /QCs /D) e s t non ramif iée 

d ' a p r è s la p ropos i t i on 1. G = Gal(L/Q) e s t un groupe de permuta t ion t r ans i t i f 

(f(X) é t an t i r r éduc t ib l e sur Q) il con t i en t une t r a n s p o s i t i o n donc G S 
n 

d ' a p r è s l e s 2 l emmes s u i v a n t s : 

Lemme 1. ( [ 5 ] t héo rème 8-3) 

Un groupe de permuta t ion t r ans i t i f de degré premier e s t primitif . 
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Lemme 2 . ( [ 5 ] t héo rème 13-3) 

Si un groupe de permuta t ion primitif con t i en t une t r a n s p o s i t i o n il e s t éga l 

à S . 
~~ n 

et a i n s i Gal(L /QCv /D) . 

b) n que l conque : soi t 2 un nombre premier congru à un (mod n-1) s i 

on c h o i s i t b = 0 (mod £) on aura la décompos i t i on : 

X n « aX + b = X ( X n ^ 1 « a ) (mod fi) 

p u i s q u e Z/8Z con t i en t l e s r a c i n e s ( n - l ) - i è m e de l ' u n i t é pour avoir X ~a 

i r r éduc t ib l e mod £ il suffit de cho i s i r a géné ra t eu r de (Z/GZ)* . C e s cho ix 

en t r a înen t que f(X) e s t r é d u c t i b l e sur Q , il se d é c o m p o s e en deux f ac t eu r s 

l 'un du premier degré et l ' a u t r e de degré n - 1 , au t rement dit f(X) admet t ra une 

r a c i n e sur Q . C e t t e r a c i n e e s t un d iv i s eu r de b . b é tan t fixé a i n s i que la 

c l a s s e mod € de a , on peut tou jours cho i s i r a a s s e z grand pour que f(X) 

n ' a d m e t t e p a s une r a c i n e sur Q , f(X) e s t a lo r s i r r é d u c t i b l e . La f ac to r i s a t i on 

sur Z/ÊZ montre q u ' i l e s t t r ans i t i f et con t i en t un c y c l e d 'ordre n - 1 (voir [ 3 ] 

c h a p . VII pour une jus t i f i ca t ion) et une t r a n s p o s i t i o n d 'où on en dédui t : G ~ S 
n 

g r âce au lemme su ivan t : 

Lemme 3 . ( [4 1 , c h a p . VII, 61) 

Tout groupe de permuta t ion t r ans i t i f gui con t i en t une t r a n s p o s i t i o n et un 

(n-1) c y c l e e s t S 
n 

Si de p l u s on c h o i s i t ( ( n - l ) a , n b ) = 1 on aura L /QCs /D) g a l o i s i e n n e non 

ramif iée et Gal(L /QCs /D) A 
n 

Théorème I . 

n ^ 3 , d é s i g n e comme d ' h a b i t u d e le groupe a l t e rné de degré n . Il 

e x i s t e une inf in i té de corps g u a d r a t i g u e s K = QCy/D) gui admet ten t une e x t e n s i o n 

L g a l o i s i e n n e non ramif iée et Gal(L /QG \ /D) — A 
n 

Démons t r a t i on : Nous ga rde rons t o u t e s l e s c o n d i t i o n s i m p o s é e s à a et b 

au cou r s de la démons t r a t i on de la p ropos i t i on II qui prouve l ' e x i s t e n c e de t e l s 

co rps q u a d r a t i q u e s . Soit p un nombre premier t e l : ( p , 6 n ( n - l ) ) = 1 s i on 

r é u s s i t à t rouver a , b t e l que : D = D(a ,b ) = pD ' a v e c (p /D ' ) = 1 , on aura 
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démontré l ' e x i s t e n c e d ' u n e inf ini té de co rps q u a d r a t i q u e s vér i f ian t l e s c o n d i t i o n s 

du théo rème 1. 
n ( n - l ) n n ( n - l ) n 

D = (-1) 2 T~T f ' (a . ) = ( - D 2 T T ( n a . - a ) 
i = l 1 i = l 

n ( n - l ) 
/ -x 2 , n u n - l . ^ n - 1 riv 

= (-1) (n b - (n -1 ) a ) 

c h o i s i s s o n s b = n - 1 (mod p) a v e c ( b , n - l ) = 1 . Pu i sque (p,n) = 1 , 

c h o i s i s s o n s a , suff isamment grand et a^ = n (mod p) tout en prenant le 

soin que a soi t géné ra t eu r de (Z/8Z)* et a inp i D ( a , b ) e s t d i v i s i b l e par p , 
2 

s ' i l e s t d i v i s i b l e par p on r emp lace a par a = a + nb£p et D(a ,b ) 
2 

se ra d i v i s i b l e par p et non par p 

E x e m p l e s . 

D a n s t o u s l e s e x e m p l e s du t a b l e a u su ivan t l e s f(X) sont i r r é d u c t i b l e s sur 

Q et engendren t d e s e x t e n s i o n s g a l o i s i e n n e s non rami f i ées a v e c d e s g roupes de 

G a l o i s i somorphes à A 
n 

n a b D 
5 1 1 2869 = 19 x 151 

5 -2 1 11317 = (premier) 

6 1 1 - 4 3 5 3 1 = »101 x 431 

6 1 - 1 49781 = 67 X 743 

7 1 1 -77688 7 = (premier) 

7 - 1 1 -870199 = - 1 1 x 239 x 331 

8 1 - 1 -17600759 = - 1 1 X 1600069 

9 1 1 370643273 = 7 X 11 x 13 X 43 X 79 X 109 

9 - 1 1 404197705 = 5 x 197 X 410353 

10 1 1 - 9 6 1 2 5 7 9 5 1 1 = -29 x 4127 X 80317 

10 1 - 1 10387420489 = 173 X 60042893 

On va faire l ' é t u d e d é t a i l l é e pour : n = 6 / a = l , b = l d a n s l e s a u t r e s c a s 
g 

ça se fait de la même maniè re : f(X) = X - X + 1 il e s t i r r éduc t ib l e mod 2 0 

donc sur Q . D ' a u t r e par t : 
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X 6 - X + l = (X-2)(X 5 +2X 4 +3X 3 +X 2 +2X+3) (mod 7) 

le dern ie r f ac teur e s t i r r éduc t ib l e mod 7 ; ca r t o u s l e s po lynômes de degré 1 
g 

ou 2 qui a p p a r a i s s e n t d a n s la décompos i t i on de X - X + 1 mod 7 en f ac t eu r s 
72 4 9 

i r r é d u c t i b l e s sont d e s d i v i s e u r s de X' - X = X - X et que le dernier n ' a que 
g 

X - 2 comme fac teur commun a v e c X - X + 1 par c e t t e décompos i t i on le g r o u 

pe de G a l o i s de f(X) sur Q va con ten i r un ( 6 - l ) c y c l e a v e c une t r a n s p o s i t i o n 
d é j à . C ' e s t Sr en e n t i e r . 

6 

Coro l l a i r e I I . 

Soit p un nombre premier congru à un mod 4 t e l que (p,D) = 1 s i 

L / Q C V / D ) e s t q a l o i s i e n n e non ramif iée à groupe de G a l o i s , L(Vp)/Q(VpD) 

e s t g a l o i s i e n n e non ramif iée et son groupe de G a l o i s e s t . 

P ^ U I ^ ^ I Ë ^ P I 1 : ° n n o t e k = QCv/D) , = LCv/p) , = kCy/p) = QCvAWp) 

L / k e s t non ramif iée donc L e s t non ramif iée sur k , d ' a u t r e par t 

L Lx=LCyp) 

\ / Q = V Q - A 0 ( ^ ) / 0 - A Q ( V P ) / Q
 k=QU*]

 — k 1 = Q ( V p , V B ) 

= p 2 r ) 2 a Q(VÏB) 
a v e c a éga l 1 ou une p u i s s a n c e de 2 . _ 

0 QCN/P) 

Les nombres p remie r s qui s e ramif ient d a n s k^ sont p , l e s d i v i s e u r s 

premiers de D et éven tue l l emen t 2 . L ' e x p r e s s i o n de A ^ , rzz. montre 
QWpD) /Q 

a lo r s que k^ /QCv / pD) e s t non ramif iée en d e h o r s de 2 . Si p = 1 (mod 4 ) 

Q ( V p ) / Q e s t non ramif iée en 2 . On a donc k /QCv /pD) non ramif iée et a i n s i 

L /QCs/pD) e s t g a l o i s i e n n e non ramif iée à groupe de G a l o i s S^ . 

Théorème I I . 

Soit G un groupe fini de degré n .On peu t t rouver une inf in i té de co rps  

de nombres k gui adme t t en t d e s e x t e n s i o n s g a l o i s i e n n e s non r ami f i ée s à g r o u 

pe de G a l o i s G et t e l s gue [K:Q ] < 2 ( n - l ) ! . 
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Demon^straUon : Soient L une e x t e n s i o n de Q t e l que L / Q C N / D ) e s t 

g a l o i s i e n n e non ramif iée à groupe de G a l o i s et p un nombre premier t e l 

que (p,D) = 1 et p = 1 (mod 4) on sa i t d ' a p r è s le coro l l a i re II que LG/p) 

e s t non ramif iée sur QCv/pD) et son groupe de G a l o i s e s t S . G é t an t i s o ~ 
n 

morphe à un s o u s - g r o u p e de S^ l ' e x t e n s i o n k de Q qui co r respond à ce 

s o u s - g r o u p e répond à la q u e s t i o n . L ' e x i s t e n c e d 'une inf in i té e s t une c o n s é q u e n c e 

immédia te du théo rème I . 

Théorème I I I . 

Il e x i s t e une inf in i té de co rps q u a d r a t i q u e s r é e l s t e l s que leur nombre de  

c l a s s e s e s t d i v i s i b l e par 3 . 

3 

Démons t r a t i on : On c o n s i d è r e l ' é q u a t i o n f(X) = X -aX+b = 0 , a et b 

d e u x e n t i e r s t e l s que (2a , 3b) = 1 et Gal (L/Q) — S^ . C e c i entrafrie que 

L / Q C / D ) e s t c y c l i q u e non ramif iée de degré 3 donc le nombre de c l a s s e s de 
~~ 3 2 

Q ( V D ) e s t d i v i s i b l e par 3 . D = 4a -2 7b e s t l e d i sc r iminan t de f(X) , d é 
montrons q u ' i l y a une inf ini té de Q C / D ) a v e c D > 0 . C h o i s i s s o n s b = 1 , 

3 
a ^ 2 et a = 1 (mod 3) , X -aX+1 e s t a l o r s i r r éduc t ib l e et s a t i s f a i t aux 

3 
c o n d i t i o n s a v e c D > 0 . L e groupe de G a l o i s de l ' é q u a t i o n X -aX+1 e s t S^ 
(car il e s t t r ans i t i f , de degré premier et con t i en t une t r a n s p o s i t i o n ) . Soit p 

un nombre premier d i s t i n c t de 2 et 3 . Une condi t ion n é c e s s a i r e pour que p 
3 

d i v i s e D = 4a - 2 7 e s t que 4 soi t r e s t e cub ique modulo p . Réc ip roquement , 
3 

s i 4 e s t r e s t e cub ique modulo un t e l p on peut t rouver a t e l que 4a - 2 7 

so i t d i v i s i b l e par p . En effe t , c h o i s i s s o n s p = 2 (mod 3) , a l o r s l ' é l é v a t i o n 

au cube e s t un au tomorphisme sur (Z/pZ)* et 4 e s t r e s t e cub ique modulo p ; 
3 

on peut t rouver a^ > 2 t e l que p d i v i s e 4a^ - 2 7 . Comme l ' é q u a t i o n 
a +rp = 1 (3) a d e s s o l u t i o n s a v e c r € Z on peut suppose r a 1 = 1 (3) . 

3 2 
Si 4a - 27 e s t d i v i s i b l e par p , on r e m p l a c e a par a +3p on a a i n s i 

3 2 
un D = 4a - 2 7 d i v i s i b l e par p et non par p a i n s i p e s t ramifié d a n s 

Q C / Q / Q . Il e s t c l a i r qu ' on peut t rouver une inf in i té de c e s p . (voir pour d e s 

e x e m p l e s de corps q u a d r a t i q u e s r é e l s à nombre de c l a s s e s d i v i s i b l e par 3 [ 2 ] ) . 

Exemple : 
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p a b D h 

5 7 1 5 x 269 6 

22 1 5 x 8513 6 

37 1 5 X 40517 

17 46 1 17 x 22901 

97 1 17 X 214735 

23 70 1 23 X 59651 

Remarque : On t rouvera une au t re démons t r a t ion du théorème III d a n s un a r t i c l e 

de Taira Honda "On r e a l q u a d r a t i c f i e lds w h o s e c l a s s numbers are mul t ip le of 3 " 

(J. de C r e l l e 233 (1968) p . 101 et 102) . 
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