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POINTS RATIONNELS DE LA CUBIQUE y =x -Ax-B
DANS LES CORPS P-ADIQUES

par

Didier NORDON

Cet exposé est une reproduction a peine modifiée d'une partie d'un
article de Mle Elisabeth Lutz [sur 1'équation yZ: x3 -Ax -B dans les corps
f-adiques, J. Reine angew. Math., 1937, n° 177

Soit k un corps. A toute courbe algébrique définie sur k (c'est-a-
dire dont 1'équation est a coefficients dans k ) on associe un entier positif,
son genre. On appelle courbe elliptique définie sur k une courbe projective,
sans point multiple, de genre 1, définie sur k et ayant au moins un point
a4 coordonnées dans k. On montre qu'une telle courbe est isomorphe (en un
sens qu'on peut préciser) a une cubique sans point multiple admettant le point
a l'infini sur Oy comme point d'inflexion, la droite de 1'infini étant tangente
d'inflexion. Si la caractéristique de k est différente de 2 etde 3, en
changeant de coordonnées on peut donner a une telle cubique une équation de
la forme

yZ:x3—Ax—B , A,BE€k , A=4A3-27BZ;£0.

On appelle point rationnel d'une courbe définie sur k tout point de
la courbe dont les coordonnées sont dans k , ou bien le point a 1'infini de la

courbe.
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On sait (nous le verrons plus loin) que l'ensemble des points ration-
3
nels d'une cubique de genre 1, yz =x -Ax-B, A,B€k , A#0 peut

€tre muni d'une structure de groupe abélien, qu'on notera G .

OBJET DE L'EXPOSE

Il s'agit d'étudier le groupe des points rationnels d'une telle cubique
et plus spécialement d'en rechercher les points d'ordre fini dans le cas ou

le corps k estun corps § -adique, kP

Un corps §-adique est une extension d'un corps p-adique usuel
(p €EZ, p premier). Si [kP kp] =d, ona d=ef ou e estl'indice de
ramification de p dans kp et ou N(®) = p . On désignera par T une uni-
formisante : £ = (IT) et par @ la valuation P -adique dans kP déterminée par
exemple par la condition ®(T) = w< 1. Le corps résiduel d'un tel corps est

fini.

LE GROUPE G DES POINTS RATIONNELS

3
Soit la cubique de genre 1, yz =x -Ax-B , A et B entiers de

kP’ A#0. A deux points rationnels Po(xo,yo) et P_(x ,yl) on fait cor-

171
respondre le point PZ(XZ’ yz) symétrique par rapport 2 Ox du troisieme

point d'intersection de la droite POP avec la cubique et on écrit

1
P2 = Po+ P1 . On trouve facilement les coordonnées de PZ en fonction de
celles de Po et P1 ; en particulier
Yi7Y,.2
*2 7 Exl—x ) - (X1+Xo)
Si P1 et Po sont confondus, on prend au lieu de la droite Po P1
la tangente en Po a la cubique et on écrit ZPO = P2 avec
3X2— A 2
X, = (—2—) - 2x .
2 Zyo o

Le point —PO est le point de coordonnées (xo, —yo) et le point a
I'infini de la courbe étant considéré comme point rationnel est 1'unité du

groupe G .
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L'ENTIER n(P)

LEMME 1. Tout point rationnel P sur la courbe a des coordonnées de la

n

forme (T -2

-3
, M T n) ﬁ neEN, g et n sont des entieré de kP’ Eremiers

a P si n>0.

Démonstration. Soit P (x,y) un point rationnel. Si x est un entier P-adi-

que, y l'estaussi. Si ®(x)>1

o(x>) = [p(x)]° > P(Ax) et ®(x)>B(B),

2 3 3
donc P(y)=9x -Ax-B) =9(x") ;
en ce point, nous avons donc
26) = w L ey =W L a0,

de sorte que les coordonnées (x,y) sont bien de la forme

-2n -3n
x=&T , y=nm

avec & et n entiers premiers a P; & et mn satisfont 1'équation

‘\’]2 =§3—A§ﬂ4n ) Bﬂ_én
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A tout point P correspond ainsi un entier n=0 qu'on désignera

par n(P); si P estle point & l'infini, on pose n(P) = =.

POINTS TELS QUE n(P)z m

Soit m un entier > 0 quelconque. Alors :

THEOREME 1. Les points P pour lesquels n(P)2m forment un sous-

d , d'indice fini d G.
groupe Gm de G indice fini dans

Démontrons d'abord le lemme 2

LEMME 2. Soient deux points rationnels PO et P1 , et P2 = P0+ P1 .
Alors n(PZ) > min[n(Po) , n(Pl)].

Démonstration. Distinguons deux cas

ler cas - n(P.)> n(PO) , donc n(Pl) > 0. Ecrivons la formule d'addition

sous la forme

2 2
- + - -
X %X, tx X A(xo Xl) 2B Zyo v,

« =2 o 1
2 2 ’
(x_- x))
d'ou CP(XIZX)
(o]
?(x,) = ——5— = 9(x_)
(0]
Px,)

et par suite
n(PO+ Pl) = min [n(PO) , n(Pl)J si n(PO) # n(Pl) .
Nous aurions de méme
n(PO— Pl) = mln[n(Po), n(Pl):l si n(Po) # n(Pl) .
2\ _ — . , . - _ . N
2éme cas n(Pl) n(Po) ; écrivons Po PZ P1 ; si n(PZ);tfn(Pl) , on a
n(PO) = min[n(P
2
donc n(PZ) n(PO) .

) n@)]

On a donc dans tous les cas

n(PZ) = min [n(Po) , n(Pl):l .

De ce lemme résulte évidemment la premiere partie du théoréme 1 :

Gm est un sous-groupe de G .
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Pour en démontrer la seconde partie, nous devons examiner a quelles

conditions deux points PO , P. de G doivent satisfaire pour que P1 - PO

1
soit dans Gm , c'est-a-dire pour que n(P1 —Po) 2 m ; nous pouvons supposer

que ni P ni P. ne sontdans G__ ; alors, on doit avoir, tout d'abord,
° 1 “32n -3n -2n -3n
n(Po) = n(Pl) =n<m . Soient (5;0 i , 'r]OTr ) et (§1TT , anT ) les

coordonnées de P et P._ ,

o 1
2 3 4n on
= - i - )
1']o o A go B ’
T]12=§13-A§1ﬂ4n-13ﬂ6n.

11 est clair, d'apres la formule d'addition, que la condition nécessaire et

suffisante pour que n(P1 —PO) 2m , si n(PO) = n(PI) <m est

X - X
_+_o_ = 0 (mod Pm)
y1 Yo

c'est-a-dire
g -8 )
L0 20 (moaf™Ty .
nl_ no

Or on a
§1— go T]1_ no

n,+ N T2 2 4n
1 o §O+§o§1+§l AT

Une condition nécessaire pour que n(P1 - PO) 2m est donc

m-n

5§, =8, » M =N, (mod P ).

o 1

Cela est meéme suffisant si n>0 car alors

= P i
ntn =2n, #0 (modfP) si p#2,

et 2 2 4n 2 .
§O+€O§1+§1-Aﬂ =3§o#0 (mod ) si p#3.
G -
On en déduit que (I; est un groupe fini si m >1, donc que Gm

estd'indice fini dans G1 . m

R G . . .
I1 reste a montrer que G est fini. Cela est une conséquence im-
1

médiate du lemme suivant :
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3 2
LEMME 3. Soit PR la plus haute puissance de P qui divise 2(4A -27B ).

Soient PO et P1 tels que n(Po) = n(Pl) =0 ; alors

r >R

r+m

§1 go (mod P ) = n(P

m

- >
lPo) m .

r+m

n, (mod P )

m

i1

Démonstration. Supposons en effet

n(P1 - Po) <m
g =& (mod P

r+
m o=, (mod F m)

On a, d'apreés ce qui préceéde
P

2 2 T
= + - = .
nt g 0 et §o+ gogl gl A =0 (mod P)
On en déduit

2m =0 et 3502—A

Mais on a l'identité

0 (mod F7) .

4A3—27B2 = (x3-Ax—B). P(x) + (3x2—A). Q(x)

ol P(x) = -18Ax+27B et Q(x)-= ()sz—‘)Bx—4A2
sont des polyndmes a coefficients entiers ; en y faisant x = go , on voit donc
que

2(4A%-278%) 2 0 (mod P) .

3 2
Comme on a supposé 4A” -27B" # 0, cette derni®re congruence

entraine bien r €< R .

Ceci acheve la démontration du théoreme 1.

PARAMETRE DE LA COURBE

Nous utilisons le paramétrage suivant

1 _ ()
2 » Y7 3
t t

X =

ou e(t) est défini par

L (o]
e(t) = (1—At4—Bt6)§ =1+ Z v tZ\)



6-07

B . . .
avec Y, = -5 . Yy = -0, etc . Il est clair que si t=0 (mod Pm) et si
la série e(t) est convergente, les formules ci-dessus définissent un point P
de la courbe, et que ce point appartient a Gm .
Or on sait que dans la série

1
) ] 1 1 2 1 3
(l+u)—l+2u—8u HET R

les dénominateurs des coefficients ne contiennent pas d'autre facteur premier
P . . Vo 2v .
que 2 , et que le dénominateur du coefficient de u divise 2 . Il en résulte

que
si p#£2, la série £(t) converge de&s que t=

si p=2, la série ¢(t) converge dés que t=

M étant le plus petit entier plus grand que % ; posons | =1 pour p# 2 de
sorte que, dans tous les cas, les formules ci-dessus définissent pour t= 0

(mod P“) , un point de Gu

R éciproquement, tout point P de GLJ. correspond ainsi a une valeur

de t, définie par les formules

ol

e=(1-2 2143 va'\)

x x 2
la série étant convergente pourvu que P appartienne a2 G

K

Ce parametre met en évidence le nombre n(P) défini plus haut ; en

effet, n(P) est l'exposant de l'uniformisante T dans la décomposition de t
®(t) = n(P) . o)

(% , rappelons-le, est la valuation P -adique).

Notation - Dans toute la suite, nous désignons par «a le plus petit entier

plus grand que % dans le cas p # 2, et nous posons a=e dans le cas p=2.

STRUCTURE DE GOL

Soient Po et P, deux points de GH’ de parametres respectifs to

1

: =eft), e
et t, ; posons e et )

P. =P +PF en fonction de t et t
2 o} 1 o

= s(tl) et calculons le parametre t, du point

2
1
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FPosons 2y -3 2v-3
o tl - to
6 = by Y P—
v=2 Vv 1
Alors ®
3 3 3 3 3.3 2V -3 2v -3
- _ - t- I -t
y1 Yo B E:1 to E:otl _ to 1:l +to 1 v=2 Y\)(tl to )
- 2 2. 2 2
xpox, ot (E -t to bty - )
t2+t t +t2 t3 ‘c3
o o 1 1 o 1 ®
t +t
to tl( o} 1)
La formule d'addition pour x s'écrit alors
i 1 2 2 4 4 2
%, = = [1-2t0t1(t0 Ft ot t tl)e+to t, 8 1.

2
t 2 CCOH:I)

L'ambiguité de signe pour t, se léve en considérant Vo d'ou

2

t2

t 4+t
o

wi-

2 2 4 4 2.-
1_ [1—2t0t1(t0+totl+tl)e+to t, © ]

le second membre représentant le développement en série qui lui correspond
au moyen de la formule du bindme, pourvu que ce développement soit conver -

gent ; il en est évidemment ainsi pour p # 2 car alors § est entier.

PROPOSITION. GOL est un module sur l'anneau des entiers p-adiques.

Démontration. Nous allons démontrer la proposition dans le cas p £2.

Supposons n(PO) < n(Pl) ; alors

t
2

= =1 (mod P3n(Po)+n(P1)) '

1
Si PO et P1 appartiennent tous deux a Gm , on a donc, a fortiori,

t,=t +t (mod P5m)

2 1

et en particulier par récurrence sur %
A

tR P ) =L t(P ) (mod PSm)

d'oli, pour 4 =p et en posant n(PO) =n
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t (p P
pt (PO)

et par récurrence sur Vv

e

=1 (mod P4n_ )

A\
tlp" P )
—\)—0 =1 (mod P4n—e)
P t(Po)
donc, enfin, en combinant les résultats ci-dessus
P
t (4 0)

4n-e
) t(PO) =1 (mod P )

. . . . .V .
quel que soit 4 . En particulier, s8i 4n> e et si p estla plus haute puis-

sance de p contenue dans 4

n(t Po) = n(PO) +ve.

De ce qui précede résulte que si Po appartient a GOL , et si la suite
d'entiers ordinaires Li converge p-adiquement vers un entier p-adique L,
les nombres 1:(4&i Po) convergent p-adiquement vers une certaine valeur de
t : le point de la courbe qui correspond a celle-ci est désigné par LP et on

voit ainsi que Ga est un module sur l'anneau des entiers p-adiques.

Dans le cas ou p = 2, on a des résultats un peu moins précis. Suppo-

sons que P et P. appartiennent a Gm avec m= e ; alors t2 —:—t0+ t1

1
(mod PSm—Ze) .
D'ou successivement

t (2 PO) =4 t(Po) (mod PSm-Ze)
t(2P )

ol _ 4n(P,)-3e
—-—-———Zt(po) =1 (mod P )
tit Po) _1 (mod P4n(PO)—3e)
L t(PO) -

et si 2° estla plus grande puissance de 2 qui divise 4

= 2 .
n(t Po) n(Po) +ve pour n(Po) e

D'ou, dans ce cas aussi, la proposition.



STRUCTURE DE GB

Désignons par B un entier 2 o . On a alors le théoreme suivant :

THEOREME 2. GB est isomorphe au groupe additif des entiers ¥ -adiques.

Démonstration. Il suffit de montrer que GB posseéde une base de d=ef

éléments sur l'anneau des entiers p-adiques.

) @) PP

Soit donc t une base de ol (p: 0,1,...,e-1), ona
ti(p)EO (modPBp) i=1,...,9). ®

Soient ng) les points correspondant 2 ces ef valeurs de t; soit
ti(p+\)e) la valeur du parametre t qui correspond au point Pi(p+\) e) = p\) ng).
Soit PO un point quelconque de G_, et to son parametre ; il existe des

(o)

entiers ni , bien déterminés mod. p, tels que

+1
t = z ni(o) tgo) (mod pB )
i
. L a0 L) : 2
le point P1 = PO- z n, P. appartient a GB 1 soit t1 le parametre
i=1
de P ; 11 existe des entiers n( ) , bien déterminés modulo p tels que

1:1 E); ni(l) ti( ) (mod PB+2) ;

en continuant ainsi, on voit que le point

n-1
P =P -% ¥ ni(\))P(V)

n o =0 i i
appartient a GB+n ; d'lcn‘lf
e - ©
PO =2 (Z n,(erVe) p\)) Pi(p)
p=01i=1 v=0

(p)‘

expression unique de Po en fonction des ef points P,
i

COROLLAIRE. Un point P de GB ne peut etre d'ordre fini dans G ; en

particulier, si e =1, un point d'ordre fini dans G est 3 coordonnées en~

tieres.



CAS DE O

Etudions les points a coordonnées dans @ de la cubique y2= x3—Ax -B
(A,B€ Z). 1ls forment un groupe qui est contenu dans le groupe des solutions
p-adiques de la méme équation, et cela pour tout p. Un point & coordonnées
rationnelles ne peut €tre d'ordre fini que si x et y sont entiers dans tout
corps p-adique, c'est-a-dire s'ils appartiennent 3 Z . La détermination ef-

fective de ces points est fournie par le théoreme suivant.

THEOREME 3. Soit yz = x3— Ax-B une cubique de genre 1, A, B&E Z .

Tout point P(x,y) 2 coordonnées rationnelles d'ordre fini dans le groupe

des points rationnels sur la cubique est & coordonnées entigres et tel que y

soit égal 3 0 ou a un diviseur de 4A3— 27 B2 .

Démonstration. Le début a déja été vu. Voyons le second point. Si P est

d'ordre fini, il en est de méme de 2P, qui doit donc étre aussi & coordonnées
entieres, s'il n'est 2 1'infini ; ce dernier cas se présente si y =0 ; s'il n'en
est pas ainsi il est 2 coordonnées entieres si et seulement si

3x2—A = 0 (mod2y).

Or
(3x2—A)2 (3x2-4A) = —4A3+27 B2 (mod x3— Ax-B)

et par conséquent, dans le cas présent
-4a31278% = o (mod yz)

ce qu'il fallait démontrer.

Exemple : points rationnels d'ordre fini sur la cubique yz = x3+ 1.
Dans ce cas, A = 27 et les seuls points rationnels d'ordre fini ont
une ordonnée égalea 0, + 1, +3 . D'ou le groupe des points d'ordre fini,

qui a 6 éléments. Le point A est d'ordre 6.
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