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Premier Juin 1971 

Séminaire de Théorie des Nombres 
Année 1970-1971 - exposé n° 29 

SUR LES SUITES EUTAXIQUES 

par 

Bernard de MATHAN 

INTRODUCTION 

La notion de suite eutaxique peut se définir dans un groupe abélien 

G , muni d'une distance invariante par translation, compact. (On pourrait 

d'ailleurs avoir une plus grande généralité, mais les choses seraient moins 

claires, et cela semble présenter peu d'intérêt). On désigne par ||. || la 

"norme" de G , en sorte que la distance de deux éléments x , y de G est 

| |x-y| | . Le groupe G est muni de sa mesure de Haar normalisée, [l. 

Soit ( u ) ^ une suite d'éléments de G . Nous nous intéressons n n€ IN 

aux approximations des éléments de G par des termes de cette suite. Soit 

pour chaque n , un disque de c e n t r e . Désignons, pour xÇG et N 

entier positif, par v(xjN) le nombre d'entiers n tels que 0<n^N et que 

x Ç B . Soit B la fonction caractéristique du disque B . On a : n "n n 
N 

v(x;N) = S B (x) 
n=l n 

d ° n C rv(x;N)dx, g U ( B ) . ? 

J n=l n 
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Il est facile de voir que si la série S | j ( B ) est convergente, alors 
n n 

pour presque tout xÇ X , il n'existe qu!un nombre fini d'entiers n tels que 
x Ç B . En effet, l'ensemble des x pour lesquels il existe une infinité de n 

n 
tels que x€ B , c'est-à-dire 0 ( U B ) , est négligeable, car 

n N>0 n^N n 

| i ( U B ) - £ S |i ( B ) donc lim u ( U B ) = 0 puisque la série S u ( B ) est 
n:>N n n^N n N-»oo n^N n n 

convergente. 

On est ainsi conduit à la définition suivante. 

DEFINITION 1. La suite ( u ) est dite eutaxique (respectivement forte 
ment eutaxique) si les conditions que la suite ( u ( B ) ) soit décroissante, et 

, — n -

la série E U(^ n ) divergente, impliquent que pour presque tout x Ç G , il 

existe une infinité de n tels que xÇ (respectivement, que l'on ait pour 

presque tout x , v ( x ; N ) ^ S | j ( B ) ) . 
n=l n 

Naturellement, toute suite eutaxique est dense, toute suite forte

ment eutaxique est équirépartie. 

Il faut supposer dans cette définition, la suite (|a(B^)) décroissante, 

car sinon on peut toujours construire une suite de disques ( B ) telle que la 

série 2 | i (B n ) soit divergente, et que l'ensemble xÇ G pour lesquels il 

existe une infinité de n tels que x Ç , ne soit pas de mesure pleine (à 

condition que G ne soit pas discret). En effet, soit r un nombre réel posi

tif tel que le disque D : || x|| ^ 2r ne soit pas G lui-même. Supposons 
Zr la suite ( u ) dense, le disque D : x £ r contient alors une infinité de 

n ' r 
termes u de la suite. Soit alors B la suite de disques ainsi construite : n n 

si u € D , B est le disque ||x-u || £ r ; n r n n 
si u 4 D , B est un disque de centre u tel que n r n n 

[l(B)*-\ où a=UL ( [D ] ) . 
n 3 LX 

La série S u ( B ) est divergente, mais comme B c si 
n n 2r 

u Ç D , on a 
n r n ( ( U B ) n [D ] ) £ f , 

donc 

nf IN 
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Il est commode de décomposer la définition 1 de la façon suivante : 

soit a = ( e ) une suite de nombres réels positifs, qui soient les mesures 

de disques de G , décroissante, et telle que la série S e soit divergente. 

Nous dirons que la suite ( u ) est eutaxique (resp. fortement eutaxique) rela

tivement à la suite a , si la condition lim v(x;N) = +œ (respectivement 
N N->œ 

v ( x ; N ) ^ S e ) pour presque tout x Ç G , est satisfaite pour toute suite de Y n 
disques ( B ) , de centres ( u ) , de mesures ( e ) . (Il suffit qu'il en soit n n n 
ainsi pour une suite de disques ( B ) , de centres ( u ) , de mesures ( e ) , 

^ n7 n n 

car pour une autre telle suite (B !

n ) > l'ensemble des éléments appartenant 

à l'un des deux disques , B ! , sans appartenir à l'autre, est négligeable 

pour chaque n , et par suite pour presque tout x , l'ensemble des entiers 
n tels que xÇ B , et l'ensemble des n tels que xÇB' coïncident), n n 

Ainsi, une suite est donc eutaxique, resp. fortement eutaxique, si 

elle est eutaxique, resp. fortement eutaxique, relativement à toute suite a. 

Cette notion de suite eutaxique, a été introduite par J. Lesca ([3]) , 

puis renforcée par l'auteur ([5]). Un des premiers résultats, qui apparaisse 

comme un résultat d'eutaxie, est le théorème de Khintchine, selon lequel, 

si (ê ) g j^tt est une suite décroissante de nombres réels positifs, telle que 

la suite E e soit divergente, alors presque tout nombre réel x admet une 
q q P / infinité d'approximations rationnelles — ( p et q entiers, q > 0) telles 

que : 

Ce résultat a été renforcé plus récemment par P. Erdôs ([1]) et 

W. Schmidt ( [9]) , qui montrent que le nombre v(x;Q) de solutions ^- de 

l'inéquation ( l ) , avec 0<q^ Q , est équivalent à l! e , pour presque 
q= 1 ci-

tout x . 

Des résultats du type suivant ont également été établis. Soit 

(cp) ' une suite d'applications d'un intervalle réel J dans I R / Z , et 

soit $ l'application de J dans (IR/Z) telle que *(a) = (^faO)^ j^* ' 

Alors pour certaines applications $ , que nous décrivons ci-dessous, on a 

le résultat suivant : Soit ( I ) „ Î̂- une suite d'intervalles de TR/ZL, telle 
n nÇ IN 

que la série S u ( l ) soit divergente. Alors pour presque tout aÇJ , le 
n n 
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nombre v(a;N) d !entiers n tels que 0<n^N et que Cp (a)€ I , est équi-
N 

valent à S ) . Ceci a été établi, par exemple lorsque cp est l'appli-
n=l n n 

cation a -» P(n )a , P étant un polynôme à coefficients entiers, ( J étant 

alors remplacé par R / Z ) , ([10]), ou Cp (a) = a 0 n (mod. l ) , 0 étant un 

nombre réel supérieur à 1, ([8]) , ou encore cp̂ (a) = \ a 1 (mod. 1) où 

X>0 (J = ] 1 , +»[ ) ( [5 ] ) . 

Un tel résultat implique que pour une suite a = ( e ) donnée, la 

suite $(oc) est fortement eutaxique, dans IR/2£, relativement à <j, pour 

presque tout a . En effet, désignons par v(ct ; x ; N ) le nombre d'entiers n 

tels que 0< n£ N et pour |x -Cp (a) | £ e /Z (où xÇ Q/7L). On a alors pour 
n n N 

presque tout couple (a ,x ) , v(oc;x;N)^ 2 e , donc pour presque tout a , 
n=l n N 

l'ensemble des x pour lesquels on a v(a;x;N)=* S e est de mesure 
n=l n 

pleine. Mais cela n'entrafne pas que la suite <ï>(a) soit fortement eutaxique, 

ni même eutaxique, pour presque tout a . Ainsi, J. Lesca a caractérisé les 

éléments a€(û/Z pour lesquels la suite (n a) ç j^* e s ^ eutaxique : ce sont 

les éléments dont la constante de Markov : M (a) = lim sup —rr TT" » soit 
nglPr n l l n c c | | 

finie, c'est-à-dire en fait presque aucun élément de TR/ZL. 

Nous avons cherché tout d'abord s ?il existe des suites fortement 

eutaxiques dans TR/Z. Nous avons établi le résultat suivant : 

THEOREME 1. Soit ( u ) „ T1VT^ une suite d'éléments de I R / S . Supposons 
n'nÇIN ^ 

qu'il existe une suite croissante de nombres réels positifs, ( R ) , tendant 
K. —————— 

vers + « , et pour tout k , un recouvrement de TR/'K par une famille 
(J*).. , (le H intervalles de mesure l / R , , tels que les conditions 

k 

suivantes soient vérifiées : 

(i) 1-̂  = 1^ + 0(1) ; 

(ii) soient, pour M _et N entiers, tels que 0 ^ M < N , Tr(j^, M, N) 
le nombre d'entiers n tels que M<n^N et que u Ç I 1 . Alors: = — ?— u— n ^ 

rr(j^, M , N ) ^ ~ ^ + 0 ( 1 ) 
k 

(uniformément par rapport à M, N, k et_ i ) ; 

(iii) la suite ' R . , / R . est bornée. • — k+1 k — 
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Alors la suite ( u

n ) n ç] ] \ j* e s * fortement eutaxique. De façon plus 

précise, soit une suite d'intervalles I de TR/ZL, de centres u , de -c n n — 
00 

mesures G , telle que la suite ( e ) soit décroissante, et la série S eu 
n n n = l « n 

divergente. Désignons, pour N entier positif, et x 6 R / Z , par v(x;N) le nombre d'entiers n tels que 0<n^N et que x Ç I . Posons 
r q a a— " n 

S(N) = E e n . Pour presque tout x , on a l'estimation~,(relative à N) : 
n= 1 

v(x ; N) = S(N) + O ((S(N)) 5 / 6 (Log S(N)) 1 + E ) 

quel que soit e > 0 . 

Pour la démonstration de ce théorème, nous renvoyons le lecteur 

à [ 6 ] . 

Ce résultat fournit des exemples très simples de suites fortement 

eutaxiques. Par exemple, soit q un entier plus grand que 1, et soit 

( u ) la suite d'éléments de Ïïl/Z définie de la façon suivante : 
n 

Si le développement q - adique de n est : 

s 
n = a + a q + . . . + a q , o 1 s 

alors -1 -2 -(s+1) / - l A u = a q + a n q +.. . + a q (mod. 1 ) . n o 1 s 

La suite ( u ) est fortement eutaxique. On applique le théorème 1, 

avec comme i n t e r v a l l e s , les intervalles [ —~~, [ ( 0^ i<q^" ) . 
q q 

Une application plus intéressante est l'étude de la suite (n a ) . 

Un travail de J. Lesca ([2], [4 ] ) permet de voir que si I est un intervalle 

de H / Z , de la forme [ p , y[ de longueur ||q a||, où ( q ) est la suite 

des dénominateurs des réduites dans le développement en fraction continue 

de a , on a : 

JTT (I, M, N) - (N-M)||q a|| | < 2 . 
k 

([p>Y[ désigne l'invervalle de IR/2K 0 ^ { x - p } < {y-p} > la notation {x} 

désignant le représentant de l'élément xÇ R / Z situé dans l'intervalle [0, 1[). 
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On peut alors appliquer le théorème 1, en recouvrant pour tout k , 

1R/Z par une famille de [ t! n — i n t e r v a l l e s de longueur IIÇL&IL La 
llqk<x|r k 

condition (iii) sera assurée si la constante de Markov de a est finie. Donc: 

COROLLAIRE. Si_ M(a) < + œ, la suite ( n a ) n £ j s j * est fortement eutaxique. 

Nous allons chercher maintenant des conditions pour qu'une suite 

ne soit pas eutaxique. 

Soit u = ( u ) ^ _T# une suite d'éléments de ]R/!Z. Soit N un v n'n€ IN 1 

entier positif. Désignons par X(u,N) le nombre d'entiers k tels que 

0£k< N et que l'intervalle [ -^ , ^^"t contienne au moins un point {u^} , 

avec 0 < n ^ N . On pose : 

\ t \ v . r X(u,N) X (u) = lim mf — — L . 

Cette fonction X(.) est étroitement liée à la fonction t(.) sui

vante. Soit 

4(u,N) = M ( U I(u ~ y ) 
l£n£N n 2 N 

(où M désigne la mesure de Haar de R / Z , et la notation l(x, e) l'interval

le fermé de TR./ZL, de centre x et de rayon e). 

Posons 

l(u) = lim inf l{u, N ) . 

On voit alors aisément que : 

^f-* X(u)£ 24 ( u ) . 

Remarquons également que les fonctions X et £ sont invariantes 

par l !endomorphisme T de (IR./2S) : u -* v où v est la suite définie 

par v = u _ (Shift-endomorphism). n n+1 

On a alors le résultat suivant : 

THEOREME 2. Si_ X(u) = 0 , la suite u n'est pas eutaxique. 
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Preuve.- On peut construire, par récurrence, une suite croissante d'en

tiers positifs ( N ) # , telle que, posant M = S N (et M = 0 ) , 
s se JJN s 0 <t^s 1 ° 

on ait pour tout s ^ 0 : 

* { t M " ( U ) , *g+1)*pïT • 

Soit ( e ) la suite de nombres réels positifs ainsi définie : e = "~r~ 
n ^ n 2 N , 

s+1 
si M <n£ M , . Cette suite est décroissante, et la série E e est 

s s+1 j n 
divergente, puisque I! e = "z. Mais 

M < n^ M n . 1 

s s+1 

H ( U I ( u , s ) * , n n 0 s+1 M <n<: M , 3 s s+1 
donc 

" ( « U

K . I ( I . ' ' . , ) ' 2 ' 
n€ IN 

On voit d'ailleurs que l'ensemble des éléments x Ç R / Z apparte

nant à une infinité d'intervalles l ( u

n » e ) » e s ^ négligeable. 

La condition X(u) -f 0 n'est pas suffisante pour que la suite u 

soit eutaxique : il est facile de construire une suite non dense, telle que 

X(u) / 0 . Le théorème 2 ne permet pas de répondre à la question de savoir 

si presque aucune suite n'est eutaxique. En effet : 

IN* 

THEOREME 3. Soit TT la mesure de Haar du groupe ( ] R / 2 E ) . Pour 

TT - presque toute suite, on a X(u) ^ ~ . 

Preuve.- Soit p € ] 0 , l [ , soit N un entier positif, et soit L^(p) l'ensem

ble des suites u telles que X(u, N) £pN. Posons M = [pN], et p^ = M/N. 

Soit K une partie à M éléments de l'intervalle entier [ l , N ] , 
k k+1 

et soit V l'ensemble des suites telles que { u

n } € U [^ —^~"[ pour tout 
kÇK 

n tel que 1 ^ n^ N . 
On a TT(V k ) = ( p N ) N , et comme L N ( p ) = U V R 

n ( L N ( p ) ) M ^ ) ( P N ) N . 

D'après la formule de Striling (.') N 

72np(l-p)N 1"PN 
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Ainsi, on voit que si p < ^ , la série 2rr(LN(p)) est convergente, 

et il en résulte que X(u) p pour TT-presque toute suite. La démonstration 

s'achève en appliquant ce résultat à chaque terme p d'une suite d'éléments 

de ]0,"~[ tendant vers l/Z. 
La 

Soit maintenant ( a ) une suite de nombres réels. Soit a(x) 

la suite (a x) _-}$., modulo 1. On peut se demander si X(a(x)) = 0 pour 
n n c JN 

presque tout x . 

Dans le cas de la suite a = n , la réponse est fournie par le 
n 

résultat suivant : 

THEOREME 4. Soit q g 3 R / Z , et soit M(a) la constante de Markov de 

a. On a : 
1 2 

1 + [M (a)] M(a) 

En particulier, pour que X({na)) = 0 , il faut et il suffit que 

M(a) = 

Preuve.- Soit C > 0 , tel que l'inéquation | | q a | | ^ l / C q n'ait qu'un nombre 

fini de solutions entières positives q . On a alors, pour N suffisamment 

grand, et pour tout couple (m,n) d'entiers tels que 0<n<m^N : 

I n a- ma | > . 

Soit v(k, N) le nombre d'entiers n tels que 

0<n£N et que (na } Ç [ ~ , ^ [ 

on a pour tout k , v(k, N) < 1 + C , donc aussi v (k, N) £ 1 + , où C q est 

le plus grand entier inférieur à C . D'où X((na),N) ^ ^ , et par suite, 

X((na))* Y H C ~ • 
o 

Supposons mainteant que l'inéquation ||qa|| ^ l /C q ait une infinité 

de solutions. Soit q une solution, posons D = [*/2C]+l et N = D q . Pour 

n , entier tel que 0 < n ^ N , soit la division de n par q : n = hq+r 

(0< r £ q) ; on a 0 £ h < D . Pour r donné, tous les points na , où 

0 < n ^ N et n = r (mod q) appartiennent à un même intervalle I de TR/ZL, 
r 
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D -1 k k-f 1 
de longueur au plus ^ , et le nombre d'intervalles [ — , —^—[ rencon
trant fi } est au plus [ ^ 1 1 N+ 2 . D'où 

r C q 

X((n a), N) * q ( ^ - N+2) £ 2 J \ N . 

On voit en particulier que l'ensemble des cc€R/Z tels que 

X((na)) = 0 est l'ensemble des éléments de constante de Markov infinie, 

et est donc de mesure pleine. 

On retrouve, comme corollaire, le résultat de J. Lesca d'après 

lequel, lorsque M(a) = + 0 0 , la suite (n a) n'est pas eutaxique. 

Par contre, si la suite ( a ) croit suffisamment vite, on a 
n 

X(a(x)) > 0 pour presque tout x : 

THEOREME 5. Soit une suite de nombres réels positifs, telle que 

la série E a / a ^ soit convergente. Alors pour presque tout x Ç 1R, 

X(a(x)) > 0 . 

Nous ne connaissons pas de résultat intermédiaire entre ceux du 

théorème 4 et du théorème 5 . Nous conjecturons que si = f(n) où f 

est un polynôme, on ait X(a(x)) = 0 pour presque tout x 6 1R. La suite 

a(x) ne serait alors eutaxique pour presque aucun x . 

Nous conjecturons d'autre part que presque aucune suite ne serait 

eutaxique. 

Le problème de généraliser, à plusieurs dimensions, les résultats 

d'eutaxie sur la suite (n a ) , reste ouvert. 
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