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Séminaire de Théorie des Nombres 21-01
Année 1970-1971 - exposé n° 21

INDEPENDANCE STATISTIQUE D'ENSEMBLES LIES A LA FONCTION

"SOMME DES CHIFFRES"

par

Vi
Jean BESINEAU

[ L R

O - INTRODUCTION ET PLAN DE L'ARTICLE

0-1 Introduction

a) Des problémes de R. Salem, E.G. Straus et A,0. Gel'fond.

A la fin de [11] R, Salem pose (p.62-3) une question
sur le comportement 3 l'infini de la transformée de Fourier d'une
mesure portée par la somme de deux ensembles de Cantor. E,.G. Straus,
plus tard, conjecture le résultat arithmétique suivant qui résoud,en
partie,le probléme d'analyse harmonique de Salem. Soit g1 » 85 deux
sg1 R sg2 les '"sommes des chiffres'

en bases g, et g, (respectivement) : L'ensemble des entiers n tels

entiers » 2 premiers entre eux,

que sgl(n) £ A, ng(n) £ B (A,B donnés) est fini, Toujours dans le

méme esprit, A,0, Gel'fond qui dans [5] avait obtenu des résultats sur
la somme des chiffres, pose le probléme suivant ([5], p.265) qu'il

qualifie d'intéressant (*) : Démontrer que :

X

card {nsx : sgl(n)Ecl(mod ml), sgz(n)Ecz(mod m2)}=
si (m1 , gl—l) = (m2 , gz—l) =1 .

— +0(x%) (0sgas1)

my my

(*) Dans le méme article Gel'fond pose deux autres problémes, dont

l'un est résolu par M., Olivier dans [10]



21-02

b) Ce sont des problémes du genre de celui de Gel'fond qui
seront ici résolus, Nous les énoncerons sous forme "d'indépendance"

d'ensembles relativement 3 la densité d des suites d'entiers,
On a par exemple le résultat d'indépendance suivant :

d(s (n) = cl(mod ml) , S

g, gz(n) = cz(mod mz)) =

d(sgl(n) = cl(mod ml)) . d(sg

(n) = c¢,(mod m,)) = —
2 2 2 m, m,

si, et seulement si, les quatre nombres mo, m, , gl—l , g2—1 sont

premiers entre eux dans leur ensemble,.

0-2 Notations fondamentales

Sauf indication contraire, nombre entier signifiera élément de W
(entiers > 0) , Si a € b sont deux entiers, [a,b] . [a,b[,... dési~

gnent les intervalles d'entiers, a < n < b , a < n < b,... Si ¢ < p

q
toute somme z devra étre interprétée comme nulle, On désigne par

(aly a29"'s

Si g > 2 est un entier donné (appelé base) on sait que tout

3
- k
entier n s'écrit, et d'une seule fagon, n = I ek(n)g ol les
k=0
fonctions e, Pprennent leurs valeurs dans [O,g—l] . Pour n donné,

les valeurs ek(n) = e. sont les chiffres de n en base g :

Ils sont nuls dés que k > [%%%—%] ([x] : plus grand entier < x).

Nous écrirons, classiquement, n = ey €p.p **°* €1 €, en auto-
risant éventuellement des "premiers" chiffres @p 5 €p 1 e nuls
(745 = 00745).

La fonction s_ , "somme des chiffres en base g" , est 1'appli-

© © /@
cation W - N qui 38 n = I ek(n)gk associe s_(n) = z ek(n) = I e

k=0 k=0 k
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1> Sp»es-s pour

o0+ (respectivement) s'il n'en résulte aucun risque de

Nous noterons plus simplement s pour Sg et s
s s S
81 P
confusion,

0-3 Densité d'un ensemble d'entiers (rappel). Ensembles indépendants.

Rappelons que la densité d'une partie A de W est la limite,
v, (W)
quand elle existe, d(A) = lim — > ol vA(N) est le nombre des
N
éléments de A inférieurs & N,

On sait que d n'est pas une mesure de probabilité sur 1l'en-
semble des suites ayant une densité ; cependant nous emploierons,
pour énoncer certains résultats, le vocabulaire probabiliste :
Par exemple, si deux parties A, B de N vérifient d(ANB) = d(A).d(B) ,

nous dirons que les ensembles A et B sont "indépendants",

0-4 Un mot des techniques employées et plan de 1l'article,

Dans [5] Gel'fond démontre ses résultats par des calculs de
"sommes d'exponentielles'", Michel Mendé&s~France qui avait déji dans
sa thése [7] étudié des fonctions pseudo-aléatoires liées a8 la fonc-
tion somme des chiffres, retrouve([ﬁ])par ses techniques (de fonc-
tions pseudo-aléatoires) certains résultats de Gel'fond pour des
fonctions plus générales que la fonction somme des chiffres (fonc-
tions qui sont d'ailleurs g-additives au sens donné par Gel'fond
dans [5]) .

Ce sont aussi des techniques de fonctions pseudo-aléatoires que

nous utiliserons.

Dans la partie I, nous définirons (I-1l) les ensembles et suites
4 caractére presque-périodique dont nous donnerons quelques exemples,
puis dans I-2 , nous rappellerons et préciserons des définitions et

des propriétés des fonctions pseudo-aléatoires.

La partie II est consacrée 3 des fonctions liées aux sg , dont
on démontre qu'elles sont pseudo-aléatoires ou périodiques .

(théorémes 1 et 2),.



21-04

Dans la partie III, on démontre d'abord le théoréme 3 :
Ce théoréme contient (en gros) les résultats d'indépendance qui

sont ensuite analysés. On termine par un résultat d'équirépartition.

PREMIERE PARTIE

I-1 SUITES ET ENSEMBLES A CARACTERES B-PRESQUE-PERIODIQUES (c.p.p.)

I-1-1 Si 1l'on plonge l'espaceuﬂp des fonctions ¢ : N - N(d'en-

tiers 3 valeurs entiéres) bornées en moyenne
, N-1 '
(lim sup N I ¢(k) < + ») dans l'espace 77L1 = 77L de Besicovitch-
N0 k=0
Marcinkiewicz (des fonctions complexes d'entiers de valeur absolue
bornée en moyenne) , on peut démontrer en adaptant le procédé cons-
tructif [6] de Marcinkiewicz que~AP est complet.
(La B-norme dans M est définie par :
N-1

| £] = lim sup % |f(k)|. De fait, il s'agit seulement d'une
N > o k=0

semi-norme qui devient une norme dans l'espace ’ht/(o) ol (0) est

l1'ensemble des fonctions dont la valeur absolue est nulle en moyenne).

I-1-2 SOith CTJV‘ la partie de N constitude des fonctions
B—presque—périodiqges (B-p.p.) (c'est-da-dire qui appartiennent 3 la
B-adhérence de 1'éé;emb1e des polyndmes trigonométriques (sommes
finies d'éléments aeimn , a complexe, w réel)) ,

On peut voir que \B est B-complet.

L'espace f; des fonctions caractéristiques y : N > {0,1}

B-presque-périodiqueg (qui est une partie de B ) est aussi B-complet.

I-1-3 Par analogie avec l'espace {0,1}rN dont les éléments sont
. e P N
des fonctions caractéristiques, nous appellerons tout élément ¢&WN

une fonction caractéristique généralisée :

- N .
Notons qu'd toute ¢ EN on peut associer la suite d'entiers, finie

ou infinie, croissante au sens large, ainsi décrite :

(0,000,0 ’ 1,-.-,1 9 Y ,q’-oo’q ’o-o)

——m—— pppa— e —— ——————————

$(0) $ (1) $(q)
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En particulier cette correspondance associe, bijectivement,

l'ensemble des fonctions caractéristiques (strictes) et les suites

strictement croissantes ou si l1'on veut les ensembles d'entiers.

Définition 1 : Nous dirons qu'une sudtfe (croissante) d'entiers

(finie ou infinie) est 3 caractére B-presque-périodique (en abrégé

c.p.p.) si sa fonction caractéristique généralisée est B-presque-

périodique.

Si un ensemblfe d'entiers a une fonction caractéristique B-p.p.

nous dirons aussi que cet ensembfe est B-p.p.

PROPOSITION 1. L'espacefB (resp. Y ) des fonctions caractéristiques

généralisées (resp. des fonctions caractéristiques) B-presque-pério-

diques est B-complet.

I-1-4 Sur l'ensemble des fonctions ¢ em ayant une moyenne :

N-1
M6 = 1im — I ¢(k) , 1'inégalité (immédiate)
N
N +- o k=0
|M¢ - Mwl £ H o -~ ¥ ” montre que M est (uniformément)

continue. Comme il est connu que les fonctions B-presque-périodiques

ont une moyenne, M est continue sur(E ou G .

Pour une fonction caractéristique, la moyenne est la densité
de la suite ou de l'ensemble associé. Finalement, en identifiant
dans le langage, suites (resp. ensembles) c.p.p., avec leurs fonc-

tions caractéristiques, nous pouvons &noncer

PROPOSITION 2. L'opérateur moyenne M est continu surB ou @ .

L'opérateur moyenne est continu sur l'ensemble des suites c.p.p.

La densité d est continue sur la famille des ensembles c.p.p.

Nous utiliserons 1'énoncé amoindri suivant :

_COROLILATRE. Soit (Ev) une suite d'ensembles c.p.p. de fonctions

caractéristiques X, - Si (Xv) B-converge vers x , fonction carac-

téristique de E , alors E est c.p.p. et d(Eu) -+~ d(E).
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I-1-5 Exemples d'ensembles et de suites c.p.pP.

a) Citons d'abord les suites de densité nulle, les
progressions arithmétiques et leurs réunions finies car leur fonc-

tion caractéristique est périodique.

Si ¢1 , ¢2 sont des fonctions caractéristiques générélisées
le sont aussi.
b) La suite n + [an + B] oi o > 0 est un nombre réel

est c.p.p. (c'est un ensemble c.p.p. si a > 1),

¢) Soit (an) une suite (finie ou infinie) d'entiers

telle que I %— < + » : L'ensemble E des multiples (resp. F des
n
non multiples) des a_ est c.p.p.

Démonstration ! Soit Ev l'ensemble des multiples des

al’ a2""9 a\) ; X\) ’

(respectivement)., On a x 2 X, et 1 = (k) > Xv(k) = 0 seulement

si k est multiple d'un des a

¥ les fonctions caractéristiques de Ev , E

a ... Ce qui permet d'écrire :
v+l > Tv+2 4 P

N-1
1 N N
k=0 v+1l v+2
donc ” X - Xv” < T L qui tend vers O si v » « | donc

a
n=v+1 n
puisque X, est périodique , x est c.p.p.

L'ensemble F, des non multiples de a; , a,,..., a, et l1'ensemble

1

, ont pour fonctions caractéris-

tiques ¢v =1 - Xv R $ =1 - x done " ¢ - ¢v“ ='H X - Xv” > 0
et d'aprés le corollaire (§ I-1-4) F est c.p.p. et d(Fv) > d(F) .

F des non multiples de tous les ag

Si les a, sont premiers entre eux deux a deux, ceci montre que

v
a(F) = I 1 - %— ) (car il est connu que d(Fv) = I (1 - 1 }) .
n n=1 2n
En particulier, si a = pi ol p, est le n° nombre premier,

et r un entier > 2 , F est l'ensemble Qr des entiers "r-free" qui

est donc c.p.p. et dont on retrouve la densité

Me1 - 1y = L : t1 ;
( - ) 20E) (z fonction de Riemann) .

Ph
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d) Signalons enfin que l'ensemble G suivant, que Gel'fond
utilise dans son th&or&me III de [5] est c.p.p. : Soit k 2 1 , r » 2
deux entiers ; G est l'ensemble des entiers n tels que

n, n+l,..., n+k soient r-free,

I-2 - FONCTIONS f : WN > € PSEUDO-ALEATOIRES. REMARQUES SUR L'EQUI-
REPARTITION

I-2-1 Soit f : W > €., Sa corrélation Y (notée plus
simplement y si cela ne présente pas d'ambiguité) est la fonction

N> C, si elle existe, définie par :

N-1
y(p) = 1lim -11\7 f(k) £(k+p).

z

feM est dite pseudo-aléatoire (en abrégé p.a.) si y existe et

est nulle en moyenne quadratique : M|y|2 = 0 (%)

On a alors essentiellement les résultats suivants :

a) Une fonction p.a. est nulle en moyenne.

b) Le produit d'une fonction p.a. par une fonction Bz-
presque-périodique est nul en moyenne.

c) Ajoutons la proposition suivante :
PROPOSITION 3. Le produit d'une fonction p.a. bornée par une
fonction B-presque-périodique est de moyenne nulle.
Démonstration : Soit f p.a. bormde, | £l - =sup{|£(k)| 5 keEW} =m

soit ¢ une fonction B-p.p. et P un polyndme trigonométrique tel que

l 6-P]| < € (¢ > O donné).

(%) Cette définition est celle de J.P, Bertrandias. J. Bass qui le
premier a introduit les fonctions p.a. prenait la condition plus
restrictive (mais finalement trés "voisine"):y(p) - 0 si p » = .

I1 se trouve, comme l'a démontré M. Mendés-France dans sa thése [7],

2in {m)
que la fonction e 8 (s : somme des chiffres en base g) , que

nous utiliserons dans la suite, est p.a. au sens de Bertrandias, pas

au sens de Bass,
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N-1
L'inégalité |l z (f(¢—P))(k), <, e -2l
N
k=0 v
1 N-1
implique 1lim sup T I (f¢)(k)| €« m € , qui démontre la propo-
N > w k=0

sition 3 puisque cette derniére inégalité est vraie pour tout e > O,

I-2-2 Soit k + u(k) une suite réelle, n = q, une suite

d'entiers c.p.p., dont la fonction caractéristique est non nulle en moyenne.

. 2imlu(k
PROPOSITION 4, Si pour tout £ > 1 , la fonction k » e inlu (k)

est p.a, (J.P. Bertrandias dit alors que la suite (u(k)) est p.a.),

alors la suite n ~ u(qn) est équirépartie modulo 1.

En effet, si ¢ est la fonction caractéristique (généralisée)
de (qn) , la fonction k v ¢ (k) e21ﬂ£u(k) est de moyenne nulle d'aprés

la proposition 3, On en déduit aisément (critd@re de Weyl) le résultat.

Cette proposition 4 améliore, par exemple, les résultats d'équi-

répartition 1iés au critére de Van der Corput.

DEUXIEME PARTIE

IT - DES FONCTIONS LIEES A LA "SOMME DES CHIFFRES" QUI SONT PSEUDO-
ALEATOIRES OU PERIODIQUES.

Notations : a |, Upseees O sont des nombres réels. Les fonctions

f, fl""’ fv sont définies par f(n) e21nus(n) , fj(n) =e21ﬂajsj(n)

ol s, Sys++., 8 sont les sommes des chiffres en bases g, Blseves 8,

respectivement,

Nous démontrerons essentiellement dans cette partie les deux

théorémes suivants :

THEOREME 1. La fonction f(n) = eZINaS(n? est pseudo-aléatoire

si o(g-1) est non entier, périodique dans le cas contraire (et alors

de moyenne 1 ou O , suivant que o est entier ou non).
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THEOREME . 2. Si les entiers g1 > 825++4, 8, sont deux a4 deux premiers

AY]
j=1

entre eux, la fonction (fi.f ...+ £ )(n) EZi“aij(n)

est pseudo~aléatoire si 1'un au moins des nombres aj(gj—l) est

non entier, périodique dans le cas contraire (et alors de moyenne 1

ou O suivant que @,

+...0% o est entier ou non) .

Evidemment le théoréme 1 est un cas particulier du
théoréme 2 (pour v = 1) : Nous traitons le théoréme 1 3 part,
parcequ'il nous apparait fondamental et sa démonstration autonome.
Le théor@me 2 est une conséquence du théordme 1 au regard d'autres
considérations : Disons tout de suite que les propriétés relatives
au produit f..f ""'fv (v 2 2) seront établies pour v = 2 et

1" 72
immédiatement généralisées a v > 2,

Nous utiliserons pour établir les théorémes 1 et 2 une

relation fondamentale relative 3 s et les lemmes qui suivront.

II-1 Relation fondamentale relative 3 la "somme des chiffres"

(s en base g)

m

Si n =kg + r , m entier , 0 g r ¢ g -1
on a : s{n) = s(kgm + r) = s(k) + s(x)}
m 2imas(n)
f(n) = f(kg + r) = f(k).£f(r) (f(n) e )

II-2 LEMME 1l.: Soit g > 2 , s la "somme des chiffres" en base g :

Pour p entier donné, il existe une partition de [N en pro-

gressions arithmétiques P, m 2 1 , telles que s(n+p)—s(n)=km

reste constant si n décrit Pm .
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Démonstration 3

Ecrivons : P =ap ... a; a, (aﬂ > 0)
£+1
qQ = 8
n € € -1 *°** €p +o. €5 , oOu aussi
2+1 — £+1
n = \Ag + n1 1 avec 0 g n1 = ez e eO < g
a) Si o £ n, < q on voit aisément que s(n+p)-s(n) = s(nl+p)—s(n1)

Donc si n décrit l'une des q progressions arithmétiques

n, + 8£+1W (0 < n, < q) , s(n+p)=s(n) = S(n1+p) - s(ny)

est constant.

b) Supposons maintenant q < n, = €p +0e €] €4 < g

bl) si 0 s e, , < g-2 , c'est-d-dire si n décrit 1'une des
p(g-1l) progressions arithmétiques
£+1 gI,+2IN

n, + ag + , (0 € a < g-2),
on peut voir que s(n+p)-s(n) = s(n1+p) - s(nl) est constant.
b2) si €pyy = g-1 et 0 < €ppp g-2 , c'est-d-dire si n décrit
l'une des p(g-~1l) progressions arithmétiques
"1 +(g-1)g£+1 + ag£+2 + g£+3 W, (05 a<x g-2)
s(n+p)-s(n) = s(n1+p) - s(nl) - (g-1) &est constant
b3) Et de fagon générale, si n décrit 1'une des p(g-1)

progressions arithmétiques

h L+h+1 | g£+h+2m

n+(g-Dgt e, e (g-1) gt P 4 ag (0 ¢ as g2

3

s(n+p) - s(n) = S(nl + p) - S(nl) - h(g-1l) &est constant

Comme les progressions mises en évidence constituent une partfition

de [N (évident) le lemme est démontré.
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I1-3 LEMME 2, Soit {Pm ; m > 1} la partition précédente, Ap la

valeur fixe de s(n+p)-s(n) si n décrit P_ , d(P_) 1a densité de P_:
- A el — e "m m m
2imas (n) :

La fonction n = e a une corrélation donnée par

Ziﬂulm
y(p) = Z d(Pm)e , ol le deuxiéme membre est sommable,
m31

Démonstration

a) Notons d'abord que les progressions Pm sont de la forme

r r
a *&8 "N , avec 0 < a_ <8 ™ . On en déduit que
card (P ﬂ[p N-1]) = e S avec |e | <1
m ’ - r m m! ¥
g

b) Le nombre des Pm telles que Pmrﬂ[O,N-lj # @ est O(Log N) .
En effet ces progressions doivent vérifier a_ < N-1 , ce qui a

lieu pour au plus K = q + p(g=-1)(p(N) - p(p)) suites ,

oi p(N) = Log N + 1 est le "nombre de chiffres" de N,
Log g

(I1 suffit d'examiner les a  sous les rubriques a) b) du lemme 1),

Ceci montre que K = O(Log N) et par suite le résultat annoncé.
1 N-1 2imo(s(n+p)-s(n)
c) Posons YN(p) =¥ by e P (y(p) = lim YN(P))
k=0 N - o«
2imaA 2imax
1 N-
» - m
p_N[o,N-1] # ¢ ‘g

(notations précédentes). Donc d'aprés b) on a

2iTai
_ N-1 e " 0(Log N)
YN(p) N Z r * N

p_N[o,N-1] # ¢ g m

d) Le nombre des P telles que r =r¢ (constant), est borné

1 Ziﬂakm

(i1 vaut q ou p(g-1)). Il s'ensuit que 2 e est

sommable., m>1 g
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: 1 Ziﬂaxm
e) De c) et d) on déduilt que si N > = i y (p) = N = e s
‘ mx>1l 8 n

ce qui démontre le lemme 2

Remarque : Pour p = 1 1la formule trouvée g'@crit
o 2intka(l-g)
y(1) = g1 p2ima z ° qui donne l'expression
g k=0 gk

g-1
—Ziﬂa_eZiwag

. Par des calculs analogues

Al

simplifiée : y(1) =
ge

on peut aussi obtenir pour y(p) une expression simplifiée, mais

malheureusement encore bien compliquée. De toutes fagons, nous ne

l'utiliserons pas.

IT-4 Lemme 3 Soit 81 » 89 deux entiers > 2 , fl . f2 les fonctions

. Zinal sl(k) Ziﬂaz sz(k)
définies par fl(k) = e . fb(k) = e ,

p un entier donné, {P_; m > 1} (resp. {o, 5 n »1}) la partition

associée 3 p pour g1 (resp. pour g?)’ comme dans le lemme 1 , On_a

Ziﬂallm 2iTma
Yf £ (P) = z d(Pm ﬂ Qn) e e

172 m,n

2un

(Am s M d notations évidentes) ol le deuxiéme membre est sommable,

Démonstration : On répé&te 3 peu prés celle du lemme 2
L bre d Tm o
e nombre des progressions P ‘ i
prog m ° Qn de raisons 5 s 89
vérifiant r, =T, t =t (r,t donnés) est borné si (r,t) décrit mz,

disons par C, Puisque P_. N Q est contenu dans P_ et Q on a
m n m n ’

. 1 1
d(Pm N Qn) £ Inf ‘—?; I} —?-'>
81 LV
C 1 . 1 1
omme d'autre part inf - v 2 est sommable |,

I 1 t a
il en est de méme de (d(Pm n Qn))(m,n)E:IN2

( I d( . Na)<c L inf (—%— , -l? j)
m,n r,t gi gz
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II-5 LEMME L. : si g, » 8, sont premiers entre eux , on a

Y = Yy . Y
f1f2 f1 f2
rm t
En effet g, . gzn , raisons de Pm et Qn , sont alors deux
nombres premiers entre eux et, par suite d(Pm r.\Qn) = d(Pm).d(Qn)
2imo A 2ima
1 2'n
Donc Yf £ (P) = z d(Pm)‘ d(Qn)e m e = Yf (P) .Yfz(P)
12 m,n 1

Remarque : Ce lemme s'étend immédiatement au suivant .

Si 81 s 8pseees By sont premiers entre eux deux 3 deux

Y =y .« Y e eee oY
fer' PN 'fv f1 f2 fv

DEMONSTRATION DU THEOREME 1 ,

Les techniques de démonstration de II-6 et II-7 sont inspirées de
la thése de M, Mendés-France ([7] p.46-48) que, par moments, elles

démarquent de trés prés.

2imas (n)

II-6 Pour f(n) = e » Y Vérifie la récurrence suivante

si 0« r < g-1

(1) y(gn+r) = [g;r y(n) + I e72inas y(n+1)] (2imar

Démonstration : Soit p = gn + r , 0 s r € g-1
k = klg +a, 0 g a<x g-1
gN-1 g-1 N-1
sN = I f(k) f(k+p) = % h) f(k1g+a) f((k,+n)g+a+r)
' k=0 a=0 k,=0 L

On a tenant compte de II-1.

g~r-1 N-1
SN = & f(a) f(a+r) z E(k ) f(k +n) +
a=0 k.=0
1
g-1 : N-1
+ I f(a)f(a+r~g) z f(kl)f(k1 + n + 1)
a=g-r : k.=0
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2imTar N-1 .
Donc SN = (g-r)e z f(kl)f(k1+n) +
. k.=0
1
. N-1
+ pelimalr-g) E(k]) £(k +n+1)
k1=0 ’

Divisant des deux cOtés par gN et faisant tendre N vers 1'infini ,

on obtient (1) .

11-7 On sait qu'une fonction y de corrélation est de type positif
et on démontre alors (Wiener) qu'elle a elle méme une corrélation T,

Remarquons que T (0) = M|y|2 , donc que f est p.a. si I'(0) = 0 .,

On peut évidemment trouver pour T une formule de récurrence
par le procédé précédemment employé : Nous emploierons ce procédé
uniquement 3 partir de T(0) et T'(l) , ce qui sera suffisant pour

conclure ,
gN-1

On a I'(0) = 1lim L z IY(k)Iz
N - =« gN k=0
gN-1 2 g-1 N-1 2
On &crit = |y(k)|“ = = £  |y(gn + r)|° . Et traduisant
k=0 r=0  n=0
y(gn + r) par la formule (1) , on établit que :
(2) reo) = % (F(l)e—Zinag + TCD e2iﬂug)
1 gN-1
De méme en partant de T(l) = 1lim 5 z y(k) y(k+1)
N+oog k=0

on é€tablit en tenant compte de (1) et (2) que

-2ima g+l

(3) gT(1) e = == r(l)e” g-1 D eZinag

r

e2iﬂus(n)

II-8 Si a(g-1l) n'est pas entier , f£(n) est pseudo~-

-2irog

aléatoire. En effet, posons T(1l)e x + iy .
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2ma(g-1) pour simplifier 1'écriture,

1]

(3) montre, en posant 8

que x et y vérifient :

x(l-cos 8) + y sin 8 = O
x sin 6 + y (cos 6 - é ) =0
systéme qul admet exclusivement la solution nulle x = y =0,

si son déterminant (1l+ é) (cos 6 -1) est non nul, c'est-a-dire si
cos 8 = cos 2ma(g-1l) # 1 . Ceci a lieu si a(g-1) est non entier :

A ce moment T'(l) est nul , donc aussi T(0) d'aprés (2) et f est

bien p.a.

I1-9 Supposons a(g-l) = m entier : o = E%T . I1 est connu que
pour tout n , s(n) = n (mod(g-l)) ¢ c'est le principe de la preuve
24 m— s(n) 2i1-2_ n

par 9 ; donc f(n) = e g-1 = e g-1 .

C'est une fonction périodique de moyenne 1 ou O suivant que

m .
E:T = QO est entier ou non.

Les paragraphes II-8 et II-9 démontrent le théoréme 1 .,

II1-10 DEMONSTRATION DU THEQOREME 2

Soit g, > 8y deux nombres 2> 2,premiers entre eux ,
Ziwalsl(n) Ziwazsz(n)
fl(n) = e . fz(n) = e

On a puisque |y (p)| € 1 pour tout p et que ¥y a une
£1%2 1%y
moyenne (puisque c'est une fonction de corrélation (Wiener)) :
2,2 2 2
Alyy o 1D2 < Glyg o 2 < ulye 12 uly,
172 172 1 2

2
1=,
La derniére inégalité &tant due au lemme 4 et & l'inégalité de

Cauchy-Schwarz, Donc si l'une des fonctions fl y f2 est p.a.,

c'est-a-dire, si 1'un au moins des nombres az(gl—l) , az(gz—l)

est non entier fl f2 est p.a.

Si al(gl—l) =m et a2(g2-1) = m, sont entiers,

. ml Inz
2im —T n 2im — n Ziﬂ(a1+a2)n
(f,£,)(n) = e g1 e g2-1 = e

qui est périodique, de moyenne 1 ou O suivant que a, + o, est

entier ou non .
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Le théoréme 2 est donc démontré pour v = 2, Il est clair,

au regard de la remarque du paragraphe II-5 , qu'il est aussi valable

pour v > 2,

TROISIEME PARTIE

IITI - RESULTATS D'INDEPENDANCE ET D'EQUIREPARTITION

ITI-1 Soit Bpseres B, 5 V entiers premiers entre eux deux a4 deux,
Cpsesss €, 5 My,ue., M des entiers tels que
(mj , gj—l) =1, 3=1, 2,004, Vv , Aj les ensembles

{n ; sj(n) =

THEOREME 3.

d(EnAlm ceeNAY) = d(E)'d(Al)""d(A\))

Démonstration

c.
]

(mod mj)} , E un ensemble c.p.p.

Les ensembles E, Al"" Av sont indépendants :

d(E)

Sous les hypothéses indiquées le théoréme 2 permet

d'affirmer que les fonctions

(£,

k1 kv
2im — s, (n) 2it =— s, (n)
.fv)(n) = e mp 1 ce. € Ty

sont pseudo-aléatoires si

0 < k, € m,-1

1 1

beres 0 <k <my =1, (ky,eaa,k) # (0,...,0).

Donc, si X est la fonction caractéristique (B-p.p.) de E, on a

(proposition 3,

§ I-2-1) les m

veo. M =1 relations
1 v
k1 kv
1 2imw = sl(n) 2iTw — s, (n)
1 v
x(n) e co. € -0
0
| k1 kv
-2ig— ¢ -2imt— ¢
m 1 m

1 v

En multipliant ces relations respectivement par e aes @
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s, (n)-c s _(n)-c
211k, — 1 217k v
1 N-1 1 m v m
1
"ﬁ Z X(n)e ¢ ¢ 0 e g 00
n=0
1 N-1
Comme d'autre part : § X Xx(n) - d(E) ,
n=0
il vient, en sommant membre 3 membre , les m oM, ... W relations
obtenues , si x, est la fonction caractéristique de A, :
i J
(m, ... m IM(Xxy eee Xy ) = d(E) , c'est-a-dire
1 v
dENAN ...na) = —SEL
\Y] mloaum\)

Faisant dans cette rel

1
d(A) = — .

- - 1 - 0~
précédent démontre entiére

ANALYSE DES RESULTATS

II1I-2 Une seule base inte

ation E = N et mz = 1

ment le théoréme 3 .

rvient

1) Si 1'on fait v

on a si (m,g-1)

d(ENA)

Ce théoréme traduit pour E

(cf, I-1-5,

Enongons le pour E = Qr :
que sg(n) = ¢ (mod m) a un
des entiers "r-free" et 1

(mod m) sont indépendants,

2) Si m et g-1 ne

1 , posant g, = 8 et A

1 1'indépendance :

ey .am (- ié§)>

al + b (a > 0 ,
L'ensemble des entiers
e densité qui vaut

'ensemble des entiers

sont pas

b entiers) ,

mg(r) °

premiers entre eux,

pour £ # 3 , on a :

Cette derniére affirmation combinée avec le résultat

{n;sg(n)Ec(mod m) },

Q G

r s

c et d) les théorémes I, II, III de Gel'fond dans [5] .

n "r-free'", tels
L'ensemble

n tels que sg(n)Ec

certaines

fonctions intervenmant dans la démonstration du théoréme 3 ne sont

pas pseudo-aléatoires, mais dans ce cas on peut évaluer (aisément)

leur moyenne méme si on les multiplie par la fonction caractéristique

de la progression arithmét

ique aN + b,
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On peut obtenir les résultats suivants @

1
am

si (a,m,g-1) 1 : d((aN+b)N A) = d(aN+b).d(A) =

§ > 1 : si b-c # 0 (mods) : (aN+b)N A = ¢

si (a,m,g-1)

0 (mod8) : d((aN+b)N A) = s

si b=-c am

|}

= §,d(aN+b).d(A) .

ITII-3 Deux ou plusieurs bases interviennent.

N S
mlmZE(z)

1) Enongons d'abord le théoréme : d(Q,Nn Aln A,)

L'ensemble des entiers n '"square-free" " tels que

sgl(n) = cl(mod ml) , S 2(n) = cz(mod m2) , avec
(81,82) = (ml,gl-l) = (mz,gz—l) = 1 , a une densité qui vaut

6

Z
1 B T

m

2) Pour E = N (en suivant une remarque analogue a I1-2,2))
on peut démontrer que si (mj R gj -1) = Gj , on a l'indépepdance :
d(Alﬂ ce DAY = d(Al) .o d(Av) , si et seulement si les Gj sont
premiers entre eux deux a deux . (Pour v = 2 , ce résultat est celui

qui est cité dans 0-1-b) .,

Disons, au vu de la formule d'indépendance précédente, que

les fonctions s;,..., s sont "indépendantes".

ITII-4 Toujours dans les mémes conditions : B1se++58, sont deux 3
deux premiers entre eux, on établit aisément le résultat suivant
(cf. proposition 4 de I-2-2)

Si (qn) est une suite d'entiers c.p.p., dont la fonction caracté-

- v

ristique est de moyenne non nulle, alors, la suite nw I
j=1

est équirépartie modulo 1 si, et seulement si, 1'un des aj au moins

o sj(qn)

est irrationnel,

Ce résultat pour v = 1 | q, =0 , était déja donné par

Michel Mendés~France dans sa thése [7] .

- -t -t
T T
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