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LA PROPRIETE C, DES CORPS
par
Guy TERJANIAN

a) Introduction.

Nous ferons un exposé historique du sujet qui est assez neuf puis-
q
qu'il commence en 1933 ; nous ne prétendons pas a la rigueur historique ;

nous voulons surtout montrer l'enchafement des idées,

Sauf mention expresse du contraire, tous les corps considérés

sont commutatifs. Il est cornmode de poser une définition :

Définition. - Soient K un corps commutatif et i 2 0 un entier, on dit que K
a la propriété Ci(resp. la propriété Ci forte), si, pour tout
couple (d,n) d'entiers = 0 tels qu'on ait n > a' et pour tout

élément f de K[X1 se e ,Xn] non nul, de degré d et homogene

(resp. sans terme constant), f posseéde un zéro non banal dans K,

On voit immédiatement que, pour qu'un corps ait la propriété CO )

il faut et il suffit qu'il soit algébriquement clos.

b) La période 1933-1936.

En 1933, C.Tsen démontre, dans [14], que si K est un corps
algébriquement clos, le groupe de Brauer du corps K(X) des fractions ra-

tionnelles 3 coefficients dans K est nul. Analysant le travail de Tsen,
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Emil Artin pose la définition de la propriété C1 , a la terminologie pres, car

il appelle quasi algébriquement clos un corps qui a la propriété C1 ; i1 remarque
alors que Tsen démontre deux choses : d'abord qu'un corps de fractions ra-
tionnelles 2 ccefficients dans un corps algébriquement cios est C1 . ensuite que

si un corps possede la propriété Cl . son groupe de Brauer est nul.

Vu le théoreme de Wedderburn qui affirme que tout corps fini est
commutatif, Artin cenjecture qu'un corps fini est C1 . conjecture faite aupa-
ravant par Dickson ; ceci est prouvé en 1935 par Chevalley dans [7] ; en fait
Chevalley prouve qu'un corps fini a la propriété C1 forte. Ce résultat a été
précisé par Warning en 1935 dans [17] , résultat qui, 2 son tour, a été précisé

par J. AX en 1964, dans [2].

Soit £ le corps obtenu en adjoignant au corps des rationnels, toutes
les racines de 1'unité, la théorie du corps de classes permet de montrer que le
groupe de Brauer de {1 est nul ; Artin conjecture que (1 est C1 ; nous dirons
que c'est la 1ere conjecture d'Artin ; on sait qu'elle est vérifiée pour les formes

quadratiques, mais on ignore si elle est vraie,

Soient K un corps et i 2 0 un entier, nous appellerons forme nor-

mique d'ordre i, tout élément de KL X1 s oo e s Xn] , homogene, non nul. de
degré d, avec n = a* » n‘ayant que le zéro banal dans K.

Soient K un corps muni d'une valuation discrete, de corps résiduel
k, on voit aisément que si k possede une forme normique d'ordre i, K
possede une forme normique d'ordre i+ 1 : soit K un corps fini, les normes
des extensions finies de K nous donnent des formes normiques d'ordre 1 ; donc

le corps Qp des nombres p-adiques possede des formes normiques d'ordre 2 ;
Artin a conjecturé que, pour tout nombre premier p, le corps Q est C2 ;
' P

) eme . . . N
nous dirons que c'est la 2 conjecture d'Artin ; en 1936, époque ol cette
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conjecture a été faite, on savait, comme conséquence des travaux de Hasse
[10] , qu'elle est satisfaite pour les formes quadratiques ; on verra plus loin

que cette conjecture est fausse.

c) La période 1945-1963,

En 1952, Lewis [12] et Demyanov [8] démontrent que la 2e
conjecture d'Artin est vraie pour les formes de degré 3. A la méme époque,
Lang [11] démontre divers résultats généraux sur les corps qui ont la pro-
priété Ci et qui, de plus, posseédent des formes normiques d’ordre i. Dans
le m&me article, Lang démontre que, si un corps K, muni d'une valuation
discrete v, est hensélien pour v, a un corps résiduel algébriquement clos
et est tel que K , son complét é, soit séparable sur K, alors K est C1 .

(<

Ceci milite en faveur de la 1% conjecture d'Artin, puisque il en résulte que

les complétés Q du corps (1 défini en b), pour ses diverses valuations sent
C, . | |
1

Lang remarque en 1953, dans un article aux Annals of Math.
que 1'on peut définir une propriété Ci restreinte 2 des polyndmes homo-
génes dont les degrés appartiennent 3 une partie stable par la multiplication

des entiers 2 ] et que 1'on peut étendre a cette propriété Ci les résultats

qu'il a obtenus dans [11].

En 1957, Nagata étend les résultats de Lang aux corps qui
ont la propriété Ci , mais ne possedent pas nécessairement de formes nor-
miques d'ordre 1i; en particulier, il démontre que si K est un corps Ci s

toute suite (fi)i =1l,...,r d'éléments de K[X1 s e s Xn] . telle que chacun

s N s - 1 s i P
des fi soit homogene de degré 'd et qu'on ait n® rd a un zéro non banal
dans K ; il démontre aussi que si K est un corps Ci , le corps K(X) est

Ci+1 ; enfin, il remarque qu'on peut définir la propriété Ci pour tout

nombre réel i2 0 et qu'elle jouit des mé&mes propriétés que la propriété

Ci ot i est un entier [13].



Signalons aussi, dans cette période, les travaux de Brauer

(5] et de Birch et Lewis [4].

d) La pdriode 1964-1970,

En 1964, Ax et Kochen, dans (3] ., démontrent ia chose sui-
vante : pour tout entier d = 1, il existe un entier m(d) tel que, pour tout

nombre premier p 2 m(d), tout élément de %[Xl s e was Xn] . homogere,

de degré d et tel quion ait n d2 a un zéro non banal dans K.

eme
En 1966, Terjanian [15] montre par un exemple que la 2
conjecture d'Artin est fausse. Browkin construit d'autres exemples qui mon-
trent que. si pour un nombre premier p et un nombre réel i 20, le corps

Q est C. , alorsona i2 3,
= i

En 1966, Greenberg [9] montre que si K a la propriété Ci .
le corps K({(X)) des séries formelles & coefficients dans K a la propriété

Ci+1 :

Soient n un entier 2 1 et f un élément d'une algebre de po-

lynémes A[Xi]iEI , on dit que f est n-homogene, siles degrés des compo-

santes homogeénes de f qui ne sont pas nulles sont congrus entre eux

modulo n .

En 1969, Terjanian, aidé par Serre. [16] démontre : soient

P un nombre premier, K un corps dont toute extension finie a pour degré

une puissance de p et (fi)i- ) , une suite d'éléments de K[X1 s e e Xn}

telle quton ait n > r, que chacun des fi soit p-homogene et de degré
étranger a p, alors f a un zéro non banal dans K.

(p)

Ce résultat conduit & définir une notion de propriété C.
p étant un nombre premier, en se restreignant dans la définition de la pro-

priété Ci aux polyndmes p-homogenes et de degré étranger & p. On cons-
(p)

tate [16] que cette propriété Ci a un comportement analogue a celu: de

la propriété Ci .
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