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Séminaire de Théorie des Nombres 9-.01
(J. LESCA)
Année 1968/1969 , n° 9 7 Février 1969

RANG p-ADIQUE DU GROUPE DES UNITES

D'UN CORPS DE NOMBRES

par

Jean FRESNEL

O - INTRODUCTION. Cet exposé a pour but, tout d'abord, de présenter

le probléme du rang p-adique du groupe des unités, d'un corps de nombres
posé pour la premigre fois par H W. LEOPOLDT [11]. Nous exposons
ensuite la méthode d'AX [3] et de BRUMER [4] qui permet de montrer

que le rang p-adique du groupe des unités est égal au nombre de Dirichlet
(c'est-a-dire au rang du groupe considéré comme 2Z-module) dans le cas
d'un corps de nombres abélien. Dans un dernier paragraphe nous montrons le
lien entre le rang p-adique du groupe des unités et le nombre de I -extensions
indépendantes d'un corps de nombres. Remarquons enfin que la solution

du probleme du rang p-adique du groupe des unités d'un corps de nombres
permet dans le cas d'une extension abélienne de @ de déterminer le

résidu au point 1 de la fonction Zéta p-adique a l'aide entre autres choses

du régulateur p-adique [10] , [1] .
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. - DEFINITION DU RANG p-ADIQUE DU GROUPE DES UNITES

Soit ‘]31 , ‘BZ s e s ‘ﬁk les idéaux premiers de l'anneau A au-

dessus du nombre premier p . On notera K,B le complété de K pour la

valuation ‘Di_adique et P‘D le groupe des unités principales de K‘B (ciest-
a-dire le groupe des rxeKJ;‘ tels que la valuation ‘]3i-adique de x-1 soit
positive). Soit UO(K) le solus—groupe de U(K) des élémenis x de U(K)

satisfaisant x= 1 rnod‘}.‘>l‘,ﬁ]32 ,,,,, ‘Dka On remarquera que UO(K) est un_

sous-groupe d'indice fini de U(K). En effet, si N(‘Di) désigne la norme

absolue de P. et si n = ppcm (N(P,)-1) on a UK c U (K).
1 1€i<k 1 o

il est clair que les sous-groupes P‘-P qui sont complets pour la

-~ . 1
topologie ’bleadique peuvent étre munis d'une structure de prmodule

Plus précisément s1 a€ Z_ etsi u=1+1E€ P‘D on pose
P 1
Ioe) . L
a _ a, i a, afa-1)... (a-i+l)
u _i:‘%(i)ﬂ ou ()=

Soit V(K) l'adhérence dans T;qu3 (muni de la topologie produit)
de l'image de UO(K) par l'application diiagonaler, Ainsi V(K) est un sous-
Z -module du Z -module 7T P etle Z -rang de V{(K) s'appelle 1=

p P 1sisn P p ,
rang p-adique du groupe des unités de K et on le note rp(K) .

On note par r(K) le rang du groupe U(K), on sair d'aprées le théo-
réme de Dirichlet [13] que r(K)+1 est égal au nombre de valeurs abso-
lues sur K qui prolongent la valeur absolue ordinaire de @ . [l est 1m-
médiat que 1'on a 1'inégalité

rp(K) < r(K).



[1 - INTERPRETATION DU RANG p-ADIQUE DU GROUPE DES UNITES

COMME RANG D'UNE MATRICE

1) Rappel sur le logarithme p-adique. Soit Qp un complété d'une
cloture algébrique de Qp et x - ‘x' sa valeur absolue. Soit ,Ap l'anneau
de valuation de Qp ; mp son idéal de valuation et Up le groupe des x¢€ A‘p
tels que |x|=1. Si F‘p est le corps 2 p é€léments, _J?‘; une cloture algé-
brique de F , alors Fp est le corps des restes de Qp . Soit x - X,
la surjection canonique de Ap sur Fp et @ l'application de Ap dans A
qui induit sur F‘p une application injective et multiplicative (resprésentant
de Teichmuller) ; l'image de w n'est autre que 0 et le groupe des racines

de 1'unité de Ap dont l'ordre est premier a p ; d'autre part s1 x€ U

on a
X
-1li< 1
w(x)
On sait que sur l+373p le logarithme p-adique de u est définm par
n
oo - -
logu = % (_l)n 1 (u-1)" ;
n=1 n
et plus généralement si u¢ Up on pose
n
u
log u = ;‘O ( 1)n—l wid i
n=1 n ’

il est alors aisé de vérifier, sachant que @ est une fonction multiplicative

que
loguv =logu+logv ,

quels que soient u, vé U

2) Rappel sur idéaux premiers et valuations. Soit K un corps

de nombres, A la cloture intégrale de Z dans K . Soit p un nombre

premier, (Dp le corps p-adique élémentaire, Qp un complété d'une cloture
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o] ) I=s
n

1"-2
n @-homomorphismes de K dans Qp . La correspondance entre @-homo -

algébrique de (Dp et X - lx‘ sa valeur absolue, Soit o

morphismes et idéaux se fait par
BP={xea]|lplx)|<1}.

Il est clair que P est un idéal premier puisque c'est l'image

réciproque de l'idéal de valuation de Q

ES

S1 0 est un @Q-homomorphisme, notons par o(K) l'adherence de
o(K) daus Qpﬂ On dira que deux @Q-homomorphismes g et g sont équi-

valentes s1 le @Q-isomorphisme entre o(K) et og'(K) se prolonge en un

(Qp_iso:morphisme entre g(K) et o'(K). On voit alors que deux homomor -
phismes sont équivalents si et seulement si ils définissent le meme idéal
premier. Par suite les classes d'équivalence d'homomorphismes sont en
bijection avec les idéaux premiers de K au-dessus de p . Soit dorc

0., O des représentants de ces classes d'équivalence en bijection

1 y IR Ok
respectivement avec ‘Dl, ‘BZ s e s ‘Bk

Soit K\:‘3 le complété de K pour la valuation ‘Di-adique considéré
i .

comme un sous-corps de Qp 0 est donc 1'homomorphisme injectif de

K dans K$i . Si I A € UO(K) et si il existe aja,. ,areZ,
tels que '
| a, a2 a
(1) olu,) .ou,) ™. glu ) = 1 darns (O
1 2 P
on a aussi
al ar ar
o”(ul) ; O"(uz) SREERE o”(ur) =1 pour tout o .0 .



9-05

Si donc on a 1'égalité (1) pour ¢ = o, l1<i<k, on a donc l'égalité

pour tout homomorphisme. Il suit donc de ces remarques préléminaires

que si & est l'injection de UO(K) dans UP‘B et si <I>(u1); e CID(ur) sont
1 .
Z lhés par t
g 1 *2 oy
CI’(ul) QCID(uZ) . . <I>(ur) =1 ,
on a a a a
1 2 r _
sl o) L o) T

pour tout g , et par suite

]- o o e 1 = Y
a, log o(ul) + +a_log g(ur) 0
il s'ensuit alors que le rang de la matrice (logo.(u.)) 1<jsn est inférieur
. l<isr
a r.
Réciproquement si le rang de la matrice (log o.(ui)) I1<j<n est
I<i<r
inférieur a r , il existe @y By ey B appartenant au compositum des
K tels que
‘bi
2, log o-(ul) T tag log c(ur) = 0 quel que soit o .
Soit T wun Qp-—automorphisme de Qp , on a
‘L‘(al) log T o c(ul) ...t ‘l:(ar) log T o c(ur) = 0

quel que soit 5 , comme Tog est un homomorphisme de K dans Qp .

on a
‘L‘(al) log o(ul) + ...+ T(ar) log o‘(ur) =0

quel que soit o . Il est clair que si l'on a cette égalité pour tout (Dp -auto -
morphisme T de Qpn Si T désigne la trace du compositum des K,13
i
sur @ , ona
p

T(al) log c(ul) +... 4 T(ar) log o(ur) =0 .



Cec1 montre alors que d:(ul) ) cb(u.a) s e @(ur) S0 Z,,p liés

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer la proposiiion suivante

PROPOSITION [15]  Soit K un corps de nombres de depgré n sur @O .

soit (c.) un systéme d'unités de K tel que le sous-group- engendreé
SO1. ey 9t = 2 s NRENCLE.

1<1=r(K)
soit d'indice {ini dans le groupe U(K) des uni‘és de K

part (él,)ISISY(K)
Soit (y_) les @Q-homomorphismes de K dans Qp . Alors le rang de

1" 1<i<n : ,
la mairice (log e J)l=i=r(K) est égal au rang p-adique du groupe des
o 1€j=n
unités de K.
Preuve, Les remarques précédentes p=rmettent de montrer qu- I« ranyg

de la matrice (log o,(u1)) Isi<r  est égal au va rang du Zp module «nge«. -

1€j<n
dré par cIﬁ(ﬁul) 7 @(u&) D e e @(u‘r) . Il reste alors a constater que s1
(‘ai)l§1S‘r(K) et (gl)ls‘lsr('K) engendrant un sous-groups d'indice fini de

U(K) . les matrices
,~ G'J ‘ GJ
llog ¢ )lS‘ISF(K) et Uog ¢ 1 )Iﬁnﬁr(’K)

1<j<n I€j=n

ont le méme rang,

I - CAS GALOISIEN

Supposons que K soil une extension galoisienne finie de @Q de
groupe de Galois G . On sait d'aprés le théoreme de Mirkowsk: [ 14 1¢]
qu'il existe une unité g telle que le systéerme (’O(E))O‘GG
groupe d'indice fini de U(K) . La proposition | montre alors que le rang

e

erigendre un sous

de la matrice (log (o v est égal au rang p adique Au groupe

des unites,
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PROPOSITION 2, Si pour tout corps de nombres K galoisien sur @

on a

Preuve, En effet, soit K la plus petite extension galoisienne contenant
L,sig,e,s on s € (L) engendre un sous-groupe d'indice fini de U(K) ,
il existe alors Me@)+1 " " e (K) tel que (61,62,0“ , er(L) e (L)1

) nr(K)) engendre un sous-groupe d'indice fini de U(K). Il reste

alors a utiliser la proposition 1 .

IV. - CAS ABELIEN

Nous allons voir que dans le cas abélien le rang de la matrice

-1
(logot (¢ )g e s'exprime trés simplement en utilisant le dual de G .

PROPOSITION 3 [7]. Soit G un groupe abélien fini, f une application

de G dans un corps K, M la matrice

M=(E6T ), g

Soit G le dual du groupe G . La matrice M est semblable a la

matrice diagonale dont les é1éments sont ( ¥ x(o) f(c)) A . En consé-
0€G xeG
quence

detM=TT (2 xl)i@)) .
X€EG oG

de plus

nombre de Y€ G tels que T y(o)flo)£0.

rg(M) zJ
0)
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Preuve, Le vecteur (‘X(dl)g X((fz), ces s ‘X’(on)) est un vecteur propre de
la matrice M dont la valeur propre associée est EZGX(O) i(0). Diaurre par:
o)

les vecteurs (X(Ol) s coe X(Gn) ) sont indépendants. En effe:

-1 -1
] {
L X,0,) %)) X0 N fxq (@) x(fo,)
. . 1 -1
i 1 xlbé) xﬁoz) anz) XZ(OI) XZ(GZ)
oooooooooooooooooooooo ]’
)\ 0 %00 o x 0 e k6,
1" n 2 n’ n- n n 1 n o2

Nous pouvons maintenant a 1'aide de cette proposition déterriner

le rang p-adique du groupe des unités d'un corps de nombres abélier.

THEOREME 1 [3].[4],[5]. Soit K un corps de nomktres abélien sur

Q . alors

Preuve, Soit Ko la sous-extension maximale réelle de K , le group=
U(KO) est d'indice fini dans U(K) (pour plus de précision voir apperdice)
par suite, on a

rp(Ko) = rp(K) .

Supposons donc que K soift une extension abélienne réelle, S1 n
est le degré de K sur @, il s'agit donc de démontrer que le rang de

-1 .
la matrice (logot (g)) est n-1, lorsque & est une unité de

0,T€G
Minkowski.

Par suite, en utilisant la proposition 3 , il suffit de démontrer que«

Y x(o)logole) #0 pour x# 1.
oG
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La famille (log G(s))o%a est un systéme (D-indépendant puisque
€ est une unité de Minkowski. Un théoréme [4] sur la linéaire indépendan-
ce des logarithmes de nombres algébriques montre que ce systéme est D-

indépendant (E} est une cloture algébrique de M ). Ainsi

T (x(0)-1) log o(e) # 0 si y#A1.
ocfe

Comme la norme € est £1, on a

Y logo(e) =0.
ceG

Il en résulte que

T xo) logo(e) #0.
ocG

Remarque. Si 1'on savait que des logarithmes de nombres algébriques

qui sont linéairement @Q-indépendants sont alors algébriquement indépen-

dants sur @Q , on pourrait alors montrer que

quel que soit le corps de nombres K [16] (cf. remarque 3, p. 02).

V - NOMBRE DE T-EXTENSIONS INDEPENDANTES D'UN CORPS DE

NOMBRES
1) T-extension

Définition 1 [8],[9],[15]. Soit K un corps, on appelle T-extension de
K toute extension L de K telle que Gal(L/K) soit isomorphe algébrique-

ment et topologiquement a Zp (groupe additif des entiers p-adiques).

Puisque les seuls sous-groupes fermés d'indice fini de Zp sont les

n . . £
p Z_ il existe une seule suite croissante de corps (K,) de degré

i'1€N
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fini sur K tels que

K=K cK. cK_c,..cK, C.,..CL
o 1 2 1

avec Gal(K_/K) =2/ L=UK
p 2 i€EN
M Soit Pn 1'extension cyclotomique de @ engendrée par les

. n+l iéme s .
racines p de 1'unité, soit P= U P , alors P estune T-ex-

neN 1
tension de PO .

Soit (Dn l'unique extension cyclique de @ de degré pn contepue

dans Pn , alors L =U (Dn est une T -extensionde @ .
: n

Soit L. une T -extension de K , soit K! une extension finie de K .
Alors K'L est une T -extension de K' . Ceci montre que toufe extension

finie de @ admet une T -extension.

2) Ramification dans les T-extensions [9],[15]

Définition 2. Soit K une extension finiede @ . L une T-extension de

K, (K1) la suite des sous-corps de L. extension finie de K . Un diviseur

premier de K (fini ou infini) est dit non ramifié dans L s'il est non

ramifié dans K,  pour tout iz 0.
i

PROPOSITION 4, Soit K une extension finie de Q , L une I'-extension

de K. Soit T un diviseur premier infini de K , alors P est non ramifni

dans L.

Preuve. Si p estimpair c'est évident., Si p =2 et si P estrarmiiié dans
Ki 1l 1'est dans K[1 pour nz 1, la sous-extension réelle maximale de

et B n'est pas ramifié dans K o cequ eptraine
n

K est donc K
n n-1

une contradiction,
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PROPOSITION 5, Soit K une extension finie de @ , L une T -extension

de K avec Gal(LlK) ==Zp. Soit P un premier ramifié dans L , alors

Blp .

Preuve. Soit n le plus grand entier tel que P soit non ramifié dans Kn .
Soit q un premier de Kn divisant P . Soit m > n , d'apres la théorie

de la ramification d'Hilbert, Kn est le corps d'inertie de P et 1'idéal q
est completement ramifié dans Km . 8i P4p , alors la ramification est

douce et par suite l'indice de ramification de q dans l'extension Km de

m -
Kn est p et 1'on a pm n ‘ [NK ‘Q(q)-l] . Ainsi lorsque m tend

vers l'infini cette division est imposé?ble et par suite ‘B‘p .

COROLLAIRE 1. Soit L une T-extension de K . Il existe au moins un

premier P de K ramifié dans L et au plus un nombre fini,

Preuve. La deuxiéme partie du corollaire est la proposition précédente et
la premiére partie est une conséquence du fait que l'extension abélienne
maximale non ramifiée de K (corps de classes de Hilbert) est une extension

de degré fini (égal & 1'ordre du groupe des classes d'idéaux de K ).

3) Théorie du corps de classes pour les T -extensions

Soit K une extension finie de @Q , L une T -extension de K , avec
L=UK et

Gal (K \K) =2/ , ona alors
n n
P Z
Gal (L |K) = lim Gal(K_|K) = Z_.



Notons par L];n 1'application d'Artin wK_niK du groupe J des ideles
de K sur le groupe Gal (Kan) [6] (cf. Tate, Global class field theory).
Soit d'autre part { la limite projective des application q’;n . Alnsi § st
un homomorphisme continu de J dans lim Gal (Kn‘K) = Gal(L|K) = Zp
L'application § est surjective ( [6],[2] ) etainsi J / Ker { = Zp
Réciproquement si N est un sous-groupe fermé de J contenant lK* rel
que J/N soit isomorphe (algébriquement et topologiquement) a Zp alors
la surjection canonique J - J/N est l'application d'Artin d'une T'-exten-
sion (théoreéme d'existence). On peut préciser cette bijection ¢nire les [ -
extensions et les sous-groupes de J . Soit

H:f%)GJ‘%=1 pour Bip et aq}EUq}}

pour P fini

(U(p

désigne le groupe des unités P-adiques).

PROPOSITION 6. Il v a une correspondance bijective entre les T-exien -

3
sions de K ef les sous-groupes N de J contenant K H tels que

J’/N2 Zp . L'application d'Artin de la T -extension définie par N est la

surjection canonique J - J/N .

4) Nombre de T -extensions indépendantes d'un corps de nombres | 9]

Soit K une extension finie de @M, Kab la cloture abélienne de K
ab ‘ . . ab
et G = Gal (K ]K) le groupe de Galois topologique de K sur K.
D'apres la théorie de Galois il y a bijection entre les T-extensions de K
et les homomorphismes continus de G sur Zp . Le groupe
A = Homcom(G, Zp) des homomorphismes continus de G dans Z est

canoniquement muni d'une structure de Z -module,
p


http://desid.el.es
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Par définition 3, le nombre de T -extensions idépendantes de K est
le rang du Zp—module A

: . ¥ 1 hé ) ¥* (- . k
PROPOSITION 7, Soit K"H l'adhérence de K'H et J J/K%H . Alors
le Z -module Hom (G, 2 ) estisomorphe 3 Hom (J, z).

- p ont P cont

P
Preuve,

Cet isomorphisme est défini par 1l'application ¢ = . ou
est 1'application d'Artin de J sur G . Il suffit ensuite de remarquer que

Ker §C K*H puisque ker { est la composante connexe de J .

Nous sommes donc ramenés a calculer le rang sur Z de J'. On
p
a la suite exacte :

1 ;l_l— U > J! »

> I- > 1
Blp /B

I estle groupe des classes d'idéaux de K, E' estl'adhérence
dans | [,

U‘D de l'image du groupe des unités de K , par l'application diago
Blp

nale,
On a I = groupe fini
n . -
[ TU, = (groupe fini) ® 2 ol n = [K;QJ
P P
Plp
B

= (groupe fini) @ z° l1<s<r + rzml
(r1 est le nombre de valeurs absolues réelles et r est le nombre de valeurs
absolues complexes de K ). Par suite on a

J! = (groupe fini) @ Z?l’s



PROPOSITION 8 [9]. Le nombre de T-extensions indépendantes d'un corps

de nombres K est n_rp(K) ou n estle degré de K sur @ et 'rp(K“) est

le rang p-adique du groupe des unités de K .

On a donc 1'inégalité
r2+1 < nombre de I'-extensions indépendantes < n-1 .,

En particulier si K est une extension abélienne (non réeile) de @ le

théoreme 1 montre que le nombre de T -extensions indépendantes «s! rtl

Vi - APPENDICE, RELATION ENTRE LES UNITES D'UN CORPS
ABELIEN ET CELLES DU SOUS-CORPS REEL MAXIMAL

Soit K une extension abélienne de @ , KO le sous-corps réel
maximal. Si 1'on note par ¢ la restriction a2 K de l'automorphisme de
conjugaison complexe, Ko est le sous-corps des invariants de K par o.
Soit E le groupe des unités de K, W le groupe des racines de 1'umré de
K et EO le groupe des unités de KO . Nous allons démonirer que l'ordre

du groupe quotient E est 1 ou 2.

/
WE,

PROPOSITION 9. Un entier algébrique dont toutes les valeurs absolues

archimédiennes sont 1 est une racine de l'unité,

Preuve, Les entiers algébriques d'un corps de nombres dont toutes les
valeurs absolues archimédiennes sont 1 forment un groupe muliiplicatif.
D'autre part, ce groupe est fini puisque ses éléments sont racines de poly-

nomes a coefficients entiers et bornés.
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PROPOSITION 10, Soit K une extension abélienne de @ . Notons par g

la restriction 3 K de l'automorphisme de conjugaison complexe., Soit a

un entier algébrique non nul de K, alors a est une racine de l'unité.

Preuve. Notons I ‘ la valeur absolue complexe. Soit T un automor -

phisme quelconque du groupe de Galois de K sur @ . On a

a _ _tla) i 2
T ( a(a) ) = o(t(a)) (commutativité)
et ainsi |t (;(a))i =1

: , . p 1- : :
Par suite tous les conjugués de a 9 sont de valeur absolue complexe 1

1- « . .
et a O estune racine de l'unité (proposition 9).

Remarque. Sil'extension K n'est pas abélienne, la proposition est fausse,

11 suffit par exemple de remarquer que

3

jﬁfznl

~3 £l
EVE -1

primitive cubique de 1'unité,

.2 < . .
2 S B , ou j est une racine

PROPOSITION 11. Soit n€ E , alors il existe '€ E tel que

n=mn' modWEo et n''=(Ce avec €€ EO

BN
em

. s ,k 1eme " N
et C estune racine primitive 2 de 1'uniié avec k2 2.

2
Preuve. Soit n€E , alors n = (n.a(n)). B—(%]—)w , m.oln)e E_ el
d'apres la proposition 10 , n/o(n) est une racine de 1l'unité. Cette racine
kie /
de 1'unité est produit d'une racine primitive 2 M e 1'unité ¢ et d'une

Y
. e ieme . ‘ :
racine primitive g, m de 1'unité avec (m,2)=1. Par suite



(——)% = (n. o)) ¢

m+1
e 2
Si k=0 ou 1, QGEO et la proposition est démontrée &rn prenant
n' = 'r]/ m+1
2 2

THEOREME 2. Soit K une extension abélienne de @Q , Ko le sous-corps

maximal réel, Soit E le groupe des unités de K, W le groupe des racines

de l'unité de K , EO le groupe des unités de Ko . Alors le groupe quotient

: T -
E/W"E est d’ordre 1 ou 2.
o
Preuve, Il s'agit de montrer que si n et n'€E et si n Q’WEO et
n'égw Eo , que mMm=mn' mod WEO . Nous allons considérer pour cela trois

possibilités et ensuite conclure,

2
= g L i - = g .
a) n" =c€E_ et n'"=¢'€E_. Alors K K_(n) et n/qwel{o‘
ce qul prouve que

n = n' mod WEOQ

2 2
b) n =¢€ Eo , m' =Ce" , &ef GEO ,  est une racine primitive
k ig s .
27 '€ ge 1'unité avec k=2 2. Alors K = Ko(l) et ne WE_ .
2 2 . ,
c)n =Ce, n'"=C"¢e" , avec aGEO; ge'e EQ et { et (' sont
. . e k ie " leme | :
respectivement des racines primitives 2 1EME ot Zk T e 1'unité

avec k, kf22 . Alors K =Ko(i) ;, si k = k' d'apreés b) ona n/ EWE |
n o
Si k> k' il suit de b) que V(_khIGWEOG
2
¢

En utilisant finalement la proposition 11, le théoreéme est démontré.
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