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(7. LESCA)
Année 1968/69 , n° 7 20 Janvier 1969

SUR LA STRUCTURE DU p-GROUPE DES CLASSES DU

CORPS CYCLOTOMIQUE Q(p) , d'aprés LEOPOLDT [ 5]
par
Frangoise BERTRANDIAS

........

» [
1. Description des p-groupes attachés a (D‘p>o

I.1. - p désigne un nombre premier % 2, (D(p) le corps des racines

-emes de 1'unité, une racine primitive de 1'unité. On note
P P

g = Gal (Q(p)/Q) ; Qo(p) -oc+eh.

Soient : F le groupe des idéaux fractionnaires non nuls de Q(p)

b

H 1le sous-groupe des idéaux principaux, et H le sous-groupe des idéaux
0]

\ , . . . < m . . .
[T, teis qu'il existe un entier m premier 2 p pour leguel JT soit princi-
pal.

Le groupe des classes ¥ = F/HO est d'ordre fini h ; on sait [1] ,
[3] que si ho {resp. h%) est l'ordre du sous-groupe des classes réelles
(resp. relatives, c'est-i-dire dont la norme par rapport 2 (Df)p) est la clas-

. > P % e £ 2
se principale), on a 1'égalité : h =heh - Kummer a montré que si p

- ; . #*
divise h, alors p divise h .



Rappelons que si p est premier 3 h (nombre premier régulier),
le théoreme de Fermat est vrai pour l'exposant p ; de plus Vandiver a
P, YP p

montré que si p est premier a hO , 1'équation x = z© mne possede pas

de solution en entiers x , y, z non tous nuls et premiers a p.

1.2, - Le p-groupe des classes de (D(p) est , par définition, le groupe
BH=F/H . On voit facilement que B est canoniquement isomorphe au p

sous-groupe de Sylow du grcupe des classes ¥ .

Le groupe g opeére sur F ettout g de g laisse H globalement
invariant ; par passage au quotient, g opere donc sur S . Notons T
l'automorphisme de g ''passage 2 l'imaginaire conjugué', ‘Bo (resp. 5%)
le sous-groupe des éléments d de . invariants par T (resp. tels que
d.d" soit 1'élément neutre de 5 ).

3

On montre : B = ,BO x B° (produit direct).

3*
. . 3¢
Soient r , ro et r les rangs respectifs des groupes B, ,BO et B

(le rang d'un p-groupe abélien est par définition le nombre de facteurs

d'une décomposition de ce groupe en produit direct de sous-groupes cy-
cliques [2]). Un des résultats de Léopoldt est la double inégalité :

-3
r st <y + 'L-
o o 2
L, inégalité rOS o, déja démontré par Hecke [4] , a comme corol-

laire immédiat le résultat de Kummer cité ci-dessus (si p divise h,

p divise h*)a


http://fi.fi

7-03

(p) est, par définition,

1.3, - Le p-groupe élémentaire des classes de M
le groupe &= Fé"pH . On voit facilement que & est canoniquernent igo-
N i O i » o
morphe a 5/5P {(remarquer que FPHO = FPH) . & est également isomorphe
au sous-groupe des classes d'ordre 1 ou p , mais cet isomorphisme n'est
3 4+ " £1 4 1 1 p a3 - t
pas canonique. ¥ estun p-groupe &lémentaire, c'est-a-dire d'exposant p.
s #*
Le groupe g opere sur & ; on définit les sous-groupes 30 et 3 de ¥
‘s 5 * ; .
de maniere analogue aux sous-groupes ﬁo et B de B, eton voit que 30

i : . ; 3
(resp. 3*) est canoniquement isomorphe a ﬁo/ﬁz (resp. 8% /5 P). Par

3 : 2 N 3*
sont respectivement égauxa r , r , v .

. -
suite les rangs de & , 30 , &
0

1.4. - E désignant le groupe des unités de Q(p),le groupe des p classes
d'unités est par définition le groupe 4 = E/EP . Clestun p-groupe élémen-
taire de rang ‘P-Z_l— ; g opere sur 4. Une p classe d'unités u EP est
dite primaire si l'extension (D(p) (pﬁ) / Q(p) est non ramifiée ; les p-clas-

ses primaires forment un sous-groups 4§, de § .
i

2. Structure de Zp[ g] module d'un p-groupe abélien sur lequel g opere.

2.1. - @ et Z désigrant respectivement le corps des nombres p-adiques
et l'anneau des entiers p-adiques, rappelons [2] que l'algebre Qp[g] est

1'ensemble des sommes formelles ¥ a o f(a €@ ) , muni des lois
a p
ceEg
internes ''naturelles' ; cette algebre possede p-1 1dempotents IX, deux a

deux orthogonaux, et tels que :

1 = (o 1 est1l'élément neutre de g).

s
yeg X



7-04

. . & ; o .
En effet @ contient les racines p-1M%% de 1 ; si § désigne le groupe
p
des caractéres y de g a valeurs dans (Qp , on montre aisément que la

famiile (1 ) _. définie par
X'XEE

1 PR

1 = o1 z Y\ )

Xof cEg
répond a la question.
Par suite : Dlgl= v 0 1 (somme directe).

P xeg P X
On en déduit : zZ(gl= ¢ 2z 1 (somme directe).

o

2.2. - Soit U un p-groupe abélien sur lequel g opeére. On peut le munir

d'une structure de 2p[g] module en posant, pour tout u de U et pour tout
x= ¥ ao (a €2 ):
ceg © g P
a
X o, O
u = (u”)
ceg

- - . . N N ‘
ol a_ estun entier rationnel congrua a_ modulo p , ordrede U.
o} 0}

1 1
Soit UX =U X={u X \ ué U}. UX est un sous-groupe de U

et on montre (utiliser 1'égalité o ]X =¥ (o) 1X pour o € g)

U = ‘ ‘ UX {(produit direct)
XEE
by o _ x(v)
On remarque que si u€ U , c'est-a-dire si u “"=u, alors uw =u ;

on peut dire que g opeére sur U en élévant 3 une puissance chaque compo-

sante dans le produit direct ci-dessus.



o *

Si le caractere Y est pair., c'est-a-dire si x(t) =1 (7 est

I'automorphisme ''passage 2 l'imagiraire conjugué'), et si u appartient 2
)
T_ x(7)

UX , u =u =u; si ¥ estimpair, c'est-a-dire x(1) = -1, et si u
. ~ T —1 . ,y 2 . . "
appartient a UX, u =u . Par suite un élément u de U est invariant
par T si et seulement si u appartient au sous-groupe UO = | : UX :
X€ 2
X pair

T < . . #* ‘
uu = e sietseulement si u appartient au sous-groupe U = ‘ ‘ U
~ X
X€ g
X impair
(regarder séparément le cas p = 3). (On retrouve donc la décomposition

U = U0‘>< U* en produit direct déja citée dars le cas particulier U =.2).

2.3. - g opere sur le groupe A = {gll 1<i<p} des racines pémes de 1

(p)

contenues dans @ p . Comme A estcyclique d'ordre p, il existe un

caract‘ee{e de g, noté X% , tel que A = AX% ; ona, pour tout ¢ de g,
o . : o
gc = QX ©) (si r estun entier rationnel tel que ( = Qr ,
n
v¥(0) = lim P dans 2z ).
n- P
Définition. On appellera caracteére réciproque d'un caractere x de g,

et on notera X , le caractere défini par :

On remarque que x =¥ ; d'autre part, comme Y (T) = -1, X' estimpair

et donc ¥ et ; sont l'un pair, l'autre impair.



3. Rangsde p groupes &8 , b ..Lb_.
XX X

3.1. - H.W. Léopoldt démontre les résultats suivants :
THEOREME 1. e et e dégignent leg rangs de § et & .oe =1

x = 1.x X = L,x X
si X est pair distinct du caractére principal, ou i X =X ; eX = 0 sinon,
8 est un sous-groupe de & et donc = <e ; de plus e # =0,

1,% . L X T LiX X e 1,

THEOREME 2. (Spisgelungssatz) . rX er r)_( désignant leg rangs de
b et B., ona:
X — X

e 2 L =T 2 =€, .

1% X L,X

COROLLAIRE 1. Sile caraciere X est pair, ona : :rX = r_SZ.S rX +1.

De plus : r = r %
XO X

COROLLAIRE 2. r_ el * désigaant ies rangs de _BO et B, ona:

ke 1‘-73
r S rv<r + L“— .
O o 2

Les corollaires se déduisent immédiatement des théoréemes | et 2.
(et des résultats du § 2. 2). La démonstration du théoreme 1, qui utilise
un résultat de Pollaczek [ 8] , ne sera pas abordé ici ; une démonstration

complete figure dans 1'exposé de j. J. Payan [6].

Dans ce qui suit, sont exposées les grandes lignes de la démons-

tration du théoreme 2.

Signalons que les résultats de Léopoldt se situent daus le cadre

plus général d'une extension K de (D(p) , galoisienne sur @ , de degré

premier 2 p.



3.2. - D'apres la théorie du corps de classes, a tout sous groupe H'

(p)

du groupe F des idéaux non nuls de @ contenant le sous-groupe HO

(p)

des idéaux principaux est associée une extension abélienne N de @ ,

(P)/

“ (p)
un isomorphisme du groupe F/H' sur le groupe Gal{N/@Q Ph N est

non ramifiée ; 1'application ¢ H' - (@ (symbole d'Artin) réalise
galoisienne sur @ si et seulement si H' est globalement invariant par

tout élément ¢ de g .

Dans la suite on prend H' = FpHo ; Gal(N/Q(p))Q‘K ; N est galoi-
sienne sur Q. Soit G = Gal{N/@Q); G estune extension du groupe
U = Gal (N/(D(p)) par g , extension décomposée car les ordres de U et
g sont premiers entre eux ([2]) ; ona G = Uxg (produit semi-direct)
oi g=g estun relevement de g dans G ; on note o le relévement dans
g d'un élément c de g. Le groupe g opére sur U par
M ;-1 ug = v’ . On montre que l'isomorphisme par le symbole d'Artin
des groupes ¥ et U est unisomorphisme de 2 [g] modules : en effet un
élément u de U provient de la classe 0L FPH d'un idéal premieref par
le symbole d'Artin, {c'est-a-dire u = ((D(p)/(/c )) si et seulement si pour tout

N \
entifr x de N : xu = x (('/C)

‘ a’l o
x 10 xN(UZ') mod &’ ; par l'isomorphisme du symbole d'Artin 6 ud pro-

mod ¢E ; ceci est équivalent a

i

vient donc de la classe &° FPHO . Comme F est engendré par les classes

d'idéaux premiers, le résultat s'étend & toutes les classes.

Soit U = ] U  la décomposition de U en produit direct associée

~ X.
X€sg . -
a2 sa structure de g-groupe. On pose U" = l U, ; soit N le sous-
a0 X
Veg
. . ; . *® 0, \llf'éx . . v
corps des irvariants de U ; U étant un sous-groupe invariant U, N

(p)

est galoisien sur @ et on a

<1y (P)y o o

Gal (N ) = U
CWERSETY

(isomorphisme de groupes).



3.3. - L'expension N/ (ka) est abélienne d'exposant p ; (D(p) contient
les racines pemes de 1 ; par la theéorie de Kummer, on a:
-l wy
ot W={weN |w Q(p)} le groupe des caracteres U = Gal(N/ (D(p))
%
a valeurs dans (Dp st canoniquement isormorphe au groupe W= W /@ (pJ ,

par l'application qui a tout élément w (D(p) de W {fait correspondre le

u
caractére X de U défini par : X (u) =
A% W
i
Notons w=wD"" , et : X {uj=<w, u> .
\"4

Le groupe g opére sur les 3 groupss U , W et A groupe des

racines p®™€S de i dans (D(p) ; on a la relation :
o ‘6“1
<w, uvw > = <@ X u > °
. o} #{
D'ou : <w, u'> = <uw X (5), u>
-~ P . a - %{%
(d'apres la définition de y ).
i 1142 v a _A A , A
Quel que soit 1'éiément A de Zp , onna : <y,u> =<@ ,ux =<y,u > ;
;-1 -1 -1
d'ou : <@, w0 X0 )> = <w,uG>X(('l ) = <g° ‘X(O‘), u>
TT <w, X6 ) 5 'x(0)
et <@, u > =] [<uw , u>
X X
D'oli la relation {spiegelungsrelation) :
1 I=
<m,ux>:<wxﬂl>,
1X
c'est-a-dire X (™) = X 1 (u)
W w ¥
I1 en résulte D) p) (W?) = NX ,  ou W est l'image réciproque
X

du sous-groupe LlfX de W par l'application canonique de W dans W,
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En effet, les éléments u de U qui laissent W invariant point

. fos e < lxu i
par point sont caractérisés par : uiw ;) =W pour tout @ de W ,
i
- s oL 3 R - s o o
c'est-a-dire ; X 13-{(11} =X {u %) =1 pour tout w de W : ce qui équivant
W &
a2 u ~= e élément neutre de U ., Autrement dit u laisse W.).Z: invariant

*
point par point si et seulement si u appartient au sous-groupe Uy de U,

qui est par définition le sous-groupe auquel appartiient le corps N

/

UX étant izomorphe au groupe Jal(NX/ Q(p)) , et UJ%(_, au groupe

des caracteres de ce groupe, on a

{izcmorphisme de groupes) ;

il

W~ U
X

comme U et F sontisomorphes en tant que 2Z ﬂg] modules, les
p
groupes UX et ¥ sontisomorphes, On a donc l'isomorphisme de groupes:

W, =&
X X

(p)

3.4, - L'extension N/ @ P/ est non ramifiée ; le critere de décomposition

de Kummer ([7]) montre que

o1 & estun idéal de (D(p

3
w(D(p) - ¢ H estun homomorphisme de Zp[g] modules ; 1'image de

. L'application ¢ de W dans J définie par :

W_ par cette application est donc contenue dans ﬁ“;( ; le noyau de l'applica-
tion @ restreinte a3 W__ est formé de p classes d'unités primaires de W__,

qui appartiennent au groupe 51 7

2

W.. est un p-groupe élémentaire ; le rang du groupe quotient
X

u’%-(- /Kercp"df_ est donc égal & la différence entre le rang de UJ“>< (qui est égal

au rang rX de 3”)() , et le rang de Ker o \UJS_( qui est majoré par le rang

e, v du groupe é'l:%o

>
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