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Séminaire de Théorie des Nombres 5-01
(J. LESCA)
Année 1968/69 , n° 5 20 Décembre 1968

MODULE DE CONTINUITE DES POLYNOMES BINOMIAUX DANS Z

I

APPLICATION AUX FONCTIONS CONTINUES SUR Zp
par

Eve HELSMOORTEL

INTRODUCTION.

Dans le corps (Dp la valuation est supposée normalisée de telle sorte
que v(p) = 1. Etant donné deux entiers positifs n et k, et le nidme poly-

nome binémial Q
n

x(x-1) ... (x-n+1)
n !

Q (x) =
n
on considere la quantité :

by 1) = inf v(@_(0-Q(y))
n  v(x-y)=k
v(x)z 0, v(y)z0

et on établit le résultat suivant :

. Yo Logn
< = -
si n<p pr(k) k - [ Logp] ;
k ]
1 n2 k) =0
si n2p W, (k)

n
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Dans une seconde partie on considere alors une fonction f continue

sur Zp et sa série d'interpolation :

f(X) = Z an Qn(x) s
n20

et on déduit de lordre de croissance des lan\ , une condition de Lipschitz

d'un certain ordre.

1. - NOTATIONS.

Pour tout entier naturel n , on note h le nombre de chiffres de n

dans le systéme de numération de base p dans lequel n s'exprime par

1-1. : n=no+n1p+.,..+nh_1p ,

Logn
£ , h=
nht_1 0 140 ng]

] représentant la partie entiere du nombre réel X .

L'entier n étant fixé, on associe a tout élédment x de Zp les entiers

naturels p et p', N et N', d éfinis a partir du développement de Hensel
de x:
N-1 N
1-2. : = + ce . s
x xo x1p+ +XN_lp +XN‘p +

N est le rang maximum tel que

N-1
xN_ly—ZO et p—xo+o.,+xN_1p < n,

p est ainsi une des racines de Qn les plus proches de x.

J!

va 2 n

N' = v(x-p) et p'=p +x

b

enfin : N-1< h-1 et N'=2 h-1 , etsi N'=h-1 , N-1<h-1.



5-03

Si h=1 etsi xoz n_, onposera par convention : p=0 , N=1, N'=0 ,

1
=X .
P (o]

D'autre part, étant donné un entier positif k , on pose :

k-1

1-3. ¢ r=xo+x k.1 P

4+ ... +
1P *

2. - PRELIMINAIRES.

a) Si deux éléments x et y de Zp sont tels que v(x-y) = k, alors par
1-3 on leur associe le méme entier r ; pour n et r fixés, r<p , ona

les inégalités

2-1. : Inf V(Qn(x)-Qn(r))S Inf V(Qn(x)-Qn(y))S Inf V(Qn(x)-Qn(r)),
v(x-r)2k v(x-y)=k v(x-r)=k
vix-r)z k

b) Calcul de v(Qn(x)) pour v(x)= 0

n-1
v(@_ (%) = £ vix-j) - vin?)
j=0

Si j# p , on vérifie que v(x-j) = v{p-j),

Si j=p , v(x-p)=N',

p-1 n-1
viQ (x)) =T vip-jHvx-p)+ T  v(j-p) - v(n!).
j=0 j=p+1

Soit

2-2. : viQ (x)) =N'"+ v(p!) + v((n-p-1)!) - v(n 1) .



¢) LEMME : Etant donné deux entiers n et q telsque 0s q<n, ona:

2.3 - 1 - ! 1 Logmn, _
2-3. vig ') + v(({n-gq-1)!) - v(n!)2-[ Log p] = 1-h .

1.'égalité est réalisée si et seulement si q obéit a la définition suivante :

On dit que q est '"bon pour n'' lorsque les chiffres 9, de q dans le

systeme de base p vérifient les inégalités :

P-4 2
S R W L NI ORI LI A |

(si h=1 seule subsiste 1'inégalité q, < no) .

L'inégalité 2-3 peut encore s'exprimer ainsi :

L
v(c:ll)s I—g—g—%ﬂ + v(n-q) ;
ou q Log ny
vied )< [ROER] Ly

et dans chaque cas 1'égalité est réalisée si et seulement si q est bon pour n .

Démonstration : si h=1 et si q0< n_ ., 2-3 devient trivialement une égalité.
En se référant a 1l'expression 1-1de n , on définit la quantité

S(n) = n tn +...4+n ., eton démontre que :

v(n !):.___I_l_:ﬂﬂ)_

p -1

Alors :

et donc :

2-3 © S(n) - S(q) - S(n-gq-1)-12 (p-1) (1-h) . 2-3",
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Dans le systeme de base p:

h-1
=G TG P TG Py
h-1
n-q-l—b0+b1p+...+bh_1p
Soit v = v(n) ,
n = Vin Vil +n h-1 £0
TP vl P ’ h-17P By Thal ’

et

les v premiers termes disparaissent si v =0 .

Pour calculer l'expression s(n) - s(q) - s(n-q-1) , effectuons, dans le systeme

de base p, la soustraction (n-1)-q.

On obtient tout d'abord :

9t Py = P71 S LT L
et par suite :
+ . + +b = - .
9 q1+ +qv—1+bo v-1 (p-1) v
Au rang v :
1 S - = —
si q, S 1 1, qV+ bV n_ 1,
i 2 ’ il t t + b = .- +
si 9,2 1, il y a une retenue et q_+b_ (nV 1)+ p
Puis : .
<
0 si ot = ot
+b +1= +
+1” Pyl nv+1

1 p-4
P ostod, o1 ’

et
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+ p-1+ 0 ;

+ = -1) +
qV-l_qv+1+bv bv+l (n ) n P

v v+

la retenue au rang v a eu pour effet d'ajouter une fois p-1 et il en est de méme

pour chaque retenue. S'il y a R retenues, on obtient ainsi la relation :
s(n) - s(q) - q(n-q-1)-1 = - (p-1) R+v) ,

or il y a au plus h-v-1 retenues, ce qui implique 1'inégalité 2-3' ; 1'égalité

en 2-3 est réalisée si et seulement si il ya h-v-1 retenues, c'est-a-dire si

b

> 2
qQ, 210 s ... s G 52D

v v h-2

compte tenu de ce que v = v(n), on a, trivialement si v2 1,

2 Y e e e 2 )
qo no qv-1 nV—l

et, comme g<n , qh 1< nh—l'

3. - ETUDE DE v(Q _(x) - Q (r)) et v(Q (x)-Q (v))

1

POUR n<p , vix-y) =k , v(x-r)z et 0<r< pk,

a)Si r<n,

Qn(r) = 0 et, compte tenu de 2-2 et du lemme, on obtient

3-1. : v(Qn(x) - Qn(r)) 2 k -[%g—g] ,

1'égalité est réalisée si et seulement si v(x-r) =k et r bon pour n.



b) si rzn
a2 x et r correspondent les mémes entiers p et N',

V(Qn(r)) =N'+ v D+v(n-p-1)!)-v(n!) ,

——Qn(X)-l = ka+nz:1 - Zkazz (r) + + p™als (r)
Q (r) - P L or-] p 2 e TP ‘n ’
n j=0
k 1
avecpoc=x-r,v(oc)20,et'2(r)=2 ; " ;
™ 0gj <j<...<j sn-1 "7 (redp)
172 m
comme sup v(r-j) = N', on en déduit que :
Q_(x)
v(———-1)2 k - N' ,
Q (r)
n
et par conséquent que :
: Logn-
-2, - 2k - ,
3-2. v(Q, () - 0 (1) = k - [ 213
1'égalité est réalisée si et seulement si :
n-1 1
v(x-r) =k , p '"bonpourn' et v(§% o~ ) = -N!
j=0

Les inégalités 2. 1 permettent alors de conclure que :

(k) = k - [ 20809 si k.

- . <
3-3. w Log p n<p

Q

n

c) Caractérisation des couples (x,r) tels que, pour n< p

= - Logn
|v(x-r) =k et V(Qn(x) Qn(r)) =k -[ Tog p] .

Etant donné x et l'entier p associé 3 x et n, on peut remarquer que :
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h-1
; . 1 _ = - <
si p estbonpour n : N'>h-1 o] xo+,g.+xh_1p et donc %05 Mo
h-2
'= h- =
N h-1 »p x0+.n.+xh_2p ,
+ h_lz t donc x 2
Pr¥haP noetdont X 1% "ho

Par suite :

i '>h- <
si p estbonpour n, N'>h-1 & Xpo1 <P

|= - >
N h-1 e xh__1 nh_1

Soit G 1l'ensemble des couples (x,r) considérés.

Pour r<n : r estla racine de Qn la plus proche de x ; d'apres

(x,r)€G ® r =p bon pour n.
Dans ce cas h< k< N', et en explicitant on obtient le résultat

i < 2 -
si r<n (x,r)EG & X 2D .. X 520,

<
et X 1% "

Pour r2n, d'apres 3.2:

(x,r)€R & p bon pour n
n-1

et v(Z

5=0

r-)

si N'>h-1, p estla racine de Qn la plus proche de x , et donc
n-1
1
v(z
j=0

- ) = -N' est réalisé, et on obtient comme condition

X 2n , ... , X 2n et X < n
o o)
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Si N'=h-1

o=l 1
v ( ;ﬁ=l—h=’v( T —r—_-.-—):l-h
j=0 ©7Y 0<isn-1
v(r-i)=h-1

Les entiers i définis par : 0< i< n-1 et v(r-i) = h-1, sont les racines de

Qn les plus proches de x , ils sont de la forme :

i=p+d.ph+1 >

d entier, V(d—x )=0 , 0< dph_1< n-p = n

h-1 h-17%

tx, _o-m S )

si p estbon pour n, cette inégalité devient 0 < d< no_q o et comme dans

ce cas n <X

ho1 S ¥, 0 cela implique que v(d-x

hop) =0

Donc tous les entiers 1 sont tous des entiers de la forme :

. h-1
= < <
i=p +dp 0<d nog
1 1
v ( r__i)=1-h% v( ¥ -xh—_—d—):o ,
i <d< -
i 0<d oo 1
car r-i = (x, ,-d) h_1+x h+ + x k-1
a = (%, P L P Lot P .

Ceci permet de conclure que :

k
pour n<p , et v(x-r)2k:



- _q _riogmn >
V(Qn(x) Qn(r)) k [Logp] = (@) R Tk NP
®) =y <oy
ou
>
1" ©F
v( T L —d) = 0
0<d<n h-1

Remarque si h =1 la condition (o) disparaft.

d) Caractérisation des couples (x,y) tels que

(pour n<pY)  vix-y) =k

- - _rlogn
v(Q, (-0, () = k - (7252 .
Si v(x-y) =k , alors, pour l'entier r associéa x et y:
vix-r)z k et viy-r) 2z k ,

1'égalité étant réalisée pour l'une au moins de ces inégalités ; donc :

JLogn Logn
v(@Q,(x)-Q ()2 kBB et viQ (v)-Q ()2 k -ERER

. ) _ 1 _rlogn . .
Si de plus v(Qn(x) Qn(y) )=k Logp] , 1'une au moins de ces deux

dernieres inégalitées est une égalité.

Supposons que

v{x-y) =k , V(Qn(x)—Qn(Y)) = k- %g—g] et, par exemple,

v(x-r) = k.



si v(y-r) =k'>k

alors V(Qn(y) - Qn(r) )> k - [%g—;l‘] ,

. _ pogn
done v(Q (x) - Q () =k - EEER

et les h premiers chiffres de x , qui sont aussi ceux de y puisque h< k,

satisfont aux conditions {(a) et (g).

si v(y-r) =k
- - rkogn-
alors, par exemple, V(Qn(X) Qn(r)) k [I og p]

et les n premiers chiffres de x et y vérifient (@) et (B).

Conclusion : si x et y sont tels que :

_ _ Logn k
vieey) =kt v(Q (0)-Q, () =k -LTEE (e

alors les h premiers chiffres de x et y satisfont aux conditions :

2
(@) X2 0o, e xh-ZZ n o,
(8) X, l<nh ) ou bien : X 12 no et v( T L d):0
. 0<d<n_ “h-l
Inversement :
Soient x et y tels que : v(x-y) =k, et tels que leur h premiers

chiffres satisfassent aux conditions (a) et () .
Si v(x-r) =k etsi v(y-r)>k

Logn
' ) S | . [=08n
alors, comme on l'a vu, V(Qn(Y) Qn(r) ) k l:Logp:l ’



et donc : viQ (x)-Q (y)) =k - [L_~o_g_1_1_]

Si vi{x-r) = v(y-r) = v(x-y) = k
Les conditions () et (B) impliquent que l'entier p associé &3 x et & y est
bon pour n , et donc, d'apres 2-2 et le lemme :

_ a1 rlogn
v(@,(y) = N' - (20

»

ou N' estassociéa vy

Q (x) n-1

n 1 2 n
mrerear—— 1 = Z —— + 4+ ... + ,
Q_(y) )\ g Y- M5 ML)

1

ou A =x-y, et ¥ (y)= ¢ » ; :
m 05j1<...<jmsn—1 (Y-Jl)‘ .. (Y Jm)

Si jEp ., viy-j)=vl-j)sN', et v(y-p)=N';

donc : ' v (A ZIn(Y))2 m (k-N')

Si N'=k <c'estque r<n , et r estla racine de Qn la plus

proche de y , donc:

et d'autre part v(¥_(y)) 2 m-1-mk ,
par suite : v

ce qui implique que v(Q (x)-Q (y)) =k - FM]



Si N'<k , c'estque rz2n

alors v(y-j) =v(r-j)< N' pour tout j, 0< j< n-1 et

n-1 1 n-1 1
v(g —/)=-N' ® v( ¥ —)=-N';
joo VI joo ¥
n-1 1
Mais d'apreés les conditions (@) et (B), v( ¥ —)=-N', donc:
j=0 *~
n-1 1
v(A, ¥ ——) =k-N' ,
joo VI
Q) |
et v( Qn(Y) - 1) = k-N' ,
et par suite : V(Qn(x) - Qn(y)) = k- [%—Z-g—;-] .

Ceci permet d'énoncer le résultat suivant :

k
THEOREME 1. Si n<p , les éléments x et y de Zp tels que :
vix-y) = k ,

ce qui implique que x et y ont les mémes k premiers chiffres, et

L
V(Qn(X)-Qn(V))=k--ﬁ§%] =k+1-h ,

sont caractérisés par les inégalités suivantes portant sur leur h premiers

chiffres :
(@) x, 2 ni pour 0<i< h-2 ,
. 1
< 2 2 =
©)  xy<my oublen: o gEm et v( T o—g=0.

< -
0 d<nh-l h-1



4. - Etude de N(Qn(x) -Qn(y) ) pour n= pk :

D'apres 2-2 et le lemme :

v (x)2 N -2 _ Ny _hzo
n Logp

et donc :
P bon pour n , et
viQ (x) = 0 e
" 'z h-l .
h-2
Lorsque N'=h-1, p =xo+ +xh_2p , et on a vu que
2
p bon pour n X1 nh—l )
et &
! = - 2 ’ s = ’
N h-1 X n X, 220,
et par conséquent :
4-1 V(Qn(x))ZO & () x, 2n 0< i< h-1

ce qui implique :
v (x) - (v)) 2 0 ;

si les h premiers chiffres de x satisfonta (§) et si X, £0, alors

vix-r) = k , r<kan ,
donc : V(Qn(x) - Qn(r) ) = V(Qn(x)) =0 ,
et : Wey (k) = 0
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. . +
Si pour un nombre réel A on note (A) = sup (A,0) alors on peut conclure que :

THEOREME 2. Pour tout entier naturel n

(k) = (k - [F282 )

Qn Logrp

w

5. - APPLICATION AUX FONCTIONS CONTINUES SUR Zp

On définit de méme, pour une fonction f continue sur 2Z

0 K) = i v(I60)-£(y)

v(x-y)=k
Si f(x) =% a Q (x) estla série d'interpolationde f, on a :
nz0 n n
5-1. : we(k) 2 p (k) = Inf (v(a Hv(Q_(x)-Q (v))
nz0
v(x-y)=k
Posons :
h-1 h
= < <
)\h Inf v(an) pour P n<p |,
alors :

0.(h) = Inf (\, + (k+1-h)")
f h= 1 h

Pour étudier pf(k) , on considere le polygone de Newton P de l'ensemble

E des points (h,)\h) , 1'ordonnée du point d'abscisse k sur P est notée Nw(k).

)\k-h est 1'ordonnée a l'origine de la droite de pente un passant par le point
(h, A\, ) ; deux cas se présentent :

1)
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a) Si P admet une droite d'appui de pente un D .

Ceci se produit lorsque

Inf (A, -h)=C estfini
h>1 h o
c'est-a-dire lorsque
v(a )2z C_+ 1+ [ 2B inz 1,

Logp

ce qui entraine, en revenant aux valeurs absolues, que :

1 1
la_l< =2 . —

o
P

V¥nz1
~ e » -~ . . K
et l'hypotheése a) est équivalente 3 : il existe K> 0 tel que lan\ S—; ¥nz1 .

D contient ou bien un seul sommet de P, ou tout un coté de P .

Siil n'y a qu'un nombre fini de points de E situés sur D, soit ho
l'abscisse maxima de ces points, c'est encore le plus grand entier hO tel

que :

Prenons k> hO , ce qui correspond a ‘x-y|< }11 , alors, pour h>k
p
>\_hz h+1+c >k+1+c
o o
et pour 1<shs<sk X, 2h+C et M+ 1+ k-hz2k+14+c ,
k o k o

1'égalité étant en particulier réalisée pour h0 , donc

= >
pf(k) k+1+ < pour k hO



Si il y a une infinité de points de E situés sur D, ( P a un c6té infini

de pente un) soit ho l'abscisse de 1'un d'eux, alors :
> >
(k) = k+ 1+ CO pour k ho .

Dans les deux cas, on a :
v({i(x) - f(y)) = v(x-y)+ 1+C_ ,

on en déduit que

THEOREME 3. S'il existe K> 0 tel que :

\an1 < %— Yynz 1 ,

alors il existe K'>0 et 6 >0 tels que :

pour |x-yl=8 , li(x)-f(y)]< K' |x-y].
b) Si P n'admet pas de droite d'appui de pente un , soit (hi)izl la

suite des abscisses des sommets de P :

h, <... <h,<h, <..
1 i i+1

et m, la pente du coté qui se projette en (hi , h. ) ; la suite m, est crois-

i+1
sante, majorée par un d'apreés l'hypotheése b), elle tend donc vers une limite
Mo, O<u<s1.
Soit i tel que pour 1> i , m,>0 , prenons k> k,
o o i i,

Pour h>k : )\hz Nw(h) > Nw(k) ,

pour 1< h<k , les points correspondants de P sont au-dessus de la droite

de pente un passant par le point (k, Nw(k))

A, -h+ k+tl 2 Nw(k)+1

h
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On en déduit donc que :

pf(k) 2 1+ [Nw(k)] > Nw(k) pour k> hio ,

et en un sommet de P :

pf(h.) =1+ Nw_(hi) .

1

Pour tout nombre réel g, 0<B< Yy , P admet une direction admissible
de pente B et

Nw(k) =2 Bk+ C,
donc :

p(k)> Bk +C pour k>h,

o
ce qui établit le résultat suivant :

THEOREME 4. S'il existe K> 0 et 8€]0,1[ tels que:
la_| = £ ynz21,
n' =~ B
alors il existe K'> 0 et § > 0 tels que

pour x—y‘ <5 , ;‘f(x)—f(y)‘ = K' |X—V‘B .

On peut alors conclure, en réunissant ces deux théoremes que :

THEOREME 5. S'il existe K> 0 et Y> 0 tels que :

|an\sliY Ynz 1 ,
n

alors il existe K'> 0 et 8§ > 0 tels que

pour |x-y| <6 , |f(x)-f(y)l< K'|x-y)



Appendice : I - Etude de la condition (g)

ou X 2n et v{ ¥ xl
< d<i -
Odnh_1 h-1

)

Xh—l et nh_1 appartenant a [0,p—1] R nh_l;éOG

Soit b€{1,2,...,p-1}, et a, b<as<p-1 ; posons
1 1 1
S(a’b)_a+ a-1 1 a1
et v(a,b) = v(S(a, b)) .

On obtient les propriétés suivantes :

(1) v(a,1) =0 va€ [1,p-1] ,

(2) v(a,b) >0 = v(a,b+tl) =0 et v(atl, b+l) =0,
Soit b et b' : 1<b<b'<p-1:

(3) v(a,b')>0 = wv(a,b)=0 & v(a-b, b'-b) =0,

v(a,b) >0 = wv(a,b')=0 e v(a-b, b'-b) =0

S(a,2) = az(:,:i) , on en déduit que :
(4) v(a,2)>0 & a=%l.
(5) v(l + ;') >0 ® d impair et a = ptd .
a a-d 2
Ce qui entraine la propriété suivante :
p-1 pt2m-1
(6) l<sms< = , =2 v > , 2m)=2 1,

en particulier v(p-1, p-1)21,



enfin : (7) v(a,b)>0 = wv(at+l,b)=0 si a< p-2 et v(a,b-1)=0
si bz 2.

On peut porter dans un tableau triangulaire les valeurs de v(a,b) ; les re-
marques précédentes permettent déja de déterminer des couples (a,b) tels
que v(a,b)> 0, et d'autres tels que v(a,b) = 0 ; un tel tableau est facile 2
construire dés que 1' on connait p ; enfin on peut remarquer que pour tout b

appartenant & {1,...,p-2} il existe a telque a2b et v(a,b) =0

La condition (B) peut encore s'exprimer par :

[ < 2 .
(®) X n ou %12 Py et v(xh_1 .

et la condition contraire :

non B) = x 2 n et V(xh_.1 , nh—l) > 0.

II - Condition suffisante pour que wf(k) = pf(k)

Nous nous placerons seulement dans le cas o P admet une droite

d'appui D de pente un, P n'ayant qu'un sommet sur D :

Inf (h, -h)=C_=X, -h_

h o

h
o

h;ého , A -h>C_
On se pose alors le probleme suivant :

h -1 h

Probleéme : Soit A = {n; v(an) =\, et p ° sa< p °1 et soit

h
k > ho , existe-t-il: n€ A, Xet Y€ Zp tgls que :

1) viX-Y)=k |,

2) v(Qﬁ(X) - Qﬁ(Y)) =k+l-h

3) ¥fnZn , n€ A, v(Qn(X)—Qn(Y)) >ktl-h_
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Si ce probleme admet une solution, alors pour le couple X,Y trouvé :

v(an) + v(Qn(X)-Qn(Y)) =kt1-C_ = pf(k) ,

et pour tout n strictement positif distinct de n :

v(an) + V(Qn(X) - Qn(Y)) >k+1 + CO ,

cela soit & cause de v(an) si n€ A, soit a cause de 3) si n€A; par

Pl g ~ P'e -
conséquent si ce probleme est résolu :

w (k) = p (k) .

Les éléments X et Y cherchés sont caractérisés par les conditions sui-

vantes, portant sur leur ho premiers chiffres :

n >
(@) pour n x zn X, > noo,
o (o}
n <n > o
et (8) pour n X1 -1 O X, 2 E et v(xh 10 o1
o o o o o o
et pour n#n non () gi(n) < hO-Z , x, < n.
né A ou
: 2
non (B) : X no_ v(xh o1y _1)> 0.
o o o o

Pour avoir () pour n et non (a) pour le plus possible d'éléments

de A, il y a intérét & avoir un n dont les chiffres soient assez petits.

Associons a l'ensemble A , l'ensemble A'

A'={n"=n +...4n
o

sur A', la relation:

n'<n' e n, < n,.
i i

s

h -2
g
Mh-1

0<i< h-2

?

, n'+ n

ainsi défini :

h
(o]
h -1P
(o]

est une relation d'ordre ; A' admet des éléments minimaux pour cette

relation d'ordre.

-1

=nE Al



Si l'un d'eux n' correspond a un seul n de A, on choisit cet n

Si tout é1ément minimal n' correspond a plusieurs n de A on associe

3 chacun des éléments minimaux n' l'ensemble :

h -1
- - o

1 — 1
B(n)—{nho_1 , n+nho_1p € A}.

Dans le premier cas ou n est le seul élément de A correspondant a un élé-

ment minimal n' alors par construction, pour

X =n , , X =n et X <n 5

o o 77 h -2 h -2 h -1 h -1

les conditions : (@) pour n, (8) pour n, etnon (a) pour n#n seront

satisfaites et on aura obtenu une solution du probleme.

Dans le deuxiéme cas, pour un des n' , minimaux , on choisit

(xi: I-li 0<is< hO—Z) . ainsi pour tout n associé & n' on aura (a), et non (@)

pour tout n non associé & n'. Il reste 3 obtenir x, _p et ﬁh € B(n') pour
o o
que :
(8) pour x, et om
o o}
g - 1 -y _ds .
et non (B) pour X et n, _IGB(n), no %nh 1 est-a-dire :
(o] fo) o] o}
2 -
x, ,zmn _, et v(xh B _1)> 0o
o o o o
- . gy
Vnh -l%nh 1 nh_IEB(n) ,
o o o
si nous définissons, pour a=1, ... , p-1
Iaz{.ISbSa , v(a,b)>01,
1'étude faite dans I permet de remarquer que Ia contient au plus i%’l”
éléments, et donc que son complémentaire en contient au moins p - 1 - 6};1 ;

d'autre part non (8) pour a et b signifie que bGIa,
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On obtient alors la condition suffisante suivante :

Si pour les n' minimaux, il existe un n' tel que l'on puisse trouver

e tel que B(n') ﬂ( I soit réduit 3 un seul élément n
h -1 . b4
o ho-l )
(ce qui est réalisé en particulier si B(n') n'a qu'un élément), alors :

h -1
o

om0 0 Th -2 T -2 ot o
o o h0=1
sont les ho premiers chiffresde X et Y, et n=n'+ no - P ;
. ) - o
et le probleme posé a une solution (n, X, Y).
Cette condition ne sera pas réalisée si B(n') a trop d'éléments.
Résultats ultérieurs
Si K est un corps local, T une uniformisante, A 1'anneau de
valuation et M un compact régulier [1] contenu dans A :
M= ILka ) Mk:MT/TkM ) Nk:carde:ql,o.n,qk,

les résultats précédents se généralisent 2 l'espace C(M,A) [2] . De plus
pour une fonction f€ C(M,A), on obtient [3] la généralisation des résultats
de Mahler [4] pour l'existence de f'(x), et aussi une condition nécessaire
et suffisante pour que f soit uniformément et continuiment dérivable dans M ,

condition portant sur les coefficients a d'interpolation de f{ sur une suite

TBRBOI([1], [2] dans M. En particulier :



si pour un entier positif n, on note h(n) l'entier tel que

Nom)-152 < Nym)

alors :

si V(an) -mh(n) v() tend vers l'infini avec n, f est m fois

uniformément et continiment dérivable

et
une condition nécessaire et suffisante pour que f soit Lipschitzien-

ne dans M est qu'il existe C tel que :

v(an) - h(n) v{m) =2 C v(m ¥vnz 1l
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