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Séminaire de Théorie des Nombres 4-01
(J. LESCA)
Année 1968/69 , n° 4 13 Décembre 1968

APPROXIMATION DIOPHANTIENNE

ET ENSEMBLES LACUNAIRES
par
Jean-Francois MELA

I. Introduction. Résultats. Préliminaires

On notera ||x|| la distance d'un réel x 3 l'entier le plus proche. Soit
(A.) une suite infinie discrete de nombres réels. Etant donné € > 0 et une

suite infinie de nombres réels (CX.J.) , on considere le systeme d'inégalités

hpc-al < Gt

—_
—
~

A quelles conditions a-t-il une solution x€R ? Il s'agit d'un probleme d'ap-

proximations diophantiennes simultanées qui généralise le probleme classique

de Kronecker [2] .

Si 1'on veut que (1) ait une solution quel que soit € et quels que soient
les a, , il est nécessaire que les Xj soient indépendants sur les rationnels.

Cette derniére condition est loin d'€tre suffisante ; il faut faire une hypothese



supplémentaire concernant la lacunarité de le suite ()\j) , par exemple que l'on

a lim L oo [4] . La propriété que l'on a alors peut s'exprimer en disant
jooo
que toute fonction de module 1 définie sur l'ensemble A = (Xj) est limite

. . — 27mixA
uniforme sur A d'exponentielles imaginaires e .

Pour des suites ()\j) vérifiant une condition de lacunarité moins forte
et sans la condition d'indépendance, on a des théorémes d'existence pour le
systéme (1) pour certaines valeurs de €. Sil'on suppose par exempke que

j 1 . .
—i’——'——l—z q>3, il existe 0< & = 6(q) <Z fonction croissante de q , telle que le

J ~
systeme

Ihx-all<g-o G=1.2...) ,

ait une solution, quels que soient les ocj . Nous aurons l'occasion de redémon-
trer ce résultat chemin faisant (cf. cor. th. 7). Il n'est pas possible d'ailleurs
d'étendre ce résultat a des valeurs de q trop petites, en tout cas pas 2

Un intérét du résultat précédent est que 1l'on peut en déduire facilement
la propriété suivante [3] : pour tout €> 0 et toute suite (BJ.) de nombres
complexes de 2rrjg)dule 1, il existe un polyndme trigonométrique
PA)= T c_e TTlin)\ tel que

n=1 B

|P(xj)—sjl<e G=1,2,...).

Autrement dit, toute fonction de module 1 sur A = (Xj) (et par suite toute
fonction bornée sur A ), est limite uniforme sur A de polyndmes trigono-
métriques. De facon générale un ensemble A = ()\j) qui possede cette propriété

est appelé un ensemble d'interpolation (3] ,[8].
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La propriété précédente d'approximation par les polyndmes trigono-
métriques mérite une certaine attention. Elle remplace la propriété d'appro-
ximation par les exponentielles imaginaires du théoréme de Kronecker qui n'est
vérifiée ici que pour des suites ()\j) tres lacunaires, comme nous l'avons dit.
Cette propriété d'approximation par les polyndémes trigonométriques se trouve
étre, en toute généralité, exactement équivalente 2 une propriété d'approxi-

mation diophantienne a plusieurs dimensions. On se reportera pour cela 2

(81, L9l

Les ensembles de Hadamard.

Dans la suite nous appellerons ensemble de Hadamard tout ensemble de

nombres réels positifs qui peut étre ordonné en une suite ()\J.) telle que

A1

—}\'1—2 q> 1 . Bien que la propriété d'approximation diophantienne énoncée plus
haut dans le cas q > 3 ne soit pas vraie pour toute valeur de gq> 1, ona

néanmoins le résultat suivant :

THEOREME 1. Tout ensemble de Hadamard est ensemble d'interpolation [12].

Nous donnerons du théoreme 1 une démonstration élémentaire qui permet
d'obtenir du méme coup le théoreme 5, propriéié fondamentale dont on peut
déduire les résultats classiques de Sidon (cf, [1]) et de Zygmund [ 13] dans
le cas ou les >\j sont entiers, ainsi que d'autres propriétés qui se rattachent
plutdt & la théorie générale de la pseudo-périodicité [5] , [6]. Nous nous conten-
terons de donner quelques exemples de ces résultats renvoyant pour plus de dé-

tails aux travaux cités ou aux traités classiques [1] , [14] .

Etant donné un intervalle I borné ou non, nous noterons CA (I) 1'espace
vectoriel fermé pour la topologie de la convergence compacte, engendré par

i x
la famille (e 7 ). B(R) désigne l'espace des fonctions transformées de



Fourier de mesures de Radon bornées sur R et B(I) l'espace des restric-

tions & I des fonctions de B(R).

THEOREME 2. Si A est un ensemble de Hadamard, pour tout intervalle I,

C,(I)c B(I). Toute fonction fé€ Cj\ (1) s'écrit de facon unique

A
00 i)xjx
flx) = L a,e x€ 1)
() =3, 8 (xe1)
0o
avec Y |a.| < oo .
=1 J
o0 . x
THEOREME 3. Si A estun ensemble de Hadamard, toute série Zl aj e ?
J:

qui converge au voisinage d'un point (par un procédé régulier de sommation quel-

conque) converge absolument.

Ce théoreme peut étre amélioré dans plusieurs directions (cf. [ 7], [18]).

THEOREME 4. Si A est un ensemble de Hadamard, toute fonction de CA(]R)

qui est analytique au voisinage d'un point, est analytigque partout.

A vrai dire le théoreéme 4, comme beaucoup d'autres théoremes ana-
logues cités dans [5] , demeurent valables pour des ensembles A beaucoup
moins lacunaires que les ensembles de Hadamard (il suffit par exemple que
1im .
jioo ()\J‘H
me les théoremes 2 et 3 il peut &tre directement déduit du résultat suivant

- Xj) = 00 ), mais nous le citons ici & titre d'exemple car tout com-

qui est plus fort :

THEOREME 5., Soit A = (Xj) un ensemble de Hadamard. Il existe des constan-

tes A et B, ne dépendant que de q , telles que, quel que soit l'intervalle I

de longueur |[I}|=z )%— , on ait :
1
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n
z la.}|< B sup |P(x)]
J=]- J x€ I

in,x

pour tout polyndme trigonométrique P(x) = T aJ. e

La propriété du théoreme 5 étant invariante par translation, il suffira
de démontrer le théoréme pour un intervalle I particulier. On trouvera la
démonstration au chapitre II en méme temps que celle du théoreéme 1 . Pour
les démonstrations des théorémes 2, 3 , 4 2a partir du théoreme 5, nous

renvoyons aux divers travaux cités plus haut,

Les ensembles de Sidon de premiere espece.

Définition. Un ensemble de nombres réels A est un ensemble de Sidon

s'il existe un intervalle I pour lequel C, (I)< B(I). Il existe plusieurs for-

A

mulations équivalentes de cette propriété [ 6] ; nous utiliserons la suivante :

I1 existe un intervalle I et une constante C = CI telle que, pour tout

polyndme trigonométrique

P(x)= % a(\) eﬂ\X ,
A EA

on ait *

T |la@)|s € sup |P(x)| .
X A x€l

(1)

Cette derniere propriété entraine en effet que toute fonction f€ CA

qui est limite uniforme sur I de polyndémes trigonométriques 3 spectre

dans A s'écrit:
(xe1) ,

avec £ |af\)|< oo ; donc CA(I) c B(I). Pour la réciproque, on se reportera

a[e6].



Sous la deuxieéme forme il est clair que, si les propriétés précédentes

sont réalisées pour un intervalle I, elles le sont pour tout intervalle J2I .

D'apres le théoreme 5 un ensemble de Hadamard est ensemble de Sidon,
On démontre que tout ensemble d'interpolation est ensemble de Sidon (8]. Un
ensemble de Sidon est nécessairement dénombrable discret et assez lacunaire
(cf. 6] } ; mais on peut construire des ensembles de Sidon irréguliers qui

s'écartent des ensembles de Hadamard (cf. plus loin remarque 2).
Il n'est pas possible d'avoir la condition

v |la\)|= C sup |P(x)| >
AEA x€ 1

pour un intervalle I arbitrairement petit, avec la méme constante C . En
. .
effet, il suffit de considérer le polyndme trigonométrique P(x) = e1>‘X - e ¥

avec A, A €A, X £)A' ; on doit avoir
2= clt} |x -1,

ce qui montre que |I| estborné inférieurement.

Néanmoins le théoreéme 5 nous montre que, dans le cas des ensembles
de Hadamard, on peut prendre l'intervalle I arbitrairement petit avec la méme

constante C , a condition de supprimer un nombre fini de termes de A

Définition, On dira que A est un ensemble de Sidon de premiére espéce

s'il existe une constante C ne dépendant que de A telle que, pour tout inter-

valle I, on ait

(2) v la@)] = C sup |P(x)] ,
NE A x€l

pour tout polyndme trigonométrique
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by aa)emx’

P(x) =
Ae b

ol AI désigne un sous-ensemble de A ne différant de A que par un nombre

fini de termes.

Avec cette terminologie un ensemble de Hadamard est ensemble de Sidon

de premiere espeéce.

Une conséquence de la définition est gue toute fonction f€ Cp (1) qui
I
est limite uniforme sur I de polyndmes trigonométriques a spectre dans AI

s'écrit

fx) = £ a@)e™*
NEA

avec T ‘a()\)‘ < oo . Par suite, toute fonction g€ CA(I) , qui est somme d'une

AE A
A& D
fonction de CA (I) et d'un polynéme trigonométrique & spectre dans A\ AI
I
g'écrit :
gk) = T Bh)NT

AEA

A(I)CB(I) pour tout intervalle I. C'est cette der-

avec ¥ |b(A)]<o . Donc C
niéreXSII'\opriété due J. P. Kahane prend comme définition d'un ensemble de
Sidon de premitre espece [6] . La propriété CA(I)C B(I) est elle-méme équi-
valente, comme nous l'avons déja dit, a l'existence d'une constante CI

telle que :

(3) £ la()|=C; sup [Px)]
LEA x€ 1

pour tout polyndme trigonométrique

Px) = £ a() ¥
LEAN
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Mais nous ne savons pas si la propriété (3) supposée vraie pour tout inter-

valle I, entraine la propriété (2) avec une constante C indépendante de 1.

Les théoremes 2, 3, 4 demeurent vrais pour les ensembles de Sidon
de premitre espece. Mais la propriété (2) et l'existence de la constante C
indépendante de I ont des conséquences supplémentaires. Tout d'abord nous
avons :
2= c|1] inf I -]

AL NER
A AN

et lorsque ‘I\ tend vers 0 , nous en déduisons :

(4) lim -] =00 .

A, A= 0

A AL
Les ensembles de Sidon de premiére espece sont donc régulierement lacunaires.
Mais nous verrons qu'il en existe qui ne sont pas des ensembles de Hadamard,

ni méme des réunions finies d'ensembles de Hadamard.

D'autre part les ensembles de Sidon de premiere espece sont arbitrai-
rement stables. On entend par 13 que, étant donné o arbitrairemert grand,
tout ensemble A' = (A 'J) tel que ‘)\'j—k.jl < o est encore un ensemble de Sidon
de premiere espece. Pour cette question ainsi que pour le probleéme connexe

de " 1'élargissement' des ensembles de Sidon, on se reportera a [9] , [10].

Les ensembles d'interpolation.

Pour les ensembles de Hadamard les propriétés résumées par le théo-
reme 5 sont étroitement liées a la propriété d'approximation par les polyndmes
trigonométriques. Dans la deuxiéme partie nous examinerons ce qu'il en est

dans le cas général des ensembles d'interpolation,
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On ne peut espérer que tout ensemble d'interpolation soit ensemble de
Sidon de premiere espeéce & cause de la condition (4) ; en effet on sait par
exemple, que si A est d'interpolation, 1'ensemble AU(A+a) est aussi d'inter-
polation pour o assez petit. Mais il s'avere que la propriété (2) demeure
valable dans le cas général a condition de remplacer l'intervalle I par la
réunion d'un nombre fini d'intervalles de longueur arbitrairement petite

(théoreme 11).

On déduit de 12 le résultat suivant :

THEOREME 6. Tout ensemble d'interpolation est réunion finie d'ensembles

de Sidon de premiere espece.

Supposons que [/ soit réunion de k ensembles de Sidon de premiere

espece. Pour tout £> 0 écrivons :

N@) = lim card (AN(x,x+] ).
|x|-00

Alors, il est clair que l'on a N(£) < k pour tout 4

Nous utiliserons dans la suite le critére suivant.

LEMME 1. Pour qu'un ensemble A soit d'interpolation, il suffit qu'il existe

0< <1 tel que, pour toute fonction BR(\) & valeurs + 1 , on puisse trouver un

polygdne trigonométrique P tel que

|PO) - )< 8 (L €en).

On sait que les limites uniformes sur R des polyndmes trigonométriques
forment une algeébre de Banach de fonctions pour la norme uniforme, appelées

fonctions presque-périodiques. Le spectre de cette algebre est un compact



qui contient R comme sous-ensemble dense (pour la topologie du spectre) et
qu'on appelle le compactifié de Bohr de R . Les fonctions presque-périodiques
se trouvent étre les restrictions 3 R des fonctions continues sur le compactifié

de Bohr. Pour toutes ces questions on pourra se reporter 2 [15] .

1

Etant donné une fonction B(A) =+ 1 nous poserons /\1 =8 (1) et

1

A = 8 "(-1). L'hypothtse du lemme signifie que les ensembles /\.1 et A 1

ont des adhérences disjointes dans le compactifié de Bohr et par suite il existe
une fonction presque périodique f telle que f(A) =1 si A é/\l et f(A) = -1

si AEN Donc f(}) = B(A) pour tout A€A et B(\) est limite uniforme sur

E
A de polyndmes trigonométriques.

I1 suffit alors de se rappeler que toute fonction bornée sur A est limite

uniforme de combinaisons linéaires de fonctions a valeurs + 1 .

Remarque. Il peut étre commode d'utiliser le critere précédent en

faisant intervenir les fonctiors B(A) & valeurs 0, 1 ; il faut alors supposer

1
< =-.
0<®d >

II. Le cas des ensembles de Hadamard.

Soit une suite croissante de nombres réels ) .>0 et une suite d'inter-
J

2 2
On désigne par E, l'ensemble des nombres réels x tels que x)\jé A. (mod 1).

ke ]' N ~ 1
valles fermés Aj de longueur % -a , ou 0 estun parametre (0<a < 7).

Chaque Ej est un ensemble fermé périodique de période —— et consiste en
P , 1,1 J -
une réunion d'intervalles de lengueur —)\—(E-a)' On cherche des conditions

sur la suite )\j pour que l'on ait, quel que soit le choix des Aj s

(1) N E 6
j=1



Nous utiliserons essentiellement les deux remarques suivantes qui

sont évidentes si 1'on veut bien faire un dessin,

a) Considérons un intervalle fermé A. Si la longueur de A est supé~

-~ 3 3 pd . ~ . -
rieure a ) fois la période de l'ensemble Ej , c'est-a-dire si

31
(2) IAlzzg,

alors on est assuré que A contient un intervalle entier de l'ensemble Ej .

b) Supposons que la condition (2) ne soit pas satisfaite. Néanmoins,
puisque le complémentaire de Ej consiste en une réunion d'intervalles de
longueur )-\"1— (% +0), A contiendra des points de Ej des que la condition

J
1 .1
2 —  —
(3) ol 2 5= G+a)

sera satisfaite. Alors A ne contiendra pas nécessairement un intervalle entier

de E, mais au moins un sous-intervalle de longueur
J

1+on)]

(4) 20 al-5-6
J

Ces deux simples remarques vont nous permettre de donner une réponse

a4 notre probleme pour les ensembles de Hadamard. On supposera donc désor-

)\.
—l =g 2q>1.
)\j-»l j

mais

Nous utiliserons les remarques (a) et (b) en prenant comme interval-

(% -a). Deux pos-

, de longueur )\ L

le A un intervalle quelconque de Ej
j-1

-1
sibilités peuvent se présenter :



1. Ou bien la condition (2) est vérifide, c'est-a-dire ici

3
=
(5) 5% 120’
et alors un intervalle de E. ) contient nécessairement un intervalle entier
J_
de E,.
J

2. Ou bien la condition (2) n'est pas vérifiée mais seulement la
condition (3) qui s'écrit ici:

1+2a
2 r——
qj 1-2a

et se trouve réalisée des que

1+2a
2 Str——
(6) 4 1-2a
et alors un intervalle de E, 1 contient un sous-intervalle de E., de longueur
1r 11 11 . e !
X (E—OL) - (E-I-CL)], Mais nous pouvons utiliser a nouveau la remarque
j-1 J

2
(a) en prenant ce sous-intervalle comme intervalle A . Nous serons assurés

qu'il contient un intervalle entier de Ej+ dés que la condition (2) sera

1
vérifiée, c'est-a-dire sil'on a :

1.1 1 1,1 31
(7) 2 G - Gra)l e 35—
j-1 j+1

Un calcul élémentaire montre que (7) est entrainée par la condition

69
e
(8) GY1° qo1-20 (gr1)

Etant donné un ensemble de Hadamard, on peut toujours choisir «

assez-petit pour que (6) soit vérifiée. Soit alors Q tel que

_bg_
(9) Q>3



Il est possible de prendre o de facon que l'on ait aussi

6q
g-1-2a(qg+1)

Q=

La condition (8) se trouvera satisfaite si l'on a

>
(10) q5 941 Q.

Finalement si 1'on suppose que l'on a la condition (10) vraie pour tout
j et sil'on choisit a assez petit, 1'une ou l'autre des possibilités 1) et 2)
se présente nécessairement. Nous allons voir qu'il est alors possible de con-

clure.

En effet, partons d'un intervalle quelconque A de E . . Il peut se faire

1

3 . . . .
que q, z 20’ auquel cas A contient un intervalle entier de E2 . Sinon on

qui lui-méme

est dans le deuxiéme cas et A contient un sous-intervalle de EZ

contient un intervalle entier de E3 . Il ne reste plus qu'a répéter l'argument de

proche en proche, ce qui nous donne : il existe une suite n, d'indices

< out . .
<nk nor S nk+2) telle que, pour tout k, AN Ezﬂ E.N... ﬂEn contient un in

tervalle de En i1 On en conclut que (1) a lieu et méme, de facon plus
k

Q0
précise, A contient un point de ) Ej . Ou encore tout intervalle de longueur

3 J= xQ
75N , qui contient un intervalle A , contient un pointde (| E. .
1 j=1 7
Remarquons que le choix de o qui a été fait ne dépend finalement que

de q et Q.

Nous pouvons résumer le résultat obtenu en termes d'approximations

diophantiennes en faisant intervenir les centres OLJ. des intervalles Aj et

x

en posant § = >
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AL
THEOREME 7. Soit (XJ) un ensemble de Hadamard (—)'3+—1'2 q> 1) vérifiant

la conditicn J
X‘+1 6
L T e G=2,3,...)
Xj-l q-1

Il existe 8> 0 ne dépendant que de gq et Q, tel que, quels que soient les

contient un nombre x

nombres réels OLJ. , toutcintervalle de longueur 7
1

solution du systéme

A x-all<<-5 G=1,2,...)

J j 4
En particulier on a toujours T.L = q2 . La condition du théoreme
j-1

sera satisfaite si J

> oL

q-1
ce qui donne > 3. On retrouve un résultat classique annoncé dans l'intro-

duction et qui peut &tre établi directement 2 1'aide de (5) :

A,
COROLLAIRE. Soit ()\J.) un ensemble de Hadamard tel que —Yﬂiz q>3.
j 3

Quels que soient les nombres réels ocj , tout intervalle de longgéur con-

2\
1
tient un nombre x solution du systeéme
I -alls$-6 =12, ...),
J j 4

our O<656(q)1.

Remarque 1. Sil'on se reporte 2 la démonstration précédente on verra

que 1l'on peut prendre &(q) = % dans 1

énoncé du corollaire. C'est peut-étre
la meilleure valeur possible de §(q) ; en tout cas on voit que §(q) est aussi
voisin que 1l'on veut de i pour des valeurs de g assez grandes. Cette remarque
va nous permettre de construire des ensembles ()\j) pour lesquels la propriété
du corollaire est vraie (avec un 8 convenable) et qui ne sont ni des ensembles

de Hadamard ni méme des réunions finies d'ensembles de Hadamard.



Soit (H_]) et (Vj) deux suites de réels telles que 1'ensemble (uj)U (\)j)

possede la propriété du corollaire avec un § >é alors l'ensemble ()\J.) , ou

)\j = uj+\)j , possede également la propriété du corollaire avec &'> 0. En

effet, étant donné une suite de nombres réels OLJ. , il existe un réel x tel que

lup - o ll<g -8

ol < § -

on en déduit aussitot

i 1 _1 1 s
\ij-aj\l<2-za_4 §' (j=1,2,...).
On pourra prendre par exemple uj =q et \)j =q J , avec q> 6

et kj une suite croissante d'entiers positifs. L'ensemble (uj)U (v.) est conte-

nu dans l'ensemble (q‘]) qui vérifie la propriété du corollaire avec & > ‘é‘

Nous pouvons choisir la suite kj de fagon que ()\j) soit un ensemble a lacu-

narité irréguliere., Prenons par exemple
2 2
k; - (n+1) si n®<j< (n+1)

Pour un ensemble qui est réunion finie d'ensembles de Hadamard on vérifie

sans peine que le nombre de points de 1l'ensemble compris dans l'intervalle

1 » -~ pd ° e he
[An ) An+ ] doit étre borné uniformément en n , quel que soit A> 0. Or

ici le nombre de points de (\.) compris dans l'intervalle

2 2
+1)4+ 2(n+l)“+2 v
[ 2(n+1) 1’ q ( ) ] augmente indéfiniment avec n .

Démonstration des théorémes 1 et 5.

Considérons maintenant le cas général d'un ensemble de Hadamard quel-

conque A = ()‘j) . Soit n le plus petit entier tel que qn > Eé—ql— . Posons
oo

Ay (Xjn-l-k)j:o
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n
On a évidemment A = Ul A, et de plus, pour tout k,

>\fjﬁLl! nt+k n
z q

an+k

Il en résulte de fagon évidente que chacun des ensembles /\kU A* (k # 1)

P ° . ~ R e ~ n - # ~
vérifie les hypotheses du théoreme 7 avec Q = q . La conclusion du théoréeme 7

est alors valable avec un § ne dépendant que de q et indépendantde k et 4 .

Etant donné une fonction B(\) définie sur A et a valeurs 0 ou 1 nous
allons construire un polynéme trigonométrique qui approche la fonction g(})

uniformément sur A . Nous poserons

At=8 T(1) A= 7(0)

A= ANAL A= ATAA (k=1,...,n).

Nous pouvons appliquer le théoréme 7 2a chaque ensemble AkU /\&
en prenant les nombres ocJ. égaux a 0 oua % de facon arbitraire. Ainsi,

pour tout couple d'indices k,4 (k #4) il existe T 0 0SE S 2—3;\- tel que
y b 1

1 , ,
Hgk,{tx“<2_6 si Xé]\k ,

1 1 - "

Soit une fonction périodique de période 1 , & série de Fourier absolument con-

vergente
+o00 . +00
d(x) = T ATVE oy la|<tm)
Y -0V
telle que
8(x) = 1 st lxl<g-s



Etant donné €> 0 soit N tel que I !a |< € ; posons
N M>n Y
+ .
2
P(x)= % a e TV .
SNV

I1 est facile de vérifier alors que le polyndme trigonométrique

n
ax) = = TT Plg ) .
k=1 I<i<n ’
Lk

constitue une approximation uniforme sur /A de la fonction B{A) avec une

- 1
erreur inférieure & n G Ze . Soit 0<vy< > il suffit de choisir € de fagon

-2

que nC" %e < Y pour que les conditions du lemme 1 soient satisfaites. Ceci

démontre donc le théoreéme 1 .

Mais nous avons démontré en fait quelque chose de plus précis. Tout
d'abord rappelons que n et 8 ont été choisis seulement en fonction de q ; par
suite il en est de méme de la constante C . L'entier N dépend de q et Yy

mais est indépendant de la fonction B(A). Ecrivons :

I1 est clair que 1l'on a

n-1 n-1
by \b(g)|5n(z\a\)]) =nC ;
d'autre part l'ensemble des fréquences du polynéme Q se trouve situé dans

l'intervalle

—31’TN§n-12 < < 31’?an—1! .

Xl >\1

Nous avons donc obtenu le résultat suivant.



THEOREME 8. Soit A = (}\j) un ensemble de Hadamard, avec "rﬁ_—l—z q>1.

J
Soit 0 < y< % . Il existe deux constantes positives A = A(q,Y), B = B(q)

telles que, pour toute suite Bj = 0,1, il existe un polyndme trigonométrique

il x
Q(x) =% b(g) e (2 |b(g)] = B)
. e v . A .
dont les fréquences sont situées dans l'intervalle ‘Q‘ < T et tel que
1

lQQﬁ-%‘SY (=1, 2. ...)

. n-}
En effet, il suffit de poser B =nC et A = 3rN(n-1). Remarquons
d'ailleurs que le raisonnement précédent montre aussi que le nombre de termes

de Q ne dépend que de q et v .

Le théoreme 8 n'est qu'une formulation duale du théoreme 5. Pour
! S - $313 1 : £ " ;
s'en convraincre, on utilisera le lemme suivant. On désigne par u la trans-

formée de Fourier d'une mesure de Radon bornée u
~ iAx . )
i) = [ e au(x).

LEMME 2. Soit K un compact de R . Supposons qu'il existe des constantes

B>0 et §<1 telles que, pour toute fonction B(A) 2 valeurs + 1 sur A,

on ait une mesure | 2 support dans K , de norme Hu” = B, telle que

L) -80) s 8 (A €A)

Alors il existe une constante C ne dépendant que de B et & , telle que, pour

tout polyndme trigonométrique P(x) = )\'Z a(\)elrX | on ait :

T la@)s C sup |P(x)] .
A€ A x€K (-K)
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Dans la démonstration du lemme nous supposerons d'abord que le

polyndme P est a coefficients réels, Posons alors

[a\)] 7

et soit U la mesure relative & la fonction 8(A), dont l'existence est supposée

dans le lemme. Nous aurons

| £ a)u)] = | P®du(x)| = B sup |P(x)] ,

AE A x€ K
et d'autre part
| ¢ a0z | = a) sl -8 = la®)]
AE A AeAN A
z (1-8) = |a(\)]
MEA
On a la conclusion du lemme avec la constante C = l]-36

Dans le cas général d'un polyndme trigonométrique P 32 coefficients

quelconques, on peut écrire

P(x) = Q(x) + i R(x) ,

ol Q et R sont des polyndmes a coefficients réels. Si l'on pose a(}) = b(\)+ic(})

avec b(A) et c(\) réels, on aura

ih x

Q(x) ieEA b(y) e ==

1

2
iAx 1 =
= 57 (PG - P()

Le résultat antérieur appliqué aux polyndmes Q et R donne



£ [p()]s C sup |Q(x)|<s C sup |P(x)|
AE A %€ K x€KU(-K)

S je)|= C sup R(x)|=C sup |P(x)| ,
MK x€K x€KU (-K)

d'olu l'on déduit finalement :

by ‘a(k)is 2C sup ]P(x)‘
AE A x€ KU(-K)

Pour obtenir le théoreme 5 a partir du théoreme 8 , nous utiliserons
, A A
le lemme 2 en prenant pour compact K llintervalle [ "X Tl] . Etant
1+8(\;)
)

donné une fonction B(A) =+ 1 sur A = (Xj) nous poserons Bj = >
Alors le polyndme trigonométrique Q du théoréme 8 , relatif a la suite

Bj satisfait 1'inégalité
|2Q(xj)-1-e(xj)152y<1 G=1,2, ...).

C'est la exactement 1'hypothése du lemme 2 car le polyndme trigonométrique
2Q(x) -~ 1 se trouve étre la transformée de Fourier d'une mesure atomique

A
portée par l'intervalle [ - T "Xé“'] et de norme < 2B + 1.
1 1

Rerarque 2. Les démonstrations des théorémes 1 et 8 se simplifient
beaucoup dans le cas ou q> 3 ., Les théoremes 1, 8, 5 sont alors des consé-
quences du corollaire du théoreme 7 et par conséquent subsistent pour les
ensembles (Kj) qui possedent la propriété du corollaire. Ainsi par exemple,
l'ensemble que nous avons construit a la suite de la remarque 1 est donc a
la fois ensemble d'interpolation et ensemble de Sidon de premiere espece, tout

en n'étant pas réunion finie d'ensembles de Hadamard.
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III. Le cas général des ensembles d'interpolation.

On peut considérer qu'un polynome trigonométrique a fréquences réelles
et & coefficients complexes P(x) = Z a, €

1gkx
k=1

tier n et des vecteurs a:(al,,u 5,a E(En et €= g s e e ,En)éR

On écrira P(x)=Pn, a, £, x).

est défini par la donnée de l'en-
n

Etant donné 0< 8§ < 1 désignons par F l'ensemble des polyndmes tri-
gonométriques dont les valeurs sur A sont égalesa 1 oua -1, a & pres.
Etant donné un entiesr n> 0, a € (En ., EE ]Rn et un nombre réel ¢ >0, on
notera F(n,a,E.c) le sous-ensemble des polyndmes trigonométriques P € F
qui s'écrivent P(x)=P(n, a, { , x) avec

|C-gl= sup [CE|<e

1<i<n

Soit E 1l'ensemble des fonctions 8(A) définies sur A et & valeurs + 1.
11 existe une application @ de F dans E qui a tout polyndome P€ F f{fait

correspondre la fonction B(A) telie que:

PO - 80| = 6 (n€h)

Dire que A est d'interpolation revient a dire, d'apres le critere du lemme 1
que ¢ est surjective. D'autre part on vérifie aisément que @ est continue si
l'on met sur E et F la topologie de la convergence simple sur A . Muni de
cette topologie E est d'ailleurs un espace compact. Enfin on désignera par

E(n, a, £, €) l'image par ¢ de F(n, a, &, €).

L'ensemble E est réunion dénombrable d'ensembles E(n, a, £, €).
En effet, soit B(A) une fonction & valeurs £ 1 ; il existe un polyndme trigono-

métrique Q tel que

QM) - 8| < = (hen |
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puisque A est d'interpolation. Ecrivons :

. igkx
Qx) = ¢ bk e
k=1
n n N 2
11 existe a:(al, cee an)E(D et i=(§1 y e e s En)é R, acoordonnées
rationnelles (pour les a, on entend que partie réelle et partie imaginaire sont
rationnelles) tels que :
n 8
2 la, -b | = =,
k
k=1 k 2
su - <e ,
LI

ou € estrationnel. Alors le polyndme trigonométrique :

Pix)=Pn, a, ¢, x) ,

qui appartient 3 F{n, a, €, ¢) vérifie la propriété :
|P(A) - B(A)| <8 (\€n);

onadonc B€ E(n, a, £, €). Ceci démontre la propriété puisque les para-

metres n, a, £, € ne prennent qu'une infinité dénombrable de valeurs.

De plus chaque ensemble F(n, a, £, €) est compact puisque c'est
1l'image du pavé l C-€ ] <ede R par l'application qui a tout { {fait corres-
pondre le polyndme trigonométrique P(n, a, ( , x) et qui est continue de
R” dans F comme on le vérifie aisément. Finalement E(n, a, £, €) est

lui-méme compact comme image de F(n, a, €, €) par l'application .

E étant compact donc espace de Baire, et réunion dénombrable de
E(n, a, £, €), il existe un entier n> 0, a € (En ) gean et € >0 tels
que E(n, a, §, €) estd'intérieur nonvide. E(n, a, £, €) contient alors
nécessairement un ouvert cylindrique de E , c'est-a-dire un ensemble de

fonctions B()) dont les valeurs sont fixées sur un sous-ensemble fini de A et
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~

quelconques sur son complémentaire A . On peut énoncer ce résultat sous la

forme suivante

THEOREME 9. Soit A un ensemble d'interpolation. Etant donné 0< §< 1 ,

il existe un entier n> 0 , (al,.° . ,an) cc”, (gl,. .. ,gn)e R et € >0 tels
que, pour toute foncition B(k) =+ 1 , on puisse trouver un polyndme
i, x
P(x) = $ae K
k=1 ¥

avec sup I(;k— gkls e, tel que ‘P()\) - BO\)lS o} () € K)
Isg<n

ou A désigne un sous-ensemble de A de complémentaire fini,

Nous pouvons déduire de 1a un résultat plus fin. En effet, reprenant
les notations antérieures, le pavé |{-E|<¢e de R" peut étre écrit comme
; i e . N i
réunion de 2" pavés |( - g(l)l < > i=1, ..., Zn) ou les g(l) sont des

points du pavé initial. Il est clair alors que

n
En, a, &, €)=i291 E(n, a, g(i), %)
et, en poursuivant le raisonnement du théoréme 9 , on conclut que 1'un au moins
des ensembles E(n, a, g(i) , %) est d'intérieur non vide. Par suite la conclu-
sion du théoreme 9 est encore valable si 1'on remplace £ par l'un des g(i) )
€ par et N par 7(1 convenable (1\\’K1 fini).

Naturellement on peut itérer cet argument. On montre ainsi l'existence
. £ s £
d'une suite de pavés emboités ]§~w\)| < <5 (v=1,2, ...) avec w, =% aux-
2 £
quels correspondent des ensembles E(n, a, w\) ) ;\7) d'intérieur non vide.

. n . .
La suite w converge vers w€ R et il est clair que l'on a :
Vv

£
E(n,a,w,“s—’)CE(n,a,w, )
v,V 5V-1



est contenu dans le pavé ‘Q-w\ < Donc
2 . 2

quel que soit v, En, a, w, ) est d'intérieur non vide et le théoreme 9

i d 1 = ré = <
puisque le pavé |( U.)V\ o1

Sv-1
demeure valable si 1'on remplace £ par w , € par

) et & par A\) con-

venable: (A \ A fini). Ce que l'on peut énoncer sous la forme suivante :
\Y

THEOREME 10. Soit A un ensemble d'interpolation et 0<d < 1 ., Il existe

un entier n > 0,(a1, ce e an)é (E'n, (wl, e s wn)é R" ne dépendant que de

A et 8, et pour tout > 0 un sous-ensemble 1\0L de A (A \/\OL fini) tels que,

quelle que soit la fonction R(A) =+ 1, on puisse trouver un polyndme trigono-

sy
metr1gue

k=1 k
avec
sup lQ - IS a o,
1=sksn k Tk
pour lequel
IPO) -8 [ = 8 hoen).

Ce résultat assez précis et étonnant montre que l'on peut réaliser 1'in-
terpolation de toutes les fonctions +1 sur ./\a , a & pres, al'aide de poly-
némes trigonométriques ayant tous le méme nombre de termes, les mémes

coe fficients et les mémes fréquences a2 o pres.
Un polyndme trigonométrique
i{, x
S
peut s'interpréter comme la transbrmée de Fourier de la mesure atomique

n
M= a b ,
k=1 k Ck



n
dont la norme est Hu“ =X |ak] et le support {C,l, cees Qn} est contenu dans

k=1
le compact

Ka =kL:Jl (wk +l-a, +al ).

Utilisant alors le critére du lemme 2, on en déduit le résultat suivant

qui est ici 1'analogue du théoréeme 5 .

THEOREME 11. Soit A un ensemble d'interpolation. Il existe un entier n> 0,

n nombres réels Wys e s W et une constante C , ne dépendant que de A ,

tels que, pour tout intervalle I, on ait:

z Ala(k)‘. <C sup |P(x)],
M x€ U (wy +1)
k=1

pour tout polyndme trigonométrique P (x) = Z./\ all)e
AE
I

sous-ensemble de A , de complémentaire fini.

, ou AI désigne un

Remarquons que dans 1'énoncé du théoreme 11, les notations different
un peu de celles du paragraphe précédent ; en effet, il faut comprendre que 1l'on

a rajouté aux points W leurs symétriques par rapporta 0, con-

9 e o e » w
1 n
formément a la proposition du lemme 2 .

Dans le cas ou W =W, = =0, A est un ensemble de Sidon de pre-
mitre espeéce. Mais nous avons vu que ce n'est pas le cas général et par consé-
quent, le théoréme est de ce point de vue le meilleur possible. Le nombre mi-
nimum de points W distincts pour lequel on a la conclusion du théoreme 11

est une caractéristique intéressante de  que l'on pourra comparer avec la

notion d'ordre d'un ensemble d'interpolation introduite dans [8] .



En général, on peut dire que les propriétés des ensembles de Hadamard
et des ensembles de Sidon de premiere espece, qui font intervenir un intervale
I de longueur arbitrairement petite, s'étendent au cas d'un ensemble d'interpo-
lation quelcongue & condition de remplacer I par une réunion finie convenable
d'intervalles de longueur arbitrairement petite. C'est le cas notamment du théo-

reme 2 . Le théoreme 3 par exemple se généralise comme suit.

THEOREME 12, 51 A est un ensemble d'interpolation, il existe un nombre

, ... ,w tels que toute série T a(\) elxX qui converge dans

un voisinage de {wl, o "wn} ou de tout translaté de cet ensemble de points

fini de points

(par ur procédé régulicr de sommation quelconque) converge absolument,

Le théoreme 12 est peut-&tre susceptible d'amélioration contrairement

au théoreme 11 (cf. [ 7]).

Démonstration du théoreme 6.

Nous avons eu l'occasion de remarquer que, si le théoreme 11 est
valable avec s alors A estun ensemble de Sidon de premiere
espece. Ce sera le cas en particulier si, pour au moins un 8§ (0< 8§ < 1) 1la
conclusion du théoréme 10 est valable avec = (wl, oo e U.)n) = 0 . Nous alons

voir que l'on peut toujours décomposer A en une réunion finie de sous-en-

sembles ayant cette derniere propriété. On aura donc ainsi le théoreme 6 .

Soit A un ensemble d'interpolation et 0< 8§ < 1. Soient n,

a.:(al,o.., ,a.n)yw:(uuls

1'énoncé du théoreéme 10 .

) wn) les éléments qui interviennent dans

Etant donné §'> 0, on peut écrire



4-27

ou les Aj sont des pavés de c6tés < §' dans T . Désignons par Aj l'ensemble

des A € A tels que

On a évidemment :

Montrons que, si l'on choisit §' assez petit, chaque Aj est un en-
semble de Sidon de premiére espece. Etant donné o > 0, toute fonction
B(L) =+ 1 peut étre approchée & & pres sur [\OL (A \/\OL fini) par un polyndme

trigonométrique que l'on peut écrire

n i(wk“' Ek)x
Plx)= % a, e ,
k=1 K
avec |g\ = sup |, | <o suivant le théorgme 10 . Désignons par p
1=k<n k‘
pj = (pj 10 pj n) un point quelconque de Aj . On a évidemment :
iw, A
k ]
sup |e - P, k‘ £ 8 (LeA)) )
I€ksn Js ]

et par suite, si l'on considere le polyndme trigonométrique

n igkx
Q.(x)= ¢ a ) e s
J ) k21 kP k
il differe assez peu du polyndme P sur Aj . De fagon précise

n

| P() -Qj(x)\s 5' % ]ak] (\ é/\j) ,



d'ou
n W
A - Q) s8 + 8! AEANA ).
‘B(/\) QJ(/\.)‘ 5+ 8 kgl ‘ak (€ i a)

Les polynOmes Q ont des fréquences ‘@ 13 o ; sil'on choisit 8' de fagon

n
que § + 8 Ia ‘ =% < , cecl montre que la conclusion du théoreme 10
vaut pour /\j avec & =8'" et w=0. z’\j est donc ensemble de Sidon de premiere
espece.
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