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§ 1. - Introduction

La théorie des fonctions analytiques dans € s'est surtout développée a

partir de deux définitions équivalentes :

- la définition de Cauchy exprimant une condition de dérivabilité complexe,
1'intérét principal de cette définition étant d@ a 1'établissement des formules inté-

grales de Cauchy.
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- la définition de Weierstrass exprimant que localement la fonction est
somme de sa série de Taylor, cette définition ayant 'avantage de se généraliser

immédiatement 3 tous les corps (R par exemple).

Enfin, Runge a caractérisé les domaines de € sur lesquels les fonctions

analytiques étaient limite uniforme sur tout compact de fractions rationnelles.

~
Lorsqu'il a fallu édifier une théorie des fonctions analytiques sur Q

(fermeture topologique de la cldture algébrique de (Dp , ou Qp désigne le corps

rationnels muni de la valuation p-adique), on s'est apercu qu'en l'absence de toute
N

théorie de l'intégration sur Qp la définition de Cauchy ne convenait pas et on a

dfi se rabattre sur celle de Weierstrass.

A l'intérieur de son disque de convergence, une fonction somme d'une
série entietre. vérifie bien le principe du prolongement analytique (c'est-a-dire
que si la fonction est nulle au voisinage d'un point elle est identiquement nulle).
Mais le fait que la distance étaitultra métrique [d(b, c) £ max(d(a;b), d(a, c))]
amenait un ennui inattendu : on ne pouvait pas prolonger une somme de série entiere
en dehors de son disque de convergence par la méthode de Weiesstrass puisque le
développement en série entiere de la fonction autour d'un point arbitraire du disque

de convergence donnait toujours le méme disque de convergence.

S'inspirant de la méthode de Runge, M. Krasner eut 1'idée de définir les
fonctions analytiques comme limites uniformes de fractions rationnelles sur des
ensembles convenables qu'il a appelé des quasi-connexes. (Plus exactement, ce
que 1l'on définit ainsi c'est un élément analytique, une fonction analytique est définie
sur une famille enchainée de quasi-connexes, sa restriction & chaque quasi-connexe
étant un élément analytique). Ces fonctions analytiques vérifient bien le principe du

(*)

prolongement analytique, sans lequel on ne saurait parler de fonction analytique.

(*) C'est pour cette raison et par analogie avec le cas des fonctions analytiques
sur € que M. Krasner a appelé ses ensembles des quasi-connexes, bien qu'ils

ne soient nullement connexes.



Mais cette solution trés ingénieuse restait pourtant peu satisfaisante pour l'esprit
dans la mesure ou il n'était pas évident qu'elle fat la meilleure possible : les
quasi-connexes sont en quelque sorte ''parachutés'', et il paraissait possible que
d'autres définitions plus compréhensives et d'autres ensembles plus généraux puis-
sent également donner lieu a une théorie convenable de fonctions analytiques. On

a €té ainsi amené a formuler le probleme de ia fagon suivante : soit A un sous
ensemble ouvert de K . On appelle: "élément analytique' sur A une limite
uniforme sur A de fractions rationnelles n'ayant pas de pdles dans A . Une
famille d'ensembles (Ai) est dite enchafrnée si étant donné desux ensembles A et

B de cette famille, il existe un nombre fini d'ensembles de cette famille, soient

e = =B, A. .= 40 € i< n-1.
A n,Antlsque A=A, A =B AlﬁAl_1Ll @ 1sisn-1

P
Soit alors @ une famille de sous-ensembles ouverts de K . On dira que

la fonction f est analytique sur la famille enchainée (A,l) d'éléments de G si

sa restriction a chaque Ai est un élément analytique. On notera que si f est une

fenction définie sur (G tel que sa restriction a chaque Ai d'une famille enchafnée

engendrant 0 est une fonction analytique, alors f est une fonction analytique sur

@ . (Ceci signifie que si l'on réitere le procédé de formation des fonctions analytique:

on reste dans la mé&me classe de fonctions - démonstration évidente).

Le probleme consiste alors a trouver une famille @ telle que les fonctions

analytiques vérifient le principe du prolongement analytique.

M. Krasner a fourni une réponse partielle 2 ce probleéme en proposant les

ensembles quasi-connexes. Voyons comment donner une réponse plus satisfaisante.

Notons d'abord que les éléments analytiques sont aussi des fonctions ana-
lytiques. Si les éléments analytiques sur A vérifient le principe du prolongement
nalytique, A sera dit analytique. On voit donc qu'il est nécessaire que @ soit
contenue dans la classe des ensembles analytiques. Montrons alors que la classe

des ensembles analytiques répond a notre probleme.



Proposition 1 : Une fonction aralytique { sur une famiile enchafnée (AL)
i

d'ensembles analytiques vérifie ie principe du prolongement

analytigie.

En effet, supposons que { soit nulle au voisinage d'un point X de

U ‘Ai et soit x un auire poirt de U Ai , il faut montrer que f(x) = 0 . Soient A
1 1
et B respectivement les deux ensembies de la familie enchafnee auxquels appar-

tiennent x et x . Soient Al An les ensembles tels que Al = A, An =B

o
ANA_ 1 £Z@ , 1<i<n-1. La reastrictionde { & ,Al étant un élément analytique,
i i+

et { étant nulle au voisinage de X, f est identiquernent nulle dans A , puisque

1

Al est analytique. A1 et AZ étant ouverts, leur intersection Alﬂ AZ est un ou-

vert non vide dans lequel f est identiquement nulle. La restrictionde f a A

2

ertant un élément analytique, f est idenfiquernent nulle dans A De proche en

5
proche, on voit ainsi que { est identiquement nulle dars A, donc f(x) = 0.
n

Notons en passant la rermnarque intéressante.

Corollaire 1 : La réunion U A,l d'une familie enchafnée d'ensembles analytiques
i

est un ensemble analytique.

En efiet un élément analytique sur U /S_L1 est une fonction analytique sur la
1
famille (Ai) donc vérifie le principe du prolongement analytique. On voit ainsi

que l'on a la

Proposition 2 : Soient A un enssmble analytique, R une fraction rationnelle

non constante, sans pdle dans A . Alors R(A) est un ensemble

analytique.
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On voit d'abord que l'image par une fraction rationnelle non constante d'un
disque ouvert est un disque ouvert. (Nous en donnerons la démonstration facile com-
me application du polygone de valuation au § 3). A, étant ouvert, est une réunion de
disques ouverts, il en résulte que R(A) est aussi la réunion d'une famille de
disques ouverts, c'est donc un ouvert. Si alors f est la limite uniforme sur
R(A) d'une suite fn de fractions rationnelles sans pdles dans R(A), il est clair
que fn o R estune fraction rationnelle sans pdies dans A et que fn + R converge
uniformément vers £ ,R sur A, f_ R estdonc un élément analytique sur A .

Si f estidentiquement nulle sur un ouvert non vide O de R(A), Rgl(O) esf un
ouvert non vide de A sur lequel f R est nulle, puisque A est analytique, {_ R
est identiquement nulle sur A et donc { esi identiquement nulle sur Ri{A) .ce

qui prouve que R(A) est analytique.

Il s'agit alorsde donner une caractérisation plus géométrique des ensernbles

aralytiques.

Nous établirons une condition suffisante d'analyticité, puis nous verron
qu'une forme légérement renforcée de cette condition est une condition nécessaire
d'analyticité ce qui nous conduit & conjecturer que cette condition est nécessaire et

suffisante.

Ce faisant, nous verrons (proposition 6) que la classe des ensernbles analy-

tiques ne possede malheureusement pas la propriété d'intersection finie.

Enfin nous montrerons que la classe des fonctions analytiques ainsi obienues

est plus vaste que la classe des fonctions analyfiques sur les quasi-connexes (§ 3).

Quelques cas particuliersde ces résultats ont été exposés dans [1].



§ 2. - Notations

K désigne un corps valué ultramétrique complet algébriquement clos. On
suppose de plus que K est une extension du corps p-adique (Dp . Cette derniere
hypothese n'interviendra pas au paragraphe 4 : (condition sulfisaiv 2analyticité),
rnais sera essentielle au paragraphe 5 : (condition nécessaiic d'analyticité).

Voyorns exactement ce quimplique cette derniere hypothese. K é&tant un corps ,

@ s'identifie de fagon canorique a un sous-corps de K . Munissons le d= la valeur
absolue définie sur K . Il résulte alors d'un céiebre théoreme d'Ostrowskl que

les seules valeurs absolues non triviales sur @ sont la valeur abgolue ordinaire et
les valeurs absolues p-adiques. Comrne la valeur absolue ordinaire n'est pas ultra-
métrique, on voii que la valeur absolue sur @ 1induite par celle définie sur K est
so0it la valeur absolue triviale (*)9 soit une valeur absolue p-adique. Ce que nous sup-

posons donc c'est que K wn'induif pas la valeur absclue triviale sur @ .
La valeur absolue sur K sera notée ‘ \
Suivant l'usage, nous introduisons la valuation sur K
xf = -log |Ix

bl = - tog I
Alors gxyﬂ :gxﬂ +ﬁy‘
et Hx+y! 2z min (ﬂxﬁ . uyﬂ) 1"égalité ayant lieu si “xﬁ # Eyn )
Nous attirons l'attention du lecteur sur la perversion du signe - : les

inégalités sont donc changées de sens. Le disque ax-ai < r sera noté !x=a‘ 2

avec p = Log r . Exﬂ - +oo signifie x - 0.

Le signe < signifiera, soit < , soit = .

(*) c'est-a-dire | x| =1 pour tout x€ @
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§ 3. - Polygone de valuation

Considérons le polyndme du premier degré Pa(x) =x-a. Ona

‘ ‘a. pour ‘x.> 'a'
‘Pa(x)‘ < ‘x' = |a] pour 'x' = ‘a‘
| =1

xl pour ‘x‘< Ia‘

On voit donc que ‘Pa(x)‘ ne dépend que de Ix' sauf pour la valeur exception
nelle lx‘ = ‘a‘ . Ceci nous permet donc de définir la fonction de valuation IPa'(r)
du polyndme Pa définie sur le groupe de valuation et & valeurs dans le groupe de
valaution : |Pa'(r) = lPa(x)‘ pour ‘x‘ = r . Cette fonction qui est définie pour
r # Ja| se prolonge par continuité au point r = 'a‘ en posant 'Pa' (| al) = la'

( = inf ‘Pa(x)' ) .

Ux1=1af

Si 1'on considere alors la fraction rationnelle R(x), comme K est algé-

briquement clos, R(x) se décompose sous forme d'un produit de facteurs du premier

degré :

et donc

'R(x)' = 'a‘ + 1% lx-a.' - g ‘x-b.'
i=1 Y=l J

Donc, pour t’x' # |ai' , 'XI/J— 'bj‘,'R(x" ne dépend que de |[x] ce qui permet
de définir la fonction de valuation ler) de la fraction rationnelle R(x), pour
r # [ail ) 'bj' , cette fonction se pprolongeant par continuité aux valeurs exception-
nelles ‘ail , ‘bJ‘ On a bien str

IR} ()= lab £ P L 6) - £ fpy o)

a1 j=1 j
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|RI , somme de fonctions linéaires par morceaux, est une fonction linéaire
par morceauxet son graphe est appelé le polygone de valuation de la fraction ration-
nelle R . Cette fonction,se prolonge sur R en une fonction linéaire par morceaux

2 valeurs dans R .

La pente de 'Pal au point r vaut 1 (resp. 0) si r< .a‘. (resp. T > |a' ).

L.a pente de HR | au point non exceptionnel r étant la somme des pentes des

fonctions‘Pal et —le ', on voit que celle-ci est un nombre entiar qui représente
§ .

la différence entre le nombre de zéros et le nombre de pdles situés dans le disque

|x|> T .

Si r estun point exceptionnel, la différence entre la pente du cdté du poly-
gone situé a gauche du point d'abscisse r et la pente du cdté situé a droite re-~
présente la différence entre le nombre de zéros et le nombre de pbdles situés sur le
cercle }xb=r . (On voit donc qu'en un point exceptionnel il peut ne pas y avoir de

changement de pente si le nombre de zéros égale le nombre de pdles).

Dans cette présentation, l'origine joue un rdle privilégié. Dans les appli-
cations, il sera donc utile de considérer la fonction de faluation IRIX de R relative
. 1 2ps s co. o .
au point x - Elle est définie (sauf pour un nombre fini de valeurs exceptionnelles

de r ) par
lRlXO(r) = 'R(x)l pour lx—xol = r.
Elle se prolonge par continuité aux valeurs exceptionnelles de r . Son graphe est

appelé le polygone de valuation de R relatif a X

On notera la formule d'échange tres importante :
'R'x (‘xlnxo") :lR‘XI (‘x1 -xol)
o
En effet, pour ‘X-XJ < ‘xl—xol on a 'x_xl' = lx—xol et donc pour

r < ‘xl-xol , T non exceptionnel, on a 'Rlx (r) = lR.X (r). Comme ies fonctions de
o 1



valuation sont continues, on obtient le résultat en faisant tendre r vers x_-%x

1

Si maintenant on considere un élément analytique f défini sur un ouvert A ,
c'est-a-dire la limite uniforme sur A dfune suite de fractions rationnelles sans
pdles dans A , on va pouvoir définir sa fonction de valuation |f | comme limiie de
la suite des fonctions de valuation ‘Rni des fractions Rn . Mais bien sr-cette fonc-
tion ne sera pas définie sur tout le groupe de valuation mais seulement sur l'image

la) de A dans l'applicafion x — ‘x‘

Soient Q et R deux fonctions rationnelles approximant { sur A

5

c'est-a-dire que l'on a

ox) - =) >M | R(x) - f(x)} > M pour x€A et donc :

Q) - Rix)l > M pour x€ A .

Si r n'estexceptionnel ni pour Q ni pour R on a
ol = Jab(x) et IR} = IR}r)  pour Ix)-= r -

si de plus l'intersection AN Cr de A avec le cercle Cr%xﬂ = r n'est pas vide et
si enfin IQl(r) < M ., ona IRﬂ(r) =)R(x)} =JQ(x)] pour x€ AN C_ etdonc

I_Rl(r) = I&)(r). Il en résulte que si r estun point d’accurnulation de {a} et si en
ce point ﬂQU(rO) < M , alors en ce point on a iri(z) = ’Q“(rov) . en effet dans tout
voisinage de ry il existe une infinité de valeurs de r appartenant a 'AB ; comme
il n'y a qu'un nombre fini de r exceptionnels pour Q ef R simultanément, 1l y
a une infinité de valeurs régulidres de r dans ce voisinage appartenant a |A] et
en ces points on a 1Q)(r) =JR§(r) (on prend le voisinage assez petit pour qu'on y
ait HQB(r) < M), alors par continuité on aura aussi ﬂR'(ro) :ﬂQﬂ(ro) i

L'ensemble Pr(A) des points daccurnulation daus R de l'image ﬂAﬂ de A sera

appelé la projection d= A .
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D'apres ce qu'on vient de voir, si R (x) est une suite de fractions rationnelles sans
pdles dans A convergeant vers f uniformément sur A, en un point r de Pr(A)
ou IRn (r))» +o0 ou 'Rn|(r) reste constant aprés un certain rang. On appellera donc
fonction de valuation de f : ffJ(r) = lim IRnl (r} ; cette fonction est définie sur Pr{A)
et d'apreés ce qu'on a vu, sa défirition ne dépend pas de la suite approximante choisie.
Le graphe de §f| est appelé le polygdne de valuation de f. C'est bien un polygdne
puisque au-desscus de la droite d'ordonnée M , le graphe de fffcoincide avec le
graphe de toute fraction rationnelle R telle que Jf(x) - R(x)J > M sur A .

Comrne dans le cas des fractions rationnelles on définit 1'image lA.lX de A

o
relative au point X (c'est l'image de A dans l'application x - |x—x0|) . la projection

Pr (A) de A relative au point X {ensemble des points d'accumulation sur R de
x
o

fA} ) et la fonction de valuation }{j (r) de f relative au point % defirie sur
x X c
o o

Prx (A) .

On vérifie sous peine que si f{(x) = 0 dans le disque yjx-x { >p , ona
o

RN (r) = 40  pour r>p.
o

Nous n'étudierons pas les rapports entre la fonction [{l(r) et Ji(x)] . Cette

étude est faite dans [2].

Dans le cas ou { est somme d'une série de Laurent dans la couronne
P, < Ix¥< Py (ce qui est d'ailleurs le cas pour tout élément analytique défini dans
une telle couronne) le polygdne de valuation de f est conctave, c'est alors ie polygdne

dual du polygdne de Newton de la série de Laurent [3].

-..L'idée.essentielle di polygone de valuation a été introduite par M. Krasner [4].

Vu l'absence d'exposé systématique de ses propriétés et son importance dans
les techniques utilisées pour 1'étude des fonctions analytiques en analyse p-adique,
nous avons préiéré faire un exposé détaillé des propriétés les plus élémentaires.

~

Le lecteur se convaincra qu'il n'y a aucune difficulté & ce stade a définir le

polygdne de valuation d'une fonction analytique.



Comme application triviale démontrons la propriété annoncée dans 1'in-

troduction.

Proposition 3 : L'image du disque D:lx-xo| > p par la fraction rationnelle R(x)

sans pdles dans D est un disque.

Posons Q(x) = R(x) - R,’(xo). ,«/

Q(x) n'ayant pas de pdle dans D , son polygdne /
relatif a X est concave, on a douc '

\ ] -
'Q‘x (r) >lQ'x (p) pour r>p . (*)
0 o (. 0) |
1Q(x)) = IQ‘X (r) pour r = lx-xol >p , ona donc 4 o
[
i

o
IR(x) - R(XO)' > IQ'X () = p', ce qui prouve que
° ,
R (D) est contenu dans le disque DV |x—R(xO)| >pl. polygone de Q(x)

Moentrons que R(D) coincide avec D' . Soit y€ D',
le polgdne de valuation de R(x)-y relatif 2 x_ est e
le méme que celui de R(x) - R(xo) + R(xo)—y , c'est /

donc l'enveloppe inférieur du polygdne de Q(x) et

du polygdne de R(xo)v-y qui est la droite d'ordonnée /

R,(xo) -y comme R(xo)r—y >p', au voisinage du (p,o)ﬁ/ X =
point d’abscisse p les polygdnes de R(x)-y et de e

Q(x) coincident, donc ont une pente positive, ce

qui prouve que R(x)-y s'annule dans D donc,

polygone de R(x)~-y
y € R(D).

On pourrait mé&me prouver que l'image par un élément analytique d'un

disque ouvert cu fermé est un disque ouvert ou fermé [5] ainsi que des résultats

analogues sur les couronnes,

(*) Comme Q a des zéros dans D, la pente au voisinage du point p est positive.



§4. - Condition suffisante d'analyticité

Soit A un sous-ensemble ouvert de K .

On dira que le disque D contenu dans [A est maximal si tout disque A

contenant D et contenu dans {A coincide avec D .

Etant donné un point x de A, on dira que la suite de disques disjoints maximaux
o
D |x-a } o . nelN 1<js< jn , contenus dans A , est "'convenable' si
n, n, n.
J J J a
on a Ia -x'z T pour 1< j<]J ,'a -a |=inf(r , T ) pour n £ m et
n, o n n n, m n m
J , J k
'a - a ! >r pour j#k, sila suite ro forme une suite monotone convergeant
n, n n
j k
vers une limite r et si de plus | x x-x_ = r}NAFD et {x| X-X <

1N Azd

r
n

pour tout n .

Nous pouvons alors énoncer le

itcoré@me | Pour que l'ensemble ouvert A soit analytique il suffit que la

condition suivante soit réalisée.

Pour tout point X de A , pour toute suite "convenable '' de disques D
nj

et pour toute suite d'entiers 2z 0 p ,, la suite
nj

R o) e p x|
inf -p (0 _,-r )- % p a -2 l-r)+ 3T p -r
) 1gjcy N L N rk ok nj no_ .y m n m
; kA
Im
U = L e, e tend ] . 4 . d n = )
ou P, jzl P,,j+ pe tend pas vers +oo guand m -~

Ce que nous démonfrerons c'est qu'une condition nécessaire pour que A ne
soit pas analytique est que 1'on ait non -{¥). La démongration est reportée au para-

graphe 6 °

Donnons d'abord quelques

Exemples. 1) Les deux disques D - ‘x—a'>p et A:lx-bI®> r sont diis indiscer-

rnables si l'ona r=p = a-=hb.



Soit alors la condition :

Pour tout point X de A , pour toute suite de disques disjoints maximaux
discernables Dn : ‘x—anl > G contenus dans A, tels que la suite
’ lxo-anl forme une suite monotone convergeant vers une limite r et que
%) {x] lx-xo‘ SrINAZF, et {x| lx—xol < lxo—anl INA#d pour tout n, la
) série
j o r-lx -al
o n

Z - -
N p X -a

converge pour N assez grand.

Cette condition appelle quelques remarques car le dénominateur
" |xo- an| peut &tre nul. Si le numérateur est nul aussi, on pose que la fraction
est nulle (la série n'a alors qu'un nombre fini de termes non nuls). Si aucun numé-
rateur n'est nul, en disant que la série converge pour N grand on exprime en

particulier qu'il n'y a qu'un nombre fini de dénominateurs nuls.

On montre alors que :

Proposition 4 &) entratne

La démonstration de cette proposition sera faite au paragraphe 7.

2) Les ensembles quasi-connexes sont analytiques.

Ce résultat n'est évidement pas nouveau (cf. introduction). Nous allons montre

~
que les quasi-connexes vérifient la condition (%).

Nous utilisons les notations de (¥). Dire que A est quasi-connexe c'est
dire que si a appartient 3 A etsi {x] .x—xoi < lxo—al} NA#¢@ les valuations
‘xo-a' ne peut prendre qu'un nombre fini de valeurs. Si donc la suite |xo-an'
est monotone,a partir d'un certain rang N on a pour n>N lxo—an' =r etla
série considérée converge bien puisque tous les termes sont nuls a partir d'un

certain rang.



3) Soit A un ouvert tel que CA soit la réunion d'une suite de disques
D lx-anl > b, ol 'anl ¢st une suite monotone convergeant vers r, telle que la
n
série

o T - Ianl

Z

N Py~ lanl
converge pour N grand.

Alors A est analytique.

C'est une application directe de (%). (Si on veut que les Dn soient disjoints,

il faut supposer p_ b lan‘ ).

Si tous les Ianl sont distincts, l'ensemble A n'est pas quasi-connexe.

4) Soit A un ouvert tel que CA soit la réunion d'une suite de disque

Dn ; Ix—anl > Py ou Ianl est une suite monotone convergeant vers r , tels que
n-1
O 2|a|+2 ]Ial—r\-c
n n Rk
k=1
o
¢ constante arbitraire vérifiant : c¢< § ‘_lakl - T
k=1

Alors A est analytique.

1.a démonstration sera donnée au paragraphe 7.
_ 0o
Notons touteiois que si T Hakl - r‘< +oo , ceci entraine que l'on a
=1
Py~ 'anl >0 >0 etdont 1la séli'le
© T~ Ianl
=

n=1

Pp- 2y
converge. lLa condition donnée est donc plus:faible dans ce cas que la condition

donnée a l'exemple 3. On verra d'ailleurs au § 5, exemple 2, que la condition

donnée a l'exemple 3 est dans ce cas nécessaire et suffisante.



3-15

Toutefois si ¥ | lakl—rl = +00 , il n'y a d'implication dans aucun sens,
k=1
et si A vérifie la condition 4, il peut ne pas vérifier la condition (:6) Considérons

en effet l'exemple suivant

1
r—|an|:; pn=|anI+Logn

(I1 peut arriver que % n'appartiennent pas au groupe de valuation de K . Il

1 1
. hoisi 1 —_— - s -
suffit alors de choisir Ianl tel que ° T Ian‘ o ).

+1
, . ]. . . o g POV I
La série ¥ ;—l-gg—n diverge, mais les conditions de 4 sont vérifiées.

5) Donnons des formes affaiblies des conditions 3 et 4. On considere

des ensembles du méme type. Alors si

pn2 ul ol | estune constante > 0 arbitraire
1

l'ensemble A est analytique.

Ce résultat est une conséquence immédiate de 1'exemple 4. (La démonstration

est laissée au lecteur).

o On considere toujours des ensembles du méme type. Alors si la série

by lr-lakl‘ converge et si pn2 c>1r l'ensemble A est analytique. En effet,
k=1

c—r Pl Pd °
pour n grand, on a alors G Ianl >S5 et 1& résultat découle alors directement

du critére 3 .
00

Nous verrons par contre que si la série ¥ ]r-lakl l diverge et si an C

k=1
A n'est pas analytique (§.5, exemple 3).

6) Donnons enfin un exemple plus sophistiqué. Soit A un ensemble ou-

vert dont le complémentaire est la réunion d'une famille de disques disjoints D ,
o0 n

Ix-anl > P si P~ 0 pour n>N (N arbitraire) et si la série ¥ T converge,
N n
alors A est analytique.



Pour prouver cetfe assertion, on démontre d'abord que si un disque D ,
|x=a|> p , est contenu dans le complémentaire de A . il est nécessairement contenu
dans un des Dn » ce quil prouve que les Dn ont les seuls disques maximaux. Admet-
tant provisoirement ce résultat, on applique alors la proposition 4 : en effet, soit
An : ‘ x_an| b i.n une suite de disques maximaux cont enus dans CA avec 'Xom an'

convergeant vers r ; comme la suite {A 1 est une sous-suite de la suite {Dn}
oo n

r - +o0o0o quand n- +oo et Y -—— converge, donc pour n assez grand, on a

n r

n=1 n
r I'IX "al
o n

, 2
‘xo—anls —22 et| r -‘xomanl |< ¢, donc | rn_‘xo < =S

et la série
-a I
n

n

-
[0 0) r XO anl

3 converge.
r - Ix -a |}
n=1 n o n
Prouvons maintenant que les D  sont les seuls disques maximaux. Soit
n
donc D Ix—a' » 0, un disque qui ne soit contenu dans aucun des D . I faut
n

pruuver que D intersecte A,

Qo

Comme § — <+, p >0, onvoitque p - +oo . Soit = la suite
0 n n k
n=l "n
croissante des valeurs prises par les Py On notera que chaque valeur T DE

peut étre prise qu'un nombre fini de fois. Soit r. le plus petit des r, supérieur

k

ou égala p . Prenons 1= 1 pour simplifier. Si p = r et si D estle disque cir-

conférencié. IxaaIZ p , comme il n'y a qu'un nombre fini de disques Dn de rayon

e_r1 contenu dans D , il existe un disque non circonférencié A_. , contenu dans D ,
-1 . -r

de rayon e 1 qui ne rencontre aucun des disques Dn de rayon e et D n'est

pas circonférencié, on peut prendre Al =D . Sienfin p # r, , on peut encore trou-
-r

1
ver un disque Al , contenu dans D , de rayon e qui ne rencontre aucun des dis-
-r
ques Dn de rayon e ~. De méme on voit qu'il existe dans Al un disque AZ de
-r
2

- |
rayon e qui ne rencontre aucun des disques de rayon e 2 | En continuant de

méme, on construit ainsi une suite de disques emboités A , de rayons tendant
n
wre

vers 0 et tels que le disque Ak n'intersecte aucun des disques Dn de rayon e 1

i< k. Puisque l'espace K est complet, l'intersection (M An est non vide (et réduite
n
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2 un point) on voit de plus que Q Ar n'intersecte aucun des Dn , donc est conte-
| n

nue dans A . Ce qui prouve que DNA £ ¢ .

Montrons sur cet exemple combien la classe des ensembles analytiques se
distingue de la classe des ensembles quasi-connexes .

Choisissons umre suite de poinis a tels que Ianl # |am| pour m # n et tels
que la suite Ianl soit dense dans l'intervalle [ -0, 0] . Choisissons alors une suite
p, avec p 2 Ianl et :2_01 L <t . Soit D _ le disque Ix- anl >p A :‘:%Dn

= n
est donc analytique. On voit pourtant qu'étant donné un point quelconque x de A

on peut toujours trouver un point y de A tel qu'il y ait une infinité de cercles
centrés en x et de rayonS$moindresque |x—y‘ qul intersectent CA ., alors que pour

un quasi-connexe il ne pourrait exister qu'un nombre fini de tels cercles.

Remarquel :La condition (%) n'est pas stable par intersection. Autrement dit, si
A <+ B sont deux ouverts vérifiant (%) ANB peut ne pas vérifier (%). Nous allons
le montrer sur un exemple. [ En fait, nous prouverons méme (proposition 6) que la
classe des ensembles analytiques n'est pas stable par intersection].
. - . « 1 1 .
Soit a  une suite de points de K tels que =< |a lS ——= _ Soit b une
n n n n-1 n
suite de points de K tels que |bnl = Ibn“ anl = Ianl . Posons P, = 'anl + Log n .
Soient D et A respectivement les disques 'x«-a |> p 'x—b |> p_ . A :CU D
n n n n n n noon
et B =CU A vérifient (%) ainsi qu'il résulte de l'exemple 4. Dans E(AﬂB) comnsi-
n

. ‘ . . ; e S _ _ i
dérons la suite de disques Dk : lX Ck' r avec c, =a ¢, bn

Choisissons Py =1 et X = 0 . On obtient :

2n-1 n-1
-p, (r, -le, D) : p (e d-lep = -togn+2 = o b -26-Dla |
2(n-1) n-1

"p2ns1(r2n,1”'C2n—1|)+k§1 pk(|0k|~162n_1|)==L0gn+2k§1|ak|=2(nv1)|an|



n-l n-17  n-l
or zkz:1 lakl_(Zn—l)lanl > zkz:l - 2—= >2logn-2
vl
et donc lorsque n- o, -P, Ic I )+ Z pk(lc ' ‘c | tend vers +oo , ce qui

montre que AfB ne vérifie pas la condition (4.

§ 5. - Condition nécessaire d'analyticité

Nous noterons (%) la condition (¥) o1 1'on suppose de plus que Py est de
CX.n.
la forme pnj =p T o p est la caractéristique des classes résiduelles, a_. est

entier et de plus « P o quand n- oo,
n

s

La condition (%) s'énonce donc :

Pour tout point X de A ., pour toute suite ‘'convenable' de disques D
a .
pour toute suite d'enfiers =z 0 de la forme pnj = p " avec inf o ten-
1j=y_

nj

dant vers 1'infini avec n , la suite

Jn ~ n-1
inf - pnj(pmj—'rn)—kZ:1 pnk(‘ank-anj|-rn)+nzzlp

3 k7]
m

ou P : “21 pmj , ne tend pas vers +oo quand n — oo .
J= ‘

m lrln-rm‘

on a alors le :

Théoreme 2 : Pour que l'ensemble ouvert A soit analytique, il faut que la condition
A

(%) soit réalisée.

Vel
Nous montrerons que si non - (¥) a lieu, on peut construire explicitement

un élément analytique sur A , nul sur un ouvert de A et non identiquement nul.

La démonstration est reportée au paragraphe 8 .



3-19

Un exemple trivial d'ensemble non analytique est le complémentaire d'une

couronne A :CT avec T, r< Ix—al< R .

Nous allons donner des exemples moins triviaux.

Exemples : 1) une forme affaiblie du théoréme 2 est la suivante :

Proposition 5 : Soit A un ensemble ouvert. S'il existe un point X de A et une

suite de disques Dn s |x-an| > I cont enus dans CA tels que l'on

ait 'an- aml = inf (‘xo-an| , 'xo—aml) pour m £ n, que 'xo<=an'

forme une suite monotone convergeant vers r , que

{x| |x-x0|S rINA#0 et {x] Ix-xol < 'x0~an| INA#£d  pour

tout n, que P - Ian—x0| tende vers 0 quand n tend vers l'infi-
0 r-ja —Xo

ni, et enfin que la série ¥ diverge pour tout N ,
n=N P~ Ian‘ XOT

alors A n'est pas analytique.

En effet, on voit d'abor que la suite Dn forme une suite '"convenable' (on a

J = 1 pour tout n).

Si p = |a -X I avec r %‘a - x l pour une infinité d'indices, alors, en
n n o n o
nous restreignant éventuellement a une sous-suite, on peut supposer que ceci a lieu

pour tout n . On choisit 1l'entier o tel que
-1 1 On
r=r
tend bi s 1'infini puisque r -§a -x 0:
a tend bien ver infini puisq ' n 0'—»

Si p = la -xol avec r #Ian— x0| seulement pour un nombre fini d'indices,
n n
en négligeant ces termes on peut toujours supposer que l'on a P- |an- Xol £0.

On choisit alors o, tel que :

s 1infini oui s - - 0.
a, tend bien vers l'infini puisque Py l 0 xol



a

o n
On vérifie alors que dans les deux cas, avec P, =P

c = -p Ia—x|+2p1|a—x| la -xl\

n n
m=1

tend vers +00 quand n - oo .

En effet, pn(pn- 'an~x0| ) = 0 dans le premier cas

et pn(pn-lanvxol) < p dans le deuxiéme cas. De plus, d'apres
n-1
le lemme 1, § 7: nl—lvrélo Z 1 Pm l Ia -x l |a -X H rr%-—'l P, ‘r-|am—x0||

et dans les deux cas, cette derniere série diverge.

La proposition résulte donc du théoreme 2.

2) De cette proposition on déduit le

Corollaire 2 : Soit A un ouvert tel que CA soit la réunion d'une suite de disques
disjoints D lx—anl> o, (pn> lanl) avec |arl—am|:1nf(|an|y|aml)

ol la I est une suite monotone convergeant vers r et telle que la
n
o)

série Zl rula I soit convergente. Aioripour que A soit analytique
n= ')
il faut et il suffit que la série ¥ converge pour N grand.
n=N 0 -2

On a déja vu que cette condition €tait suffisante au pragraphe 4, exemple 3.
Montrons qu'elle est nécessaire.
0o r—lanl
11 faut montrer que si ¥ m diverge pour tout N, A n'est pas ana-
N -
lytique. S'il y a une infinité de n tels que pn - lanl =0 et r - 'anl # 0, on sait
déja que A n'est pas analytique. Supposons donc que ce n'est pas le cas, on peut
meéme supposer que pn- Ian| # 0 pour tout n = Nous allons alors montrer qu'on

peut extraire une sous-suite n._ telle que Py |a I—» 0 quand k- oo, etque

k
00 1"'Ia’n l
k 1 -p-———l———]— diverge, il résultera alors de la prop031t1on 5 que A n'est pas
g

analytique.



r-la )
n

Puisque T r- [an| converge et que T m diverge, on voit que la

rla ]

série z ———=-|-—=rn diverge aussi. Choisissons alors les indices n....n
0 _Ia '<1 p - a 1 k
h n n n r-=|an l 1
tels que - fa <1 pour l<isk et z - >1. Mais alors la
aue o, 1 nil p et T
1 1. n,
e ) P
série T diverge aussi. On peut donc choisir des indices
n>r11<1 Pn’ Ian' 8 P
-1a <
L oyl e on)
n ... n tels que p - Ja <~ pour k. <i<k, 6 et by >1.
k1+1 k2 n, n, 2 1 2 k1<1Sk2 pni- an,
i

De proche en proche on peut donc choisir la suite croissante d'indices n, telle que

1 r - |ani|
0 -la |< — pour k <is< k et by > 1. Cette suite
1’11 nl m m-1 m k <iSkm pn" an

; .
n, est donc la suite cherchée. !

m-1

3) Soit A un ouvert tel que A soit la réunion d'une suite de disques
disjoints Dn , 'x—an|> o, (pn> Ian|) avec lan-aml = inf (lan| , lam‘) ou
la l est une suite monotone convergeant vers r et telle que la série

b3 r-lan‘ soit divergente. Alors, s'il existe N tel que pour tout n> N, on ait
n=1
n-1
R MEN

%, - Ia,l
n n

(1)

- c2p

A n'est pas analytique. En particulier si p)n < R a partir d'un certain rang, A n'esi

pas analytique.

Fixons nous une constante h : -E< h<1.

Nous allons montrer qu'il existe une suite croissante d'entiers o tendant
a
vers l'infini telle qué {on pose p_ =P ™) pour n assez grand, onait:

n-1
= pl Ba-le ]|

n-1
pn ? ‘ Ianl’lakl‘

h
2—
p



On construit cette suite par récurrence. Soit M tel que

Ia lal_ _laM 1‘74|aMl : on choisit ay = :OLNI[=0; pour n> M
3 pk\Ial la b | e (e V- 1
si T <h . onprend a = , si 1 =T =N
S ka1 la b noont PO P
Ph-1 ] n k Pho1 ‘i n k

Montrons que cette suite satisfait aux conditions indiquées. On voit sans peine

que c'est une suite croissante.au sens large. Il en résulte que l'on a :
n-~1

n-1
NI EAE N TR PR RSN 1

Pour démontrer 1'inégalité (2) nous utiliserons deux remarques (dont les

démonstrations, faciles, sont laissées au lecteur).

i) Soient al°b1’ a,,b,, cetd des nombres réels 2 0 . Les inégalités
a a a.ta
C 1 C 2 ~ .. ... C 1 2
-< = |, =< — 1 1’ 1 -<
i3 1<% entrainent inégalité i-% 15
1 2 172
ii) Soit plg. c pr1 une suite croissante de n nombres réels > 0 et
n
Wy, o.. o, w o une suite décroissante de n nombres réels 2 0 tels que T u, = 1.
i=1

On a alors :

n n

Y p.u s ¥ p.
TR
Prouvons alors que 1'inégalité (2) entraine 1'inégalité

n
) %pkilaHl lal‘zh

P
P Z\|a+1|| J

En effet, d'apreés la remarque ii on voit que

n-1 [ la_l-Ta |
Pan

5
! REM B EW

n-1
S ¥
1

Py
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Donc
n-1 n-1
>p, % oe llalladl
(4:) 1 2 =1 2 -
Pn pn b} ‘lan|'lak!‘ P
n-1 1 n-1 n-1
. zolle el e e M-l b lla l-da BT s
omme 5 =

-1 n-1
T N T T K TRYY MU KA T

Il résulte de (2), (4) et de la remarque i que l'on a :

n-1
5 plf\ el |
ne P
o, 1 Ma, 1-lad |
Comme d'autre part :

(6) =12 =
Pnl ‘anJ{' B lanl_‘— p

On déduit (3) de (5), (6) et de la remarque i.

Démontrons alors (2) par récurrence. Si la formule est vraie pour n on

a alors (3):

n
. T Pk‘lan+1|’|akl‘
Si | <h ona P
P, | e, I-1a. 0]

formule (2) pour n+l .

= et (3) n'est autre que la
+1 pn

n
Si Zl pkl Ian+1l'|akl ‘

n-1
P, T 'k, V-la b

ment la formule (2) pour n+l .

2h ona P, PP, et on a donc triviale-
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Enfin 1'inégalité (2) est vraie pour n =M car alors Py - TPy =P
) _ Zpk\|a||al\ L n
et Py =P cequi donne :5>'1;
by 7 Had-la, 0

Il reste enfin a prouver que a. tend vers l'infini. Or si ce n'était pas le cas

cela voudrait dire qu'il existe n tel que pour n 2 n,onaa =0 soit
o
= et de plus
P, =P, P

o n -1

n-1 n-1 a. o .
2l la)-lapl | P, Eolla -Na 0 > pkl = V-1a ]|

n-1 = n <h
P_lz\lanl-lakll p, = llal |a|\+p Z \lallal\

n

n n-l n-l

o) o
or ona pkna EINIEENE I N E N IEENR RES N

00
Et puisque la série T r—lakl diverge, il résulte du lemme 1(§ 7) que la
n—
suite ¥ | Ianl"lak| | tend vers l'infini quand n - oo ; par conséquent la fraction
n
o
considérée tend vers 1 quand n- o , ce qui contredit 1'hypothese h< 1. Donc a

tend vers 1l'infini avec n .

Pour prouver que A fi'est pas analytique, nous allons appliquer le théoreme 2
avec x_ = 0 , la suite ''convenable' de disques Dn , et la suite P, =P T construite

ci-dessus.

Or il résulte des inégalités (1) et (2) que pour n> max (N,M) on a

n-1 n-1 n-1
Fe b -l 0w e f-lad 3 lla L-la ] .

B n-1
p_ e -l D) L \lanl-lakl | o -la_} P

b
(car < h).



Par suite

n-1 n-1 h n-1
“Pp0na )t T py lan|-|ak|\2(l-—-) = p o -l 2 (-5 5 b f-la 0|
1 1
et ainsi qu'on l'a vu ce dernier terme tend vers +oo0 quand n- +00 .
Ce qui prouve que A n'est pas analytique.
Notons enfin que comme lim %I |'a ' Ia l ‘ = +00, si p < R, ona

n- 00

Py ‘ an\ < T-r-e 2 partir d'un certain rang et donc 1'inégalité (1) est vérifiée pour

n grand.

Application. Nous avons surtout tenu a exposer l'exemple 3 car il va nous servir a

construire le contre exemple prouvant la

Proposition 6 : La classe des ensembles analytiques n'est pas stable par

inter section finie.

1 ptl i
i - i d i d -
Soient (an) i gan ) pt1 suites de p’01nts1 e K telles que 'an' r
< i=s 1, - = i i, - < <
pour 1< i<p+ |an anl r pour i £ avec —<r < Posons
i i
— + L ] . , S.S . _ > ) B
L= Ty ‘ og n . Soient Dn I€i<pt+l les disques |x anl e, On considere
Ai = UDi1 (on reconnait les ensembles considérés au paragraphe 4, remarque 1).

Alors les Ai sont analytiques ainsi qu'il résulte de l'exemple 4, §4. Par contre

= (N A. n'est pas analytique car il vérifie les hypotheses de l'exemple 3. En

I<i<p+

effet, B =U An‘ o A estle disque 'x-bnl >R _ avec pour n = (k-1)(p+1)+i
. 1
< = =

(1<isp+1) bn ros R Py

Pour n = (k-1)(p+1)+i, 1<isp+l , on trouve

n- -
pa ijl-lbnl (pr1) T, l4-12, 1 (p+1)[ Log k-11]
= — P
R_- lbn| Log k Log k
et ce dernier terme est supérieur a p + 1 pour k>e2(p+l) .

oo
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Remarque 2 : Non seulement la condition (%) n'est pas stable par intersection, mais
on peut construire deux ensembles vérifiant (3'6) dont l'intersection n'est pas analy-

tique.

Exemple :

Soit p, une suite strictement croissante de nombres > 0 appartenant au groupe

additif des valeurs et telle que ¥ L < +o00 .
n
Soit c ~une suite (dénombrable) de points de K dense dans -Log2 < Ix' <0

(c'est-a-dire la couronne de rayons 1 et 2).

On construit par récurrence les suites de disques Dn : |x~anl > o,
: . N ; ; » s s L . N
An 'x bnl o, a, est le x de plus petit indice qui n'appartient pas a
DIU U Dn—lu AIU U An—l bn est un point quelconque de K tel que
a -b | = b i : tient va .
Ian n' Py ( 0 existe car P, appartient au groupe des leurs)
Il résulte facilement des hypotheéses que les disques Dn et An sont tous

disjoints (car o, > 0 et (pn) strictement croissante).
: > : < - .
On pose Do le 0o , DOo 'x' Log 2

Nos deux ensembles sont A=D UD U(UD ), B=D UD U(UA).
o° T 'y T n 0" T

I1 est trivial que A et B sont ouverts et que ANB = DOUDOO est non analytique.

Prouvons que A et B sont analytiques. Il suffit de le prouver pour A , la
preuve est identique pour B . Soit donc A un disque maximal de A . Montrons que

A est soit un point (cas sans intérét) soit un b -

En effet, si A n'est pas réduit 2 un point, c'est un ouvert contenu dans

- Log 2 < |x| < 0). A contient donc un c¢, . Comme ckéA, clgB(en effet, U ckC AUB) .

k

Soit An (n< k) le disque auquel appartient c Montrons que A= An . 51 on avait

Kk
A7 An ., on aurait AD Ix=bn' = o, et donc a € A ce qui n‘est pas possible puisque

a & A,

n

On vérifie alors trivialement qu'ona (%) .



§ 6. - Démonstration du théoréeme 1

Remarquons d'abord que si la projection de A relativement 2 un point X
de A a une adhérence qui n'est pas réduite 2 un seul intervalle, A ne vérifie pas
la condition (¥ ). (Et dans ce cas A n'est pas analytique). En effet, il existe alors
une suite de points a, de CA , tels que Ian—xol forme une suite décroissante
stricte convergeant vers r avec {x| Ix—xols r}NAZ£@ ettelle que
{x| ‘x-xol = Ixo-anl 1N A =¢ . On considere alors la suite de disques

1
D X-a > -a = et une suite telle e = . 1
n I n' 'Xo n' pn € ! pn qau pn an -r Alors

n-1
-p (pn_lxo-anl)+ )jl pk(lak'-lanl) -+ 00 quand n- 4+ .

n-1
[ On voit que % pk(lak'n‘anl - +00 ennotant que E P, (Ja ‘-r = too et
en appliquant le lemme 1 (§ 7)].

Nous supposerons désormais que 1'adhérence de la projection de A relative-
ment a un point quelconque x de A estun intervalle (m, +o). Alors le polygone
de valuation d'un élément analytique f sur A est bien défini sur tout cet inter-

valle.

Supposons que A ne soit pas analytique. Cela signifie qu'il existe un élément

analytique f sur A nul au voisinage du point x, de A et non nul au point x

1 2

de A.
Considérons le polygone de valuation de f relatif au point X

Alors comme au voisinage de x. , soit pour Ix-xll > M, la fonction f(x)

|
est nulle, pour r > M le polygone de valuation de f relatif a x  se confond

avec la droite d'ordonnée +oo . Alors de deux choses l'une :
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i) ou bien sur tout l'intervalle I If‘x(r) = +oo

ii) ou bien il existe un point r € I tel que /
Iflx(r) # +oo auquel cas le polygone a un nombre infini

de sommets pour pouvoir atteindre 1'ordonnée +oo (fig. 1) r}}\ /

VAR

Voyons ce qui se passe alors dans le cas i) .

Considéromns le polygone de valuation de f relatif

au point X, Comme on a f(xz) # 0 dans un voisinage fig. 1
de x,, soit pour Ix—le > M, 'f(x)‘ reste constant

(car ceci est vrai pour les fractions rationnelles) donc pour r > M' le polygone se

confond avec la droite d'ordonnée If(xz)l. too-———

Si Ixz-xll >m, pour r < Ixz—xll le poly-
gone relatif 2 x_ et'le polygone relatif a X, coincidert.

2
Deuc le polygone a un nombre infini de sommets pour

pouvoir atteindre l'ordonnée +oo (fig. 2).

Si Ixz—xll = m on ne sait rien du polygone de

valuation de f relatif a X, Nous allons voir
pourtant qu'il doit atteindre l'ordonnée +0o au point m

ce qui lui donnera un aspect analogue au cas précédent
(fig. 3).

En effet, soit Rn la suite de fractions ration-

nelles approximant f. Quel que soit M (aussi grand

qu'on le veut)g il existe un indice n

lix)-R &) =2M sur A .
M

M tel que
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Comme le polygone de f{ relativement au point X est la droite +oo , ceci
signifie que le polygone de RnM est situé au-dessus de la droite d'ordonnée M ,
c'est-a-dire que pour r2m ona 'Ranx (r)= M. Mais Rn est défini par-
tout dans K , son polygone est donc défini aussi pour r < m ,MSon polygone relatif
au point X et son polygone relatif au point X,
donc 'Ranx (r)2 M. Mais comme la partie du polygone de f et la partie du

coincident pour r < m . On aura

polygone de R, situées en dessous de la droite d'ordonnée M coincident

M
(puisque RnM approxime f 3 M pres) on doit avoir aussi lflx

Ceci étant vrai pour tout M , on a donc |f|x (m) = +o0 .
2

En conclusion si A n'est pas analytique, on peut trouver un élément ana-
lytique f sur A et un point x de A tel que le polygone de valuation de f
relatif 2 ce point atteigne 1'infini en un point r image de A mais ne soit pas con-
fondu avec la droite +o0o . Pour ce faire, ce polygone doit avoir une infinité de

., T ,... formant une suite strictement

changements de pente en des points Ty n

monotone convergeant vers r .

Désormais, pour simplifier les notations nous supposerons que X = 0, et
nous noterons If'x simplement |f| . Nous supposerons de plus que la suite r
n
o
est croissante. Le cas d'une suite décroissante s'en déduit sans peine moyennant

un changement de signe,

Soient PyrevesPooeee les changements de pente du polygone aux points
d'abscisses R IR Soit P, la pente du c4té du polygone situé a droite
du point d'abscisse T (pl, ceeo Py sont des entiers 2 0) . On a alors :

. n-1 i -1
Ifl (rn lfl (r )+ Z (kzl pk) (ri+ lfl )+ Z‘ pk( rk)

Si nous nous restreignons a la sous-suite des sommets pour lesquels le

changement de pente est positif (on notera encore cette sous-suite TioeeenT 5o
avec les changements de pente > 0 , pl, SRR SRR )
-1

EECRER & ICEY 2 DA SCIEE N
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n-1
Comme Ifl(rn) - +o0 quand n- 0, & ZonIliTi k‘il pk(rn—rk) - 400 .

Etudions alors comment se comporte la fonction f dans le cercle lx. =r -
Pour cela approximons f par une fraction rationnelle R de telle sorte que

l'on ait sur A Jf(x) - R(x){ > lfl(rn) +1.

Comme les polygones de f et de R coincident en dessous de la droite
d'ordonnée If' (rn) + 1. il coincident en particulier au voisinage du point r_,
donc le polygone a un changement de pente p, . ce qui prouve que sur le cercle
'x' =T s R a P poles de plus que de zéros. Comme R a un nombre fini de
pbles et de zéros), il existe un nombre fini In de disques intérieurs du cercle
'xlz r o R a plus de pdles que de zéros. ' Soiﬁent pil les différences entre les
nombres de pOles et de zéros dans ces disques A; . Ona:

In .
T p 2P

i=1 1 n

Si Ail intersecte A , soit y un point appartenant a cette intersection.
Considérons les polygones de valuation de f et R relativement a ce point. Alors
p; est la pente du coté du polygone de R situé a droite du sommetd'abscisse r
Comme d'autre part lf'y(rn) = Jl (rn) , lespolygonesde f et R coincident au
voisinage de ce point; ce qui prouve que p; ne dépend pas de la fraction rationnelle

R telle que [Jf(x) - R(x)|> k:l (rn)+l .

S'il existe des disques intérieurs du cercle le =r contenus dans {:A , la
différence entre le nombre de pdles et le nombre de zéros d'une fraction rationnelle
approximante peut varier avec la fraction approximante, mais la somme de ces dif-
férences pour tous ces disques reste constante. (Les disques sont indiscernables
d'apres la définition de l'exemple 1, §4). Nous pourrons répartir arbitrairement ces
différences dans ces différents disques. Cette répartition n'influera pas sur les for-

mules que nous établirons comme le lecteur pourra le vérifier.

On renumérote la suite (rn) en comptant I fois chaque valeur r_ |,
. n n
et en lui associant successivement chacun des p . On obtient ainsi une suite
n

croissante (et non plus strictement croissante) de nombres que nous noterons
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encore rn , auxquels sont associés des nombres entiers > 0 pn . Ce sont les
suites qui interviennent dans 1'énoncé de la condition (%). On a bien
x|x<r}NA#F et {x|]x]= rn}ﬂA#Qf.

n-1

Enfin 'f' (rn) < lf‘ (rl) + ¥ Py (rn— rk) (1)

Soit alors An le disque ouvert de rayon T contenu dans le cercle 'xl =T
ou R a P poles de plus que de zéros. Nous allons faire une répartition convenable
de ces P, péles dans des disques maximaux disjoints Dn de Q,A contenus dans

J
A
Si AnC CA , c'est un disque maximal de CA , on prend Jn =1,

1 1
Dn—Dn_An et Php =Py

Si An n'est pas contenu dans A , soit A le plus petit disque fermé qui

cortient tous les poles de R situés dans A -

1 1
i AC , d =1, = = i i
Si A cA on pren Jn P, 7P, et Dn Dn sera le disque maximal

de CA contenant A .

1
Sinon, il existe un nombre fini AN, A, o, Ak de disques intérieurs de
A dans lesquels R a SRR poOles de plus que de zéros (qj > 0) etl'ona
q1+q2+. . .+qkz P - Choisissons alors des nombres q'j tels que 0= q'js qJ. et
q'l-l—ﬂ .. -1—(]'k =P, et supposons que tous les q'. sont> 0, ce qu'on peut toujours

J
obtenir en restreignant le nombre d'indices.

Si AJ CCA , c'est un disque maximal de gA auquel on associe alors l'entier

i
RN | |
Si A" n'est pas contenu dans CA, on recommence le raisonnement quion vient
de faire pour An . A savoir : si tous les pdles de R situés dans Aj se trouvent
tous dans un disque maximal, on choisit ce disque maximal auquel on adjoint 1'entier
qJ! , sinon on consideére le plus petit disque fermé contenant ces pdles et les disques

intérieurs de celui-ci contenant plus de pdles de R que de zéros auxquels on peut

associer des nombres q"k tels que Zq"k = q'j C



De proche en proche on obtient ainsi Jn disques maximaux deCA )

D_ (ISjSJn), auxquels sont associés les entiers >0 p ; (ISjSJn) avec %1 P_.=DP .
j ‘ n j

j =1 nj n

Soit Dn" , |x~an°‘ > p, . un de ces disques. Il a été obtenu en considérant la
J ] J

. . ~ o O 1
suite de disques emboités A < A 'x-a I >r , A Ix—a ' 2 rl y -
’ n - nj n n nj

n n
k- - k
oo B ! : 'xwa ' 2 rk 19 Ak =D _ Nous noterons A'k le disque Ix—a l >r
n D j n n nj n n; n
k ) : ‘. : « k-1
An est le pius grand disque fermé qui contient les pdles de R contenus dans A 0

11,
A Ank on a associé le nombre entier > 0, q'k qui est plus petit que la différence

entre le nombre de pdles et le nombre de zéros de R situés dans A;lk

I L
(qo P, - Ay pn.).

J | FE]

n

Considérons le polygone de valuation
de R relatif au point an, .
J
k- k \P
Pour r l< r< r il résulte de ce
n n
qu'on a dit sur q'k que la pente du po-

lygone de R est inférieure a -q?k .
Notons que l'on a :

q) = z P_.
k 'ani—anjl>rl; ni

Comme d'autre part n

CURRCREY 13 BECRES & BICH

IRE, G o<l ()

Mais
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K K
k k-1 k k-1
Z pik(rnsrn ): Z Z 1( nv rn )
k=1 ' k=1 Ha -a ﬂ.>r n
niT nj
J
I n
=p_.p p .l .-a § -3 p .r
nj nj 17£J ni" nl nj i1 nl n
1<isT
‘Tn
= - + - -
pnj(onj r ) kgl pn.k(lan;k anjl N,

k#j
L’image de AﬂAn relative a a . contient un ensemble de point dense dans

l'intervalle (rn, pr‘j) puisque Dn' est mdximal. Le polygone de valuation de f

relatif a3 a j est donc bien défini dans cet intervalle. Puisque dans cet intervalle, on
n

a : IR‘a (r) = Iflx (rn) , le polygone de f et celui de R coincident.
nj o

Puisque sauf pour un nombre fini de valeurs de r , IRla (r) = lR(x)l

| _ , ‘ nj
pour [x«anjl =r , on a donc :
. 5
. B (Wl < : T, ) } s i-
ind lR(X)I ‘Rla u(pnj) I ‘x (rn) pnj(pnj rn) klepn,k(l nk anJl rn)
x€ ANA nj o .
n k#j
Ceci etant vrai pour tout j, ona
In
inf JRx)s inf [fel(r )-p (o .-v )- % o Ha ,-a N-r)]
x€ ANA 1sjs T ot 'nptajont ) Tak Tnk npt e
n n .
k#]

Enfin, cormme pour !R(x)l < Ifl(rn)+l , IR(x)) et lf(x)‘ coincident. On

a finalement, en tenant compte de (1)

n-1 Jn
inf 'i(x)‘s flr. )+ p (r -r )inf [-p .(p .-t )-F p (Iva -a_}-r)]
<€ ANA 1" no1"nn m 1<i<] nj n; n’ Ly nk'" nk nj o
n n .
k#]
Montrons alors que  inf ‘f(x)l tend vers +o0 quand n tend vers l'infini,
*EANA

ce qui,associé a l'inégalité ci-dessus, montrera que,si A n'est pas analytique, on

a la contion non ().



Donnons M arbiiraire. Il existe N tel que pour n2 N on ait ‘f‘(rn)> M.
Soit R une fraction rationnelle tel que pour x € A on ait Jf(x)-R(x)} > M . Alors
on a IR'(rn‘) > M pour n> N . Mais alors, sauf pour un nombre fini de valeurs
r oona IR(x)l > M pour 'x‘ =T c'est-a-dire qu'il existe N' tel que pour
nz N ei Ix' =r on ait 'R(x)‘ > M . Alors pour n2 N' et x€ AﬂAn , on a

'f(x)‘ > M, ce qui prouve que inf Jf(x)] tend vers +co quand n - oo .
xEANA
n

§7. - Démonstration des différentes propositions du paragraphe 4.

Nous utiliserons constamment le :
Lemme 1 : Soient (p ) une suite de nombres 20 , (r ) une suite monotone de réels
Lernme | P, n
convergeant vers une limite r . On a alors -

n
Iim ¥ »p

’r .-
n— 00 k=1 k‘ k 'n

En particulier, les deux termes de cette égalité sont simultanément

finis ou 1nfinis.

En effet, la suite étant monotone, on a ‘rkwrn' < lrk-=r\ et donc
S b lrer, S 8 by eyl
¥ p |r,=r | = ¥ p jr. -r
D'ou
S by lrm,l = T pylr ol
lim ¢ p lr.-r s % p |r, -r
- k -
= 0O k=1 k n k=1 k"k
N Notons que puisque ‘rk=rnml‘ < \rk=rn| pour k< n-1, la suite
> p lr -r ‘ est croissante. On a donc pour m<n
k=1 k' 'k n

n n n
T Py | rk=rn‘s ¥ P \ rk-rn‘ £ lim T Py ‘rk-rn‘
k= =1

1 k N+ k=1
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Sil'on fait tendre n vers l'infini dans le Premier terme, on obtient

pour tout m

b

m n
}i:l pl* |r »rl Sni1g1kdl pk |r n‘

Enfin, en faisant tendre m vers I'infini, on trouve :

»ﬂ%

I)emmwtw‘ ition de Ja Jproposition 4

Montrons d'abord que la condition *) reste inchangée si on suppose que

la suite '"convenable' de disques D est formée de disques discernables.

Supposons par exemple que Dn . D j soieérnt indiscernables mais discer-
n

r L
aliles des di VI DR ! = .
nables des disques Dnj pour J;é_]l Jt Posons pnjl pnjl+ .|_pn';'4P
On a alors :
In
pnjl (pni} -rn) ' kEl pnk(ﬂank- nj I—rn) B
k]
1 J‘n
= -r )+ ¥ a .-a . f-r
anf pni o kzlpnk--(!1 nk n»*!vcu )
k#]
4
=p. b -r W ¢ Palbaa  h-r)
nj. "nj n . “nk' " nk nj n
1 ki .o,
et pour J#Jl 'jJL
In
Pusoa ™)t 2 Pulbag e b)) -



3-36

On voit donc que si on supprime les disques D . ... D ., , et sion
Ry ndy

remplace p . par p“n_ la condition (%) reste inchangée (on notera que p, ne
! 1
change pas).

On peut voir qu'il en est de méme si ce sont des disques Dn(p =r )

qui sont indiscernables.
Soit alors la condition :

Pour tout point X de A , pour toute suite de disques disjoints maximaux
discernables Dn ; Ix—an| > CH contenus dans EA tels que la suite Ixo~anl

(*')}forme une suite monotone convergeant vers une limite r et que

\ fxl lx—x0| <riINA#J et {x”x-xol < 'xo-anl} NA#@ pour tout n, la suite

-p.(p - )+ P -r |

T
nnnnzlm‘nm

kotx r = Ixo-a I , ne tend pas vers +o0o quand n-oo .
N n

Montrons que (%') entrafne (%), c'est-a-dire que si *') est vérifié

alors (%) 1'est aussi.

Soit donc D ., une suite ''convenable' de disques discernables.
ni

Remarquons que dans la formule donnée dans (%), on a :

J

pm‘rn-rm‘ - . P
j=1

8

mj "ani—xol ) 'amj_xol ‘ l=is Jn

et remarquons d'autre par que pour 1<1i< Jn , 15 3= Jn, on a

S B [N B T
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n-1
0s por m = J, ti- » = .3 = . i =
Posons pour m k2:1 ki 1 Am DnJ, et 9 pnj La suite de
disque Am est conforme aux prémices de la condition (¥'). Si (') est vérifide,

on en déduit que

.-t )+ = p

P nj n m=1

nj
ne tend pas vers too quand n-oo et a fortiori
n-1
+ T -
Pm ‘rn "m
m=1

inf -p o .-r )- pnk(lank_anj._rn)

In
e T rj nj n =
k7]
ne tend vers +o quand n--00 , ce qui montre que (%) est vérifiée.
Montrons alors que (%) entrafne ().
Une suite de disques D  satisfaisant aux prémices de (*') satisfait aussi
n

aux prémices de (%). Il faut donc montrer que si pour une telle suite

o0 r -Tr
2 2 —< +oo
-r
N P n
pour N grand, pour toute suite d'entiers > 0 , P, la suite
n-1
" Py (pnm r‘n) * m=1 Pm ‘rn_rm‘

ne tend pas vers +oo quand n - oo .
=0,

~
Notons d'abord que si (%) est vérifiée et si pour une infinité de n Pt

r-r =0, mais alors *'} est

c'est qu'a partir d'un certain rang N, pour n> N, 0
bien vérifiée pour toute suite P, -

Nous supposerons donc que pour nz2N, ona p_-r #£0, et pour simplifier
n n

nous prenons N =1 .



Soit alors une suite d'entiers > 0 (pn) .

Si la suite pn(pn—rn) est bornée, on voit que la suite

n-1 n-1 \rm—rn‘
= pm\rn_rm\ =7 pm(pm_rm) -r
m=1 " N m=] Py m
n-1 jr_-r | net Ir -l
. 81 m .
est bornée car ¥ ”‘MLS T ———— 1l'est aussi.
m=l P _-T, m=1P  -T
) n-1
Donc =-p (p -r )+ £ p |r -T i est bornée supérieurement et donc ne tend
nn onwo o Tm’ m n

pas vers +co quand n- o .

S1 la suite (0 -r ) n'est pas bornée, soit (n,) une suite d'entiers telle
Pr®yu™n p j

que
| - > - <
p, (-t ) p (p-r ) pour n n,
b J
o |r-r |
D'autre part, puisque T “—'—f:-r—‘"< 400 , 1l existe un indice n_ tel que pour n>n
1 Dn n 0
n-1 ‘rmnrnl +00 ‘rm-r
on ait by —_— s 7§ —— <
- P~ T - p_-T
m=n m m m=n m m
o o
Alors
n;-1 ni-1 | 1 'rnj‘ ng-1
-p (p ~r 1+ T p_Ir —rlsp p -r -1+ ¥ -1+ 3 p \r -
nJ nJ nj -1Tm' m =n nj nj ; m=n_ P T me] M m
ng-1
< -
ngzl pm‘rm i
) n-1
S 3 “tre ' - - : - . -
ce qui montre que pn(pn rn) + 7 pmlrm rn\ ne tend pas vers +oo quand n- .



Démonstration de l'exemple 4 du paragraphe 4

On va se ramener a la condition (%').

Remarquons que les seuls disques maximaux de c A sont les disques Dn .
Si l'on a une suite de disques maximaux discernables Am’ auxquels sont associés
les entiers > 0 128 elle forme une sous-suite de la suite Dn . Le lecteur vérifiera
que si on ajoute aux disques An les disques Dn qui n'ont pas été choisis, en leur

associant l'entier 0 , on ne change pas la condition (*').
I1 faut donc montrer que si
n-1 0o
pnz Ian'+k§1 |Iakl-r\-c avec c<12 |Iak‘-r\ ,
pour toute suite d'entiers 2 0 P, la suite
n-1
SN BTSN P R S T

ne tend pas vers +toco quand n- oo .

n-1 o
Puisque d'apres le lemme | : nlinolo rE:l \laml-lan' | = mz.—_l \ Iam' -,
no-1
on peut trouver nJ tel que 1'on ait k;gl l 'akl-'ano‘ \ -c2 0, alors on aura pour

n-1 ng-1 no—l
nzn_, o -Ja | -kzznol ad-la b= 7 e d-la b - =T |ak|-|ano| |-c=2 0

Soit alors une suite d'entiers =2 0 (pn).

Si la suite p est non bornée, on peut en extraire une sous-suite p telle
n n

que p_ z P pour n<nmn,. Alors pour njz n, )
J
nj-l
- - - <
Py by Mo, D02 e dle D
J J - J

n:-1

J 1’10 »
= -pn.[ pn._lan.l B % “ak‘-'an.l ‘ ]+k2_1 pk| Iakl-lan.l l =
i j  keng J = ]

n

o
s ¢ p |§a b-r]
kzlk‘k
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n-1
et donc —pn(pn-'an‘)+ T pk(|ak‘—'anl) ne tend pas vers +00 quand n- oo .
k=1

Si la suite pn est bornée, soit q = lim pn; comme pr1 est entier, cela
signifie en particulier qu'il y a une infinité de n pour lesquels P, soit donc
(n.) une sous-suite telle que p = q . D'autre part, il n'y a qu'un nombre fini

n.
J
d'indices n tels que pn> q , soit donc N tel que pour n2 N , pns q . Alors,

pour nJ.Z N' = sup (no, N)

n:-1
-p, (0, N2, e g py ey d-la 1)
J ) J J
-1

nj N'
<omir, Ao, N e dote, 10T o el Aa,
n—
et donc la suite —pn(pn-‘an.—k by 128 \ Iakl-lan| \ ne tend pas vers +o0o quand n-oo .
k=1

§8. - Démonstration du théoreme 2

Supposons que A ne vérifie pas la condition (?) Nous allons construire un

élément analytique sur A mne vérifiant pas le principe du prolongement analytique.

A
Soient Dnj et p . les suites de disques et d'entiers indiqués par non - (%) ,
j n;

et pour simplifier, prenons X, = G .

Si la suite r est croissante, 1'élément analytique proposé sera la fonction

o Jn P .
() =TT LTT(ZZ ™)
n=1 j=1 nj

Si la suite r est décroissante, 1'élément analytique proposé sera la fonction

J a - Pnj

fo's) n nj
TT U] G !
n= j=1 % anj

£(x)
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Nous ne ferons la démonstration que dans le premier cas, le deuxiéme cas
se traitant de la mé&me facgon.

J

Netons R_(x) =] | [ | I (—=——) ] . R est une fraction rationnelle
n k=1 j=1 %A n

sans poles dans A .

il s'agit donc de montrer d'abord que la suite Rn converge uniformément
sur A , puis de prouver que f est nulle dans un ouvert contenu dans A mais

non identiquement nulle dans A .
J

A e . n-1
1 e = 3 - - - -
D'apres (%) c = 1r}f P (pnj rn) kzlp ] (Ia k2 T )+ Z_lp (r LT
=ET, k7] o

tend vers +o0 quand n -o00 , autrement dit, quel que soit M (arbitrairement grand).

il existe N tel que nz N implique c¢c_2 M, et en particulier X% P (r.-r._ )2 M
n m=1 N m
Soit x€ A .
;S 2 < - = 1
Alors si Ix‘ rN , on a pour k<N lx akj‘ rk , si de plus on a

Ix—akjl < |xl pour tout k et tout j, ona pour tout nz N

N-1 N-1
Iz_()I =z p, (b)) = p(r -7 )2 M

Voyons ce qui se passe si 'x‘ zr et si pour un m etun i ona

N
Ix—ami| > 'x‘ , alorsona n 2 N, 'x—amj|>‘xl pour 1<j< Jm’ 'x-anj‘S'x‘

pour nZm . Pour N<n< m on voit comme précédemment que IRn(x)I z M.

i j <ij< - ] - <4< 2t
Soit alors j, 1<] Jm, tel que ‘x arnjl Ix am&' pour 154 Jm, et

considérons le polygone de valuation de R relatif a2 a_ ..
m mj

: m

On a ‘Rm'a (r )=7%

p. (r -r. ).
mJ m k=1 k

m k
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Au point d'abscisse r > r , la perte du
P m P

polygone est -% P

am{, _amjl >

i donc

toujours négative. Comme cn a Ix~a ('S ]

m)
on a denc
o
- \2 =
‘Rm‘a (lX a _]') ‘lea (pm_])
myj mj
I
PP m)};_i p_, e
L#]
m-1 >
- >
+k:zl P (r -1, )=M

Considérons alors le polygone de valuation de
K _ relatifa x. Ona
IR0 be-a B =DR ) (hx-a D)

m©a
m]

mais comme Rn[1 n'a ni pdle ni zéro dans le disque ouvert de centre x et de

rayon lx—amj' ) ‘Rm‘x(r) est constant pour T 2 'x-amj‘, ce qui prouve que
IR_Gf=MR N (o) =R N (hx-a d)= M.
Enfin, pour n>m on a trivialement 'Rn(x)l = 'Rm(x)l 2 M.

Finalement, pour x€ A , Hx' z2r_ et un2N ona ‘Rn(x)‘ =z M.,

N

Soit p le nombre premier servant a définir la valeur absolue p-adique.
On a alors pour Ial >0

L(1+2)P - 1] = fpa 221

> a2+. .. +apl z inf (plal ,Nab + Log p) .
plal  si o< 282
Soit la+a)P - 1) = p-

'al+Logp si 'alz —L};—O_gi—E



(1+a)P - 1}

Notons de plus gue pour 'b' > la‘ >0 ona I(l+b)p -1} =}

et que pour Ua‘ >0 et 'bl >0
f (1va)(1+b)-1 4 = Jarabro§ 2z nt (fak . fod).
Choisissons alors N'> N tel que r . >7r { N' existe bien puisque
n-1 N N
TPy (rn—rk) = +o0) , soit o l'entier tel que
\ Logp a
< < -
Pl Ty

p \rN\r - rN) p‘l

lim

et soit enfin N''> N' tel que 1inf d’njz a pour nz N'.

Alors pour x€ A ., lx‘ < 'y m>uz N , ona
n Ik « 'ijl I n “Tk < pkj
IR x-R O =Ir =k« d N — +In =" -1
m " N-1 k=N j=1 %k k=ntl j=1 = kj
a, . a,;
Comime . =1 +-=-Q—X’akJ et que l;:i:l = rk=IXl 2 EENTRIREN > U

en vertu de ce qu'on vient de voir on a

pour k= N',
no i <« ki a. :
Il N AGC - 1} =2 inf inf p (r,-r)rle,  a)logp
k=ntl j=1 kj ntlsksm 15j<J J
1 t t .
d'autre par 0 I ) pkj’
10 NG =0
k=N j=1 kJ
N-1 Tk ‘ Ik _ “
et 'RN~1(X)|: z ¥ pkj(‘x‘uan akjl)z 1nf = pkj (‘akjl‘pkj)
k=1 j=1 1£ksN-1 j=1 ,
L1

car si pour un £ etun 1 ona Ixrxa.)&il‘> le , on a alors IXI = Iaﬁ ‘ 4

p&jz Ix=amul pour l<j< J‘%,et Ixf-‘aij < l}?‘ pour k £ 4 .
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, tend vers +o0 quand k- oo, on peut trouver N" tel que

Comme inf CLkJ

<js<
1< Jk

pour k= N on ait:

Hr - Ty J
inf a, .2« 2NN L inf . ) (‘alp‘)+M
in - - 1 -

® P . ka o
1<js T, K Logp LogP 1 pen-y =i KT KT Tk Logp
Alors, pour m>n=zN™ |, x€ A, | x| < rN , on aura :

'Rm(x)—Rn(x)l > M.

Finalement, on a vu que quel que soit M 1l existe N'" tel que pour

m>nz N et x€ A, on ait :

Ce qui montre que la suite R (x) converge uniformément sur A vers un
n

élément analytique .

D'autre part, on a vu que quel que soit M , il existait N tel que i‘x‘ > N
et n> N on ait an(x)I 2 M, ce qui montre que Rn(x) converge vers 0 pour
x| 2 r.

Enfin, pour le < T et pour tout n, ona : ‘Rn(x)‘ <05 comme

Aﬁ{xl Ixﬂ < 'rl? Z @ , il en résulte que sur cet ensemble { n'est pas nulle.
Ce qui acheve la démonstration.

Notons que dans le cas de la suite décroissante r , on aurait trouvé que f
n

était identiquement nulle sur 1'ouvert non vide AN {x] lxls r } et non nulle a 1'ori-

gine, la convergence uniforme se démontrant comme ci-dessus.



§9. - Fonctions analytiques

Dans ce paragraphe, nous nous proposons de prouver que la classe des fonc-
tions analytiques ainsi définie sur les ensembles analytiques est plus vaste que la

classe des fonctions analytiques définie sur les quasi-connexes. Précisément :

Théoreme 3 : Soit A un ensemble analytique. Si 1'intérieur de l'adhérence de A

est un quasi-connexe, tout élément analytique sur A se prolonge en
un élément analytique sur un quasi-connexe contenant A (et dépendant
de 1'é1ément analytique considéré) ; si l'intérieur de 1'adhérence de
A n'est pas un quasi-connexe, il existe un élément analytique sur

A quil ne peut pas €tre prolongé en une fonction analytique sur un

quasi-connexe contenant A .

Soit A un ouvert et supposons que l'intérieur A' de 1l'adhérence de A
so1t un quasi-connexe. Soit f un élément analytique A et soit R une fraction
rationnelle approximant f sur A : IR(X)-f(X)I 2 M pour x€ A . Soient 2 dy
les pOoles de R situés dans A' et posons B =A‘\{al,, .. ,ak}. B estun quasi-con-
nexe. Alors toute fraction rationnelle approximant f sur A n'a pas de pdie dans
B . En effet, si lQ(x)—f(x)'ZM' pour x€ A, ona .R(x)-Q(x)l2 inf (M, M') pour

x€ A et par continuité cette inégalité se prolonge sur B ce qui prouve que Q n'a

pas de pGle sur B puisque R n'en a pas.

Alors, si Rn(x) est une suite de fractions rationnelles, convergeant vers f
sur A, Rn n‘a pas de pdles dans B ; comme c'est une suite de Cauchy pour la
convergence uniforme sur A on voit commme ci-dessus que c'est une suite de Cauchy
pour la convergence uniforme sur B et donc Rn converge sur B vers un élément
analytique qui prolonge f . Ceci prouve en particulier que A est un ensemble

analytique, mais on pourrait le voir directement a partir du critere (-)Z)

Si l'intérieur de 1'adhérence de A n'est pas un quasi-connexe, c'est qu'il
existe un point X de A et une suite de disque Dn ) Ix-»anl< Py contenus dans

A avec p < 400, 'x -2 | formant une suite monotone stricte convergeant vers
n o n

r , et de plus, {x\ ‘x-xol < lxo—a.n‘} NAZ(d {x\ |x-xo| SsrINA#D.



Pour simplifier, prenons x =10

Soit alors b | ume suite de points de K telle que l'on ait bn #a  pour
1 n

tout n, lim b -a - =+o0 ot Ib ~a > pour tout n
' i ‘ n n‘ pn ' ko n' P n p
TL- GO

Alors le contre-exemple cherché est fourni par le produit infini

w0 x-‘bn
f(x) :T_T T
n=1] n

Montrons que ce produit converge uniformément sur A .

Notons que

et que pour x€ A , on aura ‘x"an‘ < pn<? ‘an— b ‘ .

Rappelons qu'on a vu au § 7 que pour 'Ci‘ >0 ona:

k
| JiT (1+<;i)m1)| > iof lcii

Igigk

Alors, pour m>n=N et x€A , ona:

m Xzbk 1 X~=bk n x=-bkl ' m x»bk ‘
TT-—-TT7 =T ] -1
' k=1 7% k=l X“akl 'k:l X-ap k=n+l = %k

Mais on a

n xX-=b
k .
NI el
k=1 k
' m akub,k
T b2 it (b e dx-a )z int (fa b hes
k=n+1 ey n<k< m k ok K k Tk k

n<k<m

Etant donné M , choisissons N tel que kz N implique lakn bk - pkz M,

on aura alors pour m >nz N

et x€ A
m vak n x~-bk
'T:]: )(aak _1 xf»a,Al =M

k=1 k
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ce qui prouve que le produit infini converge uniformément sur A .

Montrons alors que f ne se prolonge pas sur un quasi-connexe B contenant
A . Pour simplifier, supposons la suite Ian‘ décroissante. Alors f{ se prolonge
en une fonction analytique sur la quasi-connexe Q = {x‘ lxl >r, Vn x# an} et {
n'est pas bornée au voisinage des points a ( f yades pdles). Si f se prolongeait
sur le quasi-connexe B , f se prolongerait sur le quasi-connexe BUQ qui
contiendrait tous les points a s sauf un nombre fini , { devrait donc étre bornée

en ces points, ce qui contredit ce que nous venons de vocir.
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