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Séminaire de Théorie des Nombres 14-01
(3. LESCA)
Année 1968/69 , n° 14 25 Avril 1969

ENSEMBLES NORMAUX
par

Jacques LESCA , Michel MENDES FRANCE

INTRODUCTION,

Soit A (A ) une suite infinie de nombres réels ; le nombre réel x est

dit A-normal si la suite xA = (x—)\n) est équirépartie (mod 1). On désigne par

B(A) l'ensemble des nombres normaux.

Nous établissons dans cet article deux résultats concernant les suites
d'entiers. Soit S l'ensemble des suites croissantes d'entiers. Soit ¢ une ap-

plication de N dans N . A étant dans S, on pose ®(\) = (Qp()\n))o Nous démontrons :

THEOREME 1, Si pour tout A€ S, les deux ensembles B(w(A)) et B(A) sont

égaux, alors @ est nécessairement de la forme

t0(z) = z + const.

pour z & N suffisamment grand,

Ce résultat est ''fin'"' en ce sens que si on n'impose la condition
B (A)) = B(A) que pour presque tous les A € S (on munira S d'une mesure ca-
nonique), alors l'application ® n'est plus déterminée de fagon aussi précise.

On montre en effet :

THEOREME 2. Soit & un polyndme non constant défini de 2 dans 2Z .

Pour presque tous les A €S, on a 1'égalité : B(\)) =R -DQ.
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En cheoisissant ¢ (z) = z, on voit que le théoréme implique que
B(A) =R - @ presque partout : par conséquent pour tout polyndme ¢ non

constant défini de Z dans Z, ona B(¢(d)) = B(A) presque partout.

Remarqgue

Le théoréme 2 signifie que 1'application Bo ¢ définie de S dans
P(R) est bre sque partout co..stante. Peut-on caractériser les applications
Y:2 - Z quisont telles que Bo ¥ soit presque partout constantes ? Ce
probléme est en rapport avec celui qui consiste & déterminer les A tels

que B(A) = R -®@Q .

L'article est divisé en deux parties : 1a premiére concerne la
démonstration du théoreme 1,1a seconde concerrne la démonstration du

théoreme 2.

Démonstration du thécreme 1

§.1. - Préliminaires

Nous identifions dans toute cette partie le tore FR/% au cercle T
de longueur unitée, orienté et muni d'une origine 0 . Si x est un nombre

réel, le symbole HxH représente la distance de x a l'entier le plus voisin.

Soit ¢ une application de N dans N, Nous démontrons que si ¢
n'est pas de la forme ¢(z) = z + const. pour z € N suffisamment grand, alors

il existe A€ S tel que B(e (A) ) # B(A). Nous sommes amenés & démuontrer :

" Soit U = (un) une suite croissante d'entiers qui satisfait & 1'une des

5 conditions suivantes :
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(a) ¢ (ur)— u prend une infinité de fois chacune des deux valeurs a

et b (a #£1b),

/

¢(u )
(b) %(up) - u est non bornée et lim —c 1,
i ' rl
(c) &?(un)/u tend vers 1'infini avec n ,
"
(d) s?(ur)/u tend vers 2 quard n croit indéfiniment.
Ly

(e) Pour tout entier n> 0, ¢(au ) ™ u er il existe une canstante

ne lo, %.] telie gue

n= L /et )l s 5-7,
i n

E . . . R o - dow ot s
alors il existe une sous suite de L de U telle que B(A) # Bly () ) "

Pour démentrer d»us chacune des cing hypothéses ci-dessus 1'existence
d'une telle scus-suite, noas faisons cing démaonstraticns, D2ns chacune on se
donne 2 prinri une sous suite (Gn) équirépartie medulo 1 et on construit x
et A de telle sorte que i'une des suites x/, x¢(N) soit adjacente 3 (Gn)
(donc équirépartie modulo 1) et 1'autre non partout dense modulo 1.
Chaque fois x est obtenu comme intersection d'intervalles fermés embeités
dont le diameétre tend vers 0 . (Dans chaque cas, il est possible de construire,
dans tout ouvert non vide de 'R, conjointement A la suite !\ , un ensemble
d'éléments x vérifiant les condifions ci-dessus, ensemble pessédant la puis-

sance du continu),

Ceci démontre bien le théoréme En effet, supposons (¢(u )-u ) nen
n n

constante & partir d'un certain rang :

-/‘4_/

(1) Si (¢(n)-n) est bornée on a nécessairement la propriét a our une
prop p

suite U convenakle.
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(2) Si (¢(n)-n) est non bornée supérieurement, il existe une suite T pos-

sédant I'une des propriéités (b), (c), [d), (e) précédentes.
(3) Si ¢ possede ane veieur d'accumulation, le résultat final est facile,

(4) Si ¢ est décroissante ef ne posstde p7 2 une valeur d'accumulation, on
peut construire une scus suite infinie U' ‘elle que la restriction de ¢ &
U' soit injective et en déduire une suite U pour laquelle cn 2 une des

propriétés (s), (b) . {c¢). (d), (e) lorsgu'on remplace ¢ par ¢ ,

bien définie dans @{U').

On suppose que l'application ¢ est telle qu'il existe une suite U € 3
pour laquelle ‘P(Ur)" C prend une infinité de fois chacune des deux valeurs

a et b (a# b).

Conditions imposées

Construisons les intervalles fermés de R , TO , I, ... et la suite

A = (?\n) € S de sorte gue

(1) x €1 = N(h-a)x|| 2 1/4

(2) 1212,

(3) A diam (In_l) 22 (n2z1)
(4) x€1 = lx xn-en\\$1/n (n=1)

j Henlls 3/8 2 @A )-\ = a
| (nZ1)

\l Hen\‘; >3/8= ¢\ )-A_ = b
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-

, n=0 o
x ! est équirépartie (mod 1) puisque d'aprés (4), cete suite est adjacente

(mod 1) & (en) . Par cuntre, x ¢(}) n'est pas dense (mod 1). En effet
la suite (,Kn+ a)x est équirépartie (mod 1), mais d'apres (1) et (5) 1la

suite x¢(A) differe de ia précédente : pour tout entier n, on a

| x () - axl| s 3/8+1/n

Construction :

On construit dans 1'ordre I , A, T., A\, , ... . [ est dabord
0 1 1 2 0
choisit de fagon & saiistzire la condition (1). Supposons que i'intervalle
Ir ) soit construit. On choisit )\n de fagon A saiistaire (3) et (5). On

cunstruit enfin In de fagcon & vérifier la condition (4) et (2), ce qui est

possible puisque A dism (’In 1) 2 2.

On suppose que Q(un)— u est non bornée et que

¢ (u )
Iim — =1

u
n-— @ n

Conditions imposées

Nous consruisons une double suite d'intervalles réels
T =[x -4 , x +4 1]
7 n n n n

+ 40 ]
n

=1
i
—
)
5 -
™
x--

conjointement a la suite A
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Soit C l'ensemble des nombres x tels que la suite x(cp(un)— un) soit
dense {mod 1). Comme la suite Q(un)- u est non bornée, on sait que C est

de mesure pleine, donc partout dense.

On impose aux intervalles I , I’n et 3 A les condifions suivantes
n n

(1) - U I

(2) e e )= =)
(3) Ix_ @(x )-0 Il = 0 (n=1)
(4) Lo =k (n=21)
(5) x’n € C (n2 0)
(6) (%) e ) S (n= 1)
(7) (¢ (A )-A)/ 90 ) ST (n=1)

=g s llo_ll<2

Il (¢ (A )-A) x' 3
1

I r )-a )= 123 si llo lI>3

(8)

(n=z1)

Les conditions ci-dessus résolvent le probléme. En efiet, d'apres

(3) et (4), si x appartient & %In , la suite x¢(/) est adjacente (mod 1)

& la suite (Gn) donc x¢(A) est équirépartie (mod 1).

D'autre part, on a

X A
n n

1
»
6
)
>
S’
+
"
=]
——
>
[
6
>
N’
v

i
»%
6
>
1
~~~~
»
[}
x--
—~
533
—
>
]
>
et
N—

Les conditions (3), (7), (6) et (8) conduisent & 1'inégalité

3,1
llxn 'an = 8 * 2n
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Ceci, compte tenu de (4), prouve que la suite xA n'est pas

partout dense (mod 1).

Construction : On construit dans 1'ordre

I, A ,x ,I ,x' ,I'" , AN , x

L'intervalle I0 est pris arbitrairement. Supposons In 1 construit et toutes
les relations précédentes vérifiées. }\n ‘est construit de fagon 2 saticfaire
(2), (7) et (8). Ceci est possible car x'n_1 €C. x est choisi de facon
3 satisfaire (3) et (6). {'n est construit de facon a satisfaire In cr

n—
x'n est choisi dans 1'intérieur de In de facon & satisfaire (5). Enfin
'fz'n est choisi suffisamment petit pour vérifier 1'inclusion I'n = In
Cas (c)
ou )
On suppose que — croit indéfiniment.
n
Conditions imposées
Nous construisons deux suites d'intervalles fermés Il’ IZ’ e I'o, I'] yee s

et une suite A = ()xn) € S tels que

(1) IOCI1CI'1CIZCI'2C...

(2) }\n diam (I'n_]) z 2 (n21)
¢(A)

(3) Y > n (n21)

(4) x€1 = llx N - enH < % (n 2 1)

(5) xer = lx o )lls (n>1)
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Les conditions imposées résolvent le probleme. En effet, si x € N In ,
n

alors d'apres (4), la suite xA est adjacente (mod 1), a la suite (en) .

x  est donc équirépartie (mod 1), Par contre, la suite x ¢(1) qui vérifie

(5) n'est pas dense modulo 1.

Construction : On construit dans l'ordre

SN A, T, I,

L
I’)"11’111 2 2 2

o 1

I' est un intervalle non vide arbitraire. étant supposé construit, on
o

-1
I
n-1

construit )\n suffisamment grand pour satisfaire (2) et (2). Compte

n-1
(4) soit vérifié, Enfin T'n est un intervalle incla dans I et qui vérifie (5):

tenu de (2), il est possible de construire In inclus dans I' de sorte que

ceci est rendu possible par les conditions (4) et (3).

Cas (d) ¢(u )

On suppose que _u—y—— tend vers 2 .
n

On définit la suite (n ) par
n

1
< = -
JO ﬂn 4

l Znn = en (mod 1) (n 2 0)

Par une construction analogue a celles des paragraphes précédents, on
détermine une sous-suite A de U et x €R tels que la suite x/ soit
adjacente (mod 1) & la suite ('r]n) . x ) est donc non équirépartie (mod 1).

Par ailleurs, la suite x ¢(/A) est adjacente a (Gn) donc x € B(e (A) ).
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On suppose que pour tout entier n, sp(un) > u et il existe
n € Jo, —‘11‘] telle que

u
n

9(u )

nell=2ll = 31

Etablissons un résultat préliminaire.

Lemme : Soient 7M€ 10, 4l] et x €R tels que
1
ns flefl=3-m

I1 existe un entier r = r(7M) tel que : Pour tout B réel, il existe des entiers

u et v tels que

ol < -
v < =
lloca - gl S'%j
lov - gl =
Démonstration : Soit r = [—211’]_] + 2 . Considérons les 2r+1 points de
T =[R/é :
s =10, o, f2a, ..., +ra]

Montrons que le plus grand arc connexe de T - Sr a une longueur d au phs

égale d 1/3, (le lemme est bien une conséquence de ce dernier résultat).

g . 1
A cause de la symétrie, on peut toujours supposer que N = o < 5N

Considérons les deux cas

lercas : o= 15 . Alors, compte tenu du fait que 2r « > 1, il est clair que
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2e cas %< o S% -n Considérons les points
o, 3%, Bot, ... , BX (s=r ou 1r-1)

et leurs symétriques

-, -3¢, ... , -8B

Ces points sont distants de —]3— au moins et 27 au plus. Compte tenu du fait
que le nombre de ces puints est au moins r et de 1'inégalité 2(r-1)n=1, il

J & i

est clairquion & @ d

l.e lemme étant établi, nous construisons les suites de nombres
-,(0) . . .
el , , (£ : suit Ten T = (v t A= (;
réels (yn) (yn ), n) et les suites d'entiers U (un) e (Xn)
tell Acu, T = -4, +4 1. On rappel 'il
elles que On pose Tn [yn n Yo . n rappelle qu'i
existe 7 tel que

Yn <1

(1) n s llg(un)\\~2-n
Conditions imposées
(2) 121,21, 2.
(3) @ (}\n) L 1 Z 42 (r =r(n) , voir le lemme ci-dessus)
(n=z1)

(4) (¢ (7\n) ) est une suite croissante
(5) letr ) v\ -6 Il =0 (= 1)
(6) 0 ) v ety y =2 (n = 1)
(7) A (a2 1)
(8) u S r (nz1)

(9) tos(n )= (n= 1)
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v -6 llst s Jellst
(10) n 'n n 6 n 4 (n= 1)
1

v, e l=5 s e lI> +

Les conditions imposées résolvent le probleme. En effet, si x appartient

by

a n In , aleors la suite x ¢()) est adjacente modulo 1 % en d'apres (5),
n

(7) et (9); la suite x¢()) est donc équirépartie (mod 1).

Par ailleurs, d'aprés {9), (10) et compte tenu du fait gue ?\n <g¢ )\n :

5

har 5241

La suite xA n'est donc pas équirépartie (med 1).

Possibilité de la construction

On construit dans l'ordre vy _, £ (et par suite I ), }\1 (et par suite 4
o o o 1

(o) . (o)
Vi (et par suite v, et I,), A v, - u

t it ,
)\n (et par suite l;n) , o

1 29..-’

(]

et par suite v, et In) , }\n+]

Y, et 'f;o sont arbitraires. Supposons construitstous les éléments

d'indice inférieurs & n > 0 . On choisit A suffisamment grand pour réaliser

(3) et (4). Les conditions (5) et (6) déterminent YIEO)° u  se construit

de la facon suivante

Le premier membre des inég=lités (10) s'écrit en vertu de (7)

Y
(o) n
nxn Yn + un Q(Kn) = enH .

I1 est clair, d'aprés le lemme précédent et (1) qu'cn peut construire u
de sorte que (8) et (10) soient vérifiés. On peut alors écrire d'apres

(6) , (7) et (8)
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Sy Oy s ey s 2

an_l' YnnS“Yn, 29(x ) " 2(A) T e(h)

1

Compte tenu de (3), In est bien inclus dans In =

Démonstration du théoreme 2

Soit- S 1la famille des suites croissantes A = (A ) d'entiers positifs.

. n
A M€ S, on associe la fonction caractéristique &(/) = (en(l\) ) définie par

1 si ne€e A
€n(A) = H n:192937
0 si ng A

La bijection € ainsi construite permet de transporter la mesure de Haar
Loz N ' ‘ :
normalisée de D = {0,1} sur l'espace S . Dorénavant, nous supposerons S

muni de cette mesure.

Soit &= (5n) une suite infinie de nombres complexes. On dit que &

est une suite pseudo-aléatoire si

(i) pour tout p € Z , la limite

( L% 3

v(p) = lim — & & & existe ,
(ii) lim y(p) = 0

(voir [11, [2] et E;j)

Nous admettrons les cinq lemmes suivants qui sont classiques.
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LEMME 1. Si & est une suite pseudo-aléatoire et si f est une fonction

presque périodique, alors

1 B
lim = £ & (k) = 0.
now O k=l

En particulier, une fonction pseudo-aléatoire a une moyenne nulle. (voir [2])

Soit 'T 1l'opérateur de translation dans € N . T est donc défini par

(6 ) = (8 . efinit itérées o Pi5 ) = (8
T n) ( n+1) On définit les itérées de T par T5( n) { n.+p) pour p € 2.

LEMME 2. Soit 6€ (EN une suite telle que les limites suivantes existent

M(8) = lim|— % akl

noo 17 ke

— P n - ’
M(8. TP 8) = 1lim — ¢ 5 = v(p) p=0,1,2,
k kip
N~ ® k=1
Alors

s 2
IM(8) " = M([v])

En particulier si lim vy(p) = 0, alors M(%) =0 .

p—’m

Soient a et b deux lettres. On dit qu'un élément 6 € {a,b}N est
normal si pour tout entier s> 0 , les 2% s-uples de {a, b}s apparaissent
chacun avec la fréquence 2"% dans la suite 9. Sil'on munit {a, b}N de la

mesure habituelle (produit infini de la mesure de Bernoulli), on sait que
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, N
LEMME 3 (E. Borel). Presque tous les él1éments de {a,b]} sont normaux.

On montre aussi les deux résultats suivants

LEMME 4. Si de{-1, +1 }N est normal, alors 5(p) =8, TPs _est normal

p=1,2, ... (voir [4]).

LEMME 5. Une suite normale 6 € {-1,+1 }N est pseudo-aléatoire. (voir [4])

Avant d'attaquer -2 proprement parler- la démonstration, on établit

la proposition suivante

PROPOSITION. Soit 6€{-1,+1 }N une suite normale. Soit ¢ un polyndme 2

coefficients réels. Alors

n
lim — % & exp 2imr ¢ = 0 .
n k
n—® k=1
Ce résultat se montre par récurrence : sile degré du polynome ¢

est 0, 1'égalité découle des lemmes 1 et 5 par exemple.

Admettons la proposition pour des polyndmes de degré v-1 (v = 1 ettier).
Soit | un polyndme de degré v:

Considérons la fonction f

fin)= 6n exp 2im {(n) .

L.a moyenne

n
lim sup 1 ' T f(k) f(k-i-p)l
n
n—oOD k:l
s'écrit
lim sup — | ¥ 6 6 xp 2in (§ (ktp) - §(k) )|
n—tmpn k_l kk+pep o
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Le lemme 4 montre que la suite 8. TP 8 est normale p=1,2,...).

Par ailleurs §(. + p) - ¥(.) est un polyndme de degré v-1 donc par

hypothése de récurrence, la moyenne est nulle. Enfin, du lemme 2, il découle
que

1im L

n ' _
-2 {)k exp 2ir y(k) = 0
n—® k=

1

Soit A€ S et soit e€(A) sa fonction caractéristique sur N . Il est bien
clair que

A
n
£ e (p) = n.
=1

Suppcsons que €(/) € D soit normale. Alors les lemmes 2 et 5

impliquert que

1 n
lim = £ (2¢ (A -1) =0
n k
n— ® k=1
Donc
A
1 n n 1
= 2 e M=~ 3
\n k=1 k >\n 2

Ainsi si €(A) est normale, alors )\n~ 2n .

LEMME 6. Soit ¢ un polyndme & coefficients réels et soit A € S .

Si e(/A) est normale, alors

B(e (1)) = Ble(N))
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En effet, soit x un nombre réel. Considérons la somme de Weyl

n
o = .Z exp 2im x 9()\3.) ,
j=1
soit :
: A
= —-— A i 1
o= =z ej( ) exp 2im x¥(j)

Comme &(/\) est par hypothése normade, on a }\n ~ 2n . Par ailleurs, la

proposition établie au paragraphe précédent conduit & 1'estimation

by
Xl— s (2e (A) - 1) exp 2im x ¢(5) = o(1) .
n j=1 7
Par suite
1 Mn |
o =—7T I exp 2imx¢(j) +0(1)
n N,
n j=1

Y étant un polyndme, on sait que lorsque l'entier p tend vers 1'infini,

la moyenne

o

1

- exp 2imx #(j)

1

n ™

j

tend vers une limite. Donc

P
o = lim L s exp 2im ¢(j) + o(1)
T opre P

Cette égalité prouve bien la double implication

x € B(e(N)) ® =x€ Bp(h)) C.Q.F.D.
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En particulier, si ¢ est un polyndme non constant défini de 2 dans 2,
on sait que B(¢ (N) ) =!R - @ . Cette remarque, associée aux lemmes 3 et 6,

prouve le théoréme 2.

______
-t et - M
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