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Comme dans 1'exposé IV, on note Z une surface rationnelle lisse
telle que wz.wz>0 et wZ.ESO pour tout diviseur effectif E ; on pose

r=rg Pic(Z) -1<8, et ©=w,

Pour tout entier i tel que i(9-r) >2 (c'est-a-dire i>1 si r<?7,

i=22 si r=8), on note
9.t 2 — P(H%(Z,-iw))

le morphisme défini par le systeme linéaire complet sans points fixes [-iw]

(théoreme IV.1.a). On note E(i) E(i) (i)’
=(i)

et -51 t 27 le morphisme surjectif déduit de <P1 . Avec ces notations, le

1'image de ‘Pi., le cone projetant de Z

théoreme IV.1 et son corollaire peuvent se traduire en

Proposition 1 : a) Pour i(9-r)=>3 (i.e. i21 s8i r<6, i225si r=7, i23 si

r=8), les fibres schématiques de ‘«li’i sont les points de l'ouvert U et les cycles
1.

fondamentaux, et $i est birationne

b) Pour i(9-r)=2 (i.e. i=1, r=7 ou i=2, r=8), le mor-

phisme $i est de degré 2.

Pour i(9-r) > 3,.0on dit que 2(1)
de z et T

est le i-ieme modele anticanonique

. ~ a . .
le i-eme cone anticanonique de Z.

Par ailleurs, on pose

Z = Proj(@® H°(Z,-nw)) ,
n
C = Spec(® H°(Z,-nw))

n

et on les appelle respectivement le modele et le coOne anticanonique de Z. On

note f: Z—Z le morphisme canonique. L'anneau de E(l) (c'est-a-dire 1'anneau
gradué de 2(1)) s'identifie naturellement au sous-anneau de ®H°(Z,-nw) engendré

par HO(Z,—iw). On a par conséquent des morphismes canoniques E—»E(l) et chaque

LPi se factorise par un morphisme

3, :Z 7

~

(nous verrons ci-dessous que (Pi est un isomorphisme pour i(9-r) >3 et est fini

de degré 2 pour i(9-r) = 2).



1. NORMALITE PROJECTIVE DES MODELES ANTICANONIQUES

Lemme 1 : Soient 1“16 [-wl, T2€ [-wl, F3€ l-pwl, p>o0. Supposons 1"1 et I
irréductibles et distincts et Flﬂrzﬂr3=¢- Soient x , x,€ 1°(z,-w),

2
19

o , .
X3EH (Z,-pw) des équations de I"1, 1"2, I"3. Alors

a) (x1,x2,x3) est une suite réguliere dans 1'anneau ®H%(Z,-nw)

b) 1'idéal engendré par (x1,x2,x3) contient tous les éléments homogenes

de degré > p+2. Si r<6 et p=1, il contient tous les éléments homogenes de
degré > 2.

‘Posons An=H°(Z,—nw) ; de la suite exacte

X
0 — —(n-l)w———1—> -nw——>-nw|1-. —0
1

on tire, puisque H1(Z,—(n—1)w) = O,une suite exacte

x
0 —A ——1——>A —B —0 ,
n-1 n n

ou anHo(Fl,—nw). Il s'ensuit que x, est non diviseur de zéro et que

1
[ . . S

An/x1 An—_l s'identifie a Bn .

Recommengons a 1'aide de la suite exacte

X
2 .
0 — -(n-1)w —_— 5 -nw —_— —nw —0
Ir, Ir, Ir,r,

on obtient une suite exacte

ou an Ho(l"iﬂfz s -nw) ; de plus, pour n=> 2, a, est surjectif, puisqu'alors

H1(1"1,—(n—1)w)_—.0 car -(n-1)p.(-») = (n-1)w.w>0. Il s'ensuit que x, est non
s p , e s

diviseur de zéro dans 1'anneau GBBn et que Bn/x2 Bn—1— Cn s'injecte dans Cn ’

bi jectivement pour n> 2.

Notons maintenant que Tiﬂfz est fini et que, par hypothese 1'é1lé-

ment ;36 C}')CHO(TiﬂTT—pw) ne s'annule en aucun point de F1nf donc que la

2’

induit des isomorphismes C_-C , n>20. I1 en résulte
3 n n+p

- . . ’ ' r — '
que X. est non diviseur de zéro dans 1'anneau GBCnC® Cn , et que X5 Cn 'Cn+p

multiplication par x
des que n2 2. Cela implique a) et la premiere assertion de b).

Supposons alors p=1 et r<6, et prouvons que Ci@C'l-.C est surjec-

2



tif, ce qui impliquera la derniere assertion de b). Comme

dim Ciz:dim Cl- 1=8-r=2, Ci contient un élément y non multiple de x Alors

3’
y2€EC2 n'est pas multiple de X9 donc engendre Cz/x3Ci qui est de dimension

< 1 3 par conséquent yCi-+x3Ci:=C2 , ce qu'on voulait démontrer.

Proposition 2 : Soit i>0 ; considérons 1'anneau gradué & H°(Z,-niw).
n

a) Il est de Cchen-Macaulay en 1l'idéal & Ho(-niw).
n>0
b) Il est engendré par ses éléments homogénes de degré < 1 si i(9-r) >3,

de degré < 2 si i(9-r) =2, de degré < 3 si i(9-r) = 1.

En effet (théoreme III.1), on peut trouver deux diviseurs
Fi’ F2€ |-w| irréductibles et distincts, et puisque |-pyl| est sans points
fixes pour p(9-r) =2, un diviseur F3E |-pw| avec p(9-r) =2 et Fir]Fzr\Ts:zﬂ.

D'apres le lemme 1, la suite (xl,xz,xs) est réguliere dans ® HO(Z,-nw), donc

. . . n
. 1 1 1 ” N .
la suite (x1,x2,x3) est réguliere dans 1l'anneau proposé. De plus 1'anneau

@HO(Z,—nm) est engendré par ses éléments de degré = p+2, et méme de degré

> 2 lorsque r<6 ; cela démontre b) pour i=1. Le cas général s'en déduit
aussitot.

Théoréme 1 : a) La surface Z est normale ; le cone C est normal et de Cohen-

Macaulax.

b) Pour i(9-r) =3, la variété projective'z(l) est projective-

ment de Cohen-Macaulay (i.e. E(l) est normal et de Cohen-Macaulay) et le mor-
phisme gi: Z-»z(l) est un isomorphisme.

D'apres la proposition 2b) 1'anneau du cone E(l) (i (9-r) = 3) est

(BHO(Z,—niw), et il est de Cohen-Macaulay au sommet du cone d'apres a). Comme

est non singuliere en codimension 1 (proposition 1), il en est de méme de
qui est donc normal (critere de Serre) et de Cohen-Macaulay. Cela implique

b). La partie a) résulte aussit6t de b) et de la proposition 2.

Remarques : 1) Pour r<6, le morphisme E.Jé(i) est un isomorphisme.
2) Les c8nes‘E(1) (r=7 ou 8) et‘6(2) (r = 8) sont aussi normaux

et de Cohen-Macaulay (cf. ci-dessous).

3) En fait Z et C sont de Gorenstein (cf. ci-dessous).



2. LE MORPHISME f: Z -2

Théoreme 2 : a) f est birationnel, ses fibres schématiques sont les points

de U et les cycles fondamentaux ; on a f*(62)==02 .

b) Pour tout n€ Z et tout i >0, on a le*(w@z’“)zo.

c¢) Les points singuliers de 7Z sont les images des cycles fonda-

mentaux ; ils sont rationnels et de multiplicité 2.

d) Posons W = f*(wz). Alors w5 est localement libre de rang 1,

et on a pour tout n des isomorphismes canoniques

3
f*(wg’") = u%i“ , f (u,%n) - )

a) Puisque f: Z-7Z est isomorphe a 5&: z-{Z(l), pour i(9-r) =3, la
premiere partie résulte de la prop. 1. La seconde s'en déduit puisque Z est

normal.

b) Soient n€Z et i>0. Le faisceau le*(wgm) est concentré aux
points de Z images des cycles fondamentaux. Soit I un cycle fondamental de Z

et y=f(I')cZ. D'apres le théoreme des fonctions holomorphes de Grothendieck,

Rir, (o®") s'identifie & la limite projective des H (ml ,nw), m>0 ; mais ceux-
%7y

ci sont nuls (prop. IV.3).

c¢) Puisque le*(OZ)=:R1f*(wz):=O pour i>0, les points singuliers
de Z sont rationnels par définition. Soient [ et y comme ci-dessus. Alors,

d'apres le théoreme cité, lim Ho(mF,Ohr) est le complete de OE v pour une fil-
n 9
tration my—bonne ; d'apres la prop. IV.3, on a dim Ho(mF,Omr)=|n2= 2(m2/2) 3

donc OZ y est de multiplicité 2, et par conséquent y est singulier. Par ailleurs
k]

les points de f(U) =U ne sont évidemment pas singuliers.

d) Soit C une courbe irréductible de |-l y alors CcU ; posons
V=2Z-C ; alors Z est réunion des ouverts U et V, Z réunion des ouverts U= f(U)
et V=f(V), et on a U= f_1(U), V::f-l(V). De plus, f induit un isomorphisme de

U sur U et Wy = Sur chacun des ouverts U et V de Z les assertions de d)

zlv:
sont triviales, ce qui acheve la démonstration.

Corollaire 1 : Le morphisme Z-7 a la propriété universelle suivante : pour

qu'un morphisme de Z dans un schéma (ou espace annelé) T se factorise par Z

(et alors de maniere unique), il faut et il suffit qu'il contracte les cycles

fondamentaux.




En effet, un tel morphisme définit une application continue de Z
dans T, et celle-ci est un morphisme puisqu'elle "applique" OT dans f*OZ=:OZ'
Corollaire 2 : Soit F un faisceau localement libre sur Z. Alors

] — 1 3t -
' (z,F) =H'(2,f F) ; de plus H'(Z,F) et n2

—1(2,Hom(F,wz)) sont en dualité.

; * i * s
Comme le*(f F) =F®R1f*(f F) =0 pour i >0 , la premiere assertion
résulte de la suite spectrale de Leray. Comme
* 0 a *
f Hom(F,wz)=:Hom(f F,f wz)::Hom(f F,wz), la seconde en résulte, via la dualité

de Serre sur Z.

On retrouve ainsi le fait que 7 est de Gorenstein, son module duali-

sant w> étant localement libre.

— ®. — .
Corolla%re 3 : a) On a Hl(Z,wzl)=:0 pour tout i ; on a HO(Z,dgl)f()ai_so,
Hz(z,w%I) £0oi>o0.

. -1 , . .
b) Le faisceau wg est engendrée par ses sections si et seu-

Z
lement si i(9-r)>2 3 il est tres ample si et seulement si i(9-r)>3. On a
. o= ®-i i(i+1) .
dim H (Z,wz ):——1?~— (9-r) + 1 pour i=0.

Cela résulte du corollaire 2 ci-dessus, du théoreme 1, et des énoncés
analogues pour Z. '
(i)

En particulier, les morphismes ¢i: 77 définisci-dessus, sont simplement

les morphismes associés aux systemes linéaires |—iw2|.

Si D est un diviseur sur Z, notons f(D) le diviseur (de Weil) image

sur Z, que 1'on peut aussi définir comme "1'adhérence'" du diviseur f(DNU) de

UcZ. Par passage aux classes, on obtient 1'homomorphisme composé
c1(2) = Pic(2)—sPic(U) =~ Pic(U) = c1(U) = c1(Z) .

On appellera courbes exceptionnelles de 7 les diviseurs f(D), ou D

est un diviseur exceptionnel irréductible sur Z. Notons que, si A est un divi-

seur (de Weil) sur Z, on peut toujours définir sans difficulté A.wz soit parce

que W est un diviseur de Cartier, soit simplement en se restreignant a U. Si

L est effectif et # O, on a A.wz<10.

Proposition 3 : Soit ¥ une courbe irréductible sur Z.

a) Si r<7, ¥ est exceptionnelle si et seulement si Z;wz: -1.

b) Supposons r=8. Alors ¥ est exceptionnelle si et seulement si, soit




Z.wz::—l et cl(Z) £ w7, soit c1(2)::-w2-3£ L passe par un des points singuliers
de Z

e ; ce second cas est celui ou ¥ est 1'image par f d'un diviseur exception-

nel spécial de Z.

En effet, écrivons £ = f(D), ou D est un diviseur irréductible sur Z.
D'apres le lemme III.9, on a pour r# 8, "D exceptionnel" & "D.wzz -1", et pour
r=8, "D exceptionnel" & "D.wzz -1 et cl(D);é:wz". Le seul point a démontrer
est donc le suivant : supquons r=8, soit £ 1'élément de I—wzl associé cano-
niquement a o€ l—wzl y alors =#D si et seulement si ¥ passe par un Boint sin-
gulier de Z. Or, si ¥ ne passe par aucun point singulier de Z, on a =D ; in-
versement, si X passe par un point singulier de 7, alors D rencontre un cycle
fondamental I', et d'aprés la discussion faite a 1'exposé précédent, E est la
somme de I et d'un diviseur exceptionnel spécial E. Donc 5:=D, et 2:=f(5) est

exceptionnel.

(1)

3. LES MODELEs Z' 1), z(2) z(3)

Supposons r< 6. Alors @§_1 est tres ample et correspond au plongement

1 El)'z(i)clp(ﬂo,w%_l)). Notons que 7(1) est de degré d=w.w=9-r

dans un espace projectif de dimension d ;3 on a 3<d< 9. Par exemple pour r=6,
(1)
Z

projectif @

est une surface cubique dans P3.

(1)

Les courbes exceptionnellés de Z sont les droites contenues dans 2(1) (pro-
position 3) ; par exemple pour r=6, il y en a au plus 27 ; pour qu'il y en ait

27, il faut et il suffit que 2(1) soit lisse (théoreme IT.1).

-
Pour r=7, il faut prendre wg 2 3 on obtient un plongement projectif

(2)

¢ :73—97(2)c]P6 . Comme 2p - 2p = 8, Z est de degré 8 dans ]P6 . Les courbes

2
exceptionnelles de 2(2) sont les coniques irréductibles qu'elle contient (pro-

position 3) 3 il y en a au plus 56 ; il y en a 56 si et seulement si Z(2) est

lisse.
. -3 ~(3) p
Pour r =8, on doit prendre w> Alors Z est de degré 3w.3w=9
dans Kﬁ;; les courbes exceptionnelles de 2(3) sont des cubiques irréductibles

(nécessairement gauches ou singulieres puisque de genre 0) 3 il y en a au

plus 240.

En fait, dans le deux derniers cas on obtient une description géomé-
trique plus agréable de Z par 1'intermédiaire des morphismes de degré 2

= =(1) = =(2 ,
Z-7Z (r=7), Z-12 ) (r=28), appelés involutions de Kayser et de Bertini.



4. L'INVOLUTION DE KAYSER

Prenons r=7 et considérons le morphisme de degré 2

@1:2-—)2(1) =P .

Comme P est une surface contenue dans P(H° (Z, ))°‘ s, c'est ce plan projec-

tlf tout entler 3y par conséquent 1'application canonlque

®-n ®-n

H%(Z,we )—»H (Z,w-z- ") est injective pour tout n. Posons An=H°(§,wE )
d'apf‘és la prop. 2, A=5A" est engendré par Al et a2 ; mais dimS" als ______(n+1)2(n+2)
et dim A"=n2+ n+ 1, et par conséquent dim A" = daimS™ A1+ aim 8”24t . par

ailleurs, comme dim A2= 7 =dim S2 A1+ 1, il existe o€ A2 tel que A soit engendré
par ¢ et A" ; comme ‘Pl n'est pas birationnel, o ne peut pas s'exprimer comme

quotient d'éléments de SA1, donc oS™” 2A1 ns" A1—O pour tout n ; par conséquent

A"=5"a 005" 241 | donc A est un SA'-module libre de base {1,0}, et il existe

acs?al, pes*al tels que A=85a0]/(c%- ac-b).

Si x, y, z est une base de Al, alors

Azk[x,y,z,o]/(oz— a(x,y,z)o - b(x,y,z)) et on a C=Spec A, Z="Proj A. De fagon

plus jolie, on a s 13‘ HO(P,C}P(n)), donc a et b s'identifient a des sections

aEHO(P,OP(Z)) , bEHO(P,GP(4)) ,
et on a aussitot

= Spec @ , Z:Proja ’

ou 0 est le Op-module Op® Op(-2) muni de la structure d'algebre associée aux

morphismes GP(—2)®OP(-2)—a’GP(—2) et GP(_2)®GP(—2)—E>GP déduits de a et b.

comme on dit,"Z est un plan double'.

Supposons maintenant la caractéristique # 2. Alors, remplagant o par

o-a/2, on peut supposer a=0. Posons alors div(o)=TE¢€ l—2w—|,

div(b) = A€ IOP(4)l ; alors A est une quartique de P, on a <P (A) =2l et <P est

ramifié exactement aux points de ' ("Z est un plan double ram1f1e le long d'une

guartigue"). On vérifie aussitot que la projection ' = A est un isomorphisme,
que les points singuliers de 7 sont exactement les points de I' au-dessus des
points singuliers de ‘A et par conséquent que, ni I', ni A, n'ont de composantes

multiples.



Par construction, les courbes de I-w—l sont les 1mages réciproques
des droites de P. Pour toute courbe exceptlonnelle T sur Z, v (Z) est une
droite D de P (proposition 3), et la progectlon Z—-D est un 1somorphlsme. In-
versement, si D est une droite de P alors ¢ (D) (W7 = W ws = -2, donc, ou bien

(D) est irréductible, ou bien @ (D).-Za-z' ou ¥ et ' sont des courbes
except1onne11es (prop. 3). Notons que 1'on peut avoir y= 2' auquel cas I est
une composante de I’y et D une composante de A. Pour que @ (D) soit réductible,
il faut et il suffit que bID ait deux zéros doubles, c'est—a—dlre que D soit
bitangente a la courbe A ; les points de contact de D avec A correspondent
alors aux points d'intersection de ¥ et §£'. Par exemple, si Z est lisse, i.e.

si A est lisse, alors on trouve 56/2 bitangentes a la quartique A.

Supposons maintenant étre en caractéristique 2, avec aZ£0 ; alors si

A = divP(a) et F::divz(a), on a ¢ Yay=r , le morphisme ' A' est totale@gnt
ramifié de degré 2, et les points de I' sont les points de ramification de ¢1.
Si, toujours en caractéristique 2, on a de plus a=0, alors le morphisme

Z-P est partout ramifié ; les points singuliers de Z correspondent aux zéros

de la forme différentielle db.

5. L'INVOLUTION DE BERTINI

Prenons r =8, et considérons le morphisme de degré 2

~2 z_-—>_Z( 2) _ Ac:]P(Ho(.Z',w%-2

) =P .

Posons toujours AR H (z,w— ™ et A=2A". On a aim A" = n(n+1)/2+ 1, donc

dim A1= 2, dim A2= 4, dim A3= 7. Notons (u,v) une base de A1, et w un élément
de A2 qui n'est pas dans 52A1. Alors (u,v,w) forment une suite réguliere et
2 est 1'anneau des polynomes en u, v, w

2

1
1'anneau A' engendré par A et A
2 2 2
(lemme 1 et prop. 2). Une base de A"=A'" est (4{,m,n,w) avec £=u", m=uv,

n= v2. Par conséquent, 2(2) est le cone quadratique A d'équation m2::£n dans
pP=~1p° ; le sommet de A est l'image du point fixe de I—wzl puisqu'il est donné
par u=v=0. Soit o€ A3, GQ4A'3 (noter que dim AS - 7, dim A= 6) ; comme

tous les éléments de A'3= Al.A2 s'annulent au point u=v=0, et que ce dernier

n'est pas point fixe de l-Swzl, o ne s'annule pas au point fixe de l-wzl s par

. . n . n . n-3 . . .
ailleurs, comme dim A" =dim A' + dim A' s on voit comme au No précedent que

A est engendré par u, v, w, 0, et qu'il existe ac¢ A‘3, b€ A'6 avec

A = k[u,V,w,O]/(dz— ac - b) .



Rappelons que C = Spec A, Z=Proj A.

De fagon équivalente, considérons sur Proj k[u,v,w]::A les faisceaux Oh(n) H
ils sont inversibles pour n pair, non inversible pour n impair. (Par exemple
Oh(i) est la classe des génératrices du cone A,qui sont des diviseurs de

Weil, non principaux au sommet). Le faisceau OA(2n) est la classe des diviseurs

de Cartier sections de A par les hypersurfaces de degré n de P.

Posons alors %::OAGBOA(—3) muni de la structure d'algebre définie
par a€ HO(A,OA(3)), b€ HO(A,OA(G)) ; on a 2¥:Proj(%) ("Z est un cbne quadra-

tique double, avec un point de ramification isolé au sommet').

Supposons maintenant la caractéristique # 2. Alors, remplagant o

par o - a/2, on peut supposer a=0 ; posons alors div(c) =T€ |—3wz|,

div(b) = A€ IOA(G)I ; alors A est une section de A, intersection Se A avec une
Eurface cubique de P, qui ne passe pas par le sommet de A, on a @;1(A)= 2, et
@1 est ramifié exactement au sommet de A et aux points de I'. La projection
'+A est isomorphisme, les points singuliers de Z sont les points de I au-
dessus des points singuliers de A, et par conséquent, ni I'y ni A n'ont de com-

posantes multiples.

Les diviseurs de |-m2| sont les images réciproques par 52 des généra-
trices de A, ceux de |—2wé| les images réciproques des sections planes de A.
D'apres la prop. 3, les courbes exceptionnelles de Z ont pour image dans A
soit des génératrices passant par les points singuliers de A, soit des sections
planes irréductibles de A, dont on voit comme au No 4 qu'elles doivent éetre
tritangentes a A. Inversement 1'image réciproque d'une génératrice passant
par un point singulier de A est une courbe exceptionnelle delf, 1'image réci-
proque d'une conique de A tritangente a A se décompose de deux courbes excep-

tionnelles de Z (éventuellement égales).

En caractéristique 2, la situation est analogue a celle du No 4.
Notons enfin que, si y est une conique irréductible de A, qui n'est pas l'ima-
ge d'une courbe exceptionnelle, alors son image réciproque C dans T est irré-
ductible et de genre 2. Comme wé=*(—2&4-5)lc= -5'C, le faisceau ZmIC est le
faisceau bicanonique de C ; donc 1l'involution de Bertini Z- A induit sur C
1'involution bicanonique. La projection C-+vy est donc la représentation usuelle
de C comme courbe hyperelliptique, et les 6 points d'intersection de C avec T

sont les 6 points de Weierstrass de C.



