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Dans cet exposé nous résolvons toutes les singularités de Klein.
En fait, la méthode employée permet de résoudre toutes les singularités décri-
tes dans la généralisation 3 de 1'exposé précédent, donc par le résultat de
Dolgachev toutes les singularités normales avec action E*.

Nous commengons par résoudre les singularités quotients de C2 par un
groupe fini cyclique. Elles admettent une action de C*><E* y ce sont donc des

éventails (toroidal embeddings dans la terminologie de [11]). La méthode que

nous utilisons est une réalisation géométrique de la résolution par éventails
donnée dans [11], p. 35. Elle est tirée de Fujiki [9]. Dans la seconde partie
de 1'exposé nous utilisons la résolution des quotients cycliques pour résoudre
les singularités de Klein (en fait une classe beaucoup plus large : voir plus
bas).

Rappelons que par résolution d'un point x€ X, singularité isolée de

X nous entendons un morphisme birationnel f: X- X tel que X soit lisse et que

f soit un isomorphisme sur f_l(X‘\x). La fibre f—i(x) est le diviseur exception-
nel. On note par » la forme intersection sur X.

’

Au diviseur exceptionnel on associe un graphe, le graphe dual pondéré:

soient Ei les composantes jrréductibles du diviseur exceptionnel. A Ei corres-
pond un sommet v, du graphe, pondéré par Ei' Ei - vy et vj sont liés par un
nombre d'arétes égal a E, * Ej .
Théoreme : Etant donné une singularité de Klein X de groupe G, il existe une
résolution f: X-X telle que

1) toutes les composantes irréductibles Ei du diviseur exceptionnel sont
isomorphes a Iﬂ', s'intersectent transversalement, et EirnEjr1Ek==¢, i itk s

2) tous les poids du graphe dual sont -2 (il s'agit donc de la résolution

minimale) et le graphe lui-méme est

.—‘co'- eg0® s s —@
\—'\f_/ \ —
~—
d1—1 d2—1
d3-1

N—.

ou les dj sont les indices de ramification de 1'action de G sur Iﬂ' (lorsque G

est cyclique il faut bien sir prendre d3= 1). On a donc le tableau



Groupe Ordre | di Graphe Nom
Cyclique d d d o —=e—: -+ —0—9 A2d-1
- ~— _/
2d-1

Diédral 2e 2 2 e - P — De+2

~ S

e-1
Tétraedre 12 2 3 3 Py PY @ P Eg
Octaedre 24 2 3 4 @ o —e ® Py E7
Icosaedre 60 |2 3 5 o—eo— r' o—o—9¢ Eg

Pour obtenir toutes les singularités rationnelles de multiplicité 2

il faut ajouter a cette liste la singularité quotient cyclique X d impair.

d,d-1’
C'est le quotient de Ez par le groupe cyclique d'ordre d agissant par
agissant par (u,v) - (eu,s—lv), €= e21'c1/d. L'équation de Xd d-1 est
,d-

Z2+ Y2+Xd =0

et on trouvera une résolution de Xd d-1 satisfaisant 1) du théoreme et de gra-
, d-

phe dual (tous les poids sont -2)

C'est donc Ad—l' On peut caractériser toutes ces singularités en notant que ce
sont toutes les singularités quotients de l:2 par un sous-groupe fini de SL(2,T).

Dans d'autres exposés nous montrerons le lien entre ces singularités
et le groupe de Weyl correspondsnt.



1. SINGULARITES QUOTIENTS D'UN GROUPE CYCLIQUE

Soit Grl le groupe cyclique d'ordre n. On fait agir un générateur de
' a q ~ _ 2Tti/n
Gn sur l'anneau de polynomes E[x1,x2] par (xl,xz)—»(l;xi,g x2) ou {=e et
q est premier a n, q<n.
Soient X = Spec E[xl,xzj et an le quotient de X par G. On appelle

an la singularité quotient cyclique de type (n,q).

Nous allons construire un morphisme birationnel W-oan qui est un
isomorphisme en dehors du point singulier de Xn et tel que le diviseur excep-
tionnel E1 soit isomorphe a ]P1 . Si g=1, W est lisse et est donc une résolu-
tion de Xn « Autrement W a un seul point singulier au voisinage duquel W est
isomorphe a er ou n-= ba-r, ou 0<r<q. En répétant cette construction a
er on arrive évidemment a une résolution de an.
1. Soient Y = Spec C[yl,yz:l et f: Y-X le morphisme donné par X =¥qr X5= yczl.
On peut considérer f: Y- X comme le quotient de Y par le groupe Gq cyclique
d'ordre q agissant par (yl,yz)—»(yl,’ny2), M= e2n1/q. I1 est clair que l'action
de G sur X se releve en une action sur Y donnée par (yi,yz)—* (€y1,§y2) et

qu'elle commute a 1l'action de Gq'

2. Nous éclatons l'origine de Y : soit Y 1la cloture dans Yx]P1 du graphe du
morphisme naturel Y- (0,0) - Proj I:[yl,yzj - pl. Notons u, et u, des coordonnées
. N 1 y 1

inhomogenes sur P, ul-y2/y1, u2_y1/y2. Posons [Ai-. {pemP |yi(p)£0} et

Y. =YnN (Y xLAi). Alors Y, est donné dans Y><ﬂ\‘1 par yu =y, et Y, dans Y xA,

2

Y- Y est un isomorphisme sauf au-dessus de (0,0) ou la fibre est une

A . . . Nk .
courbe E, le diviseur exceptionnel, qui est isomorphe a IP° comme on voit

facilement. E a pour équation y; = 0 dans Yi .

~

Yi est isomorphe au plan affine ; on peut choisir u, et y; pour coor-

données. On a les formules de recollement u, = 1/u2 et Uy, =¥ye Donc on peut

considérer Y comme le fibré en droites affine sur E-= ]P1 dont le faisceau des

~

sections est & 1(1). La self intersection de E dans Y est -1.
]P ~ ~
3. On peut relever 1l'action de Gn et Gq sur Y : appelons Z le quotient de Y

par Gn. .

Gn agit sur Y  : (u1,y1)9-»(u1,§y1)- Soit Z1 le quotient.

~

Gn agit sur Y2 : (u2,y2)l~ (u2,§y2)- Soit Z2 le quotient.

Alors Z1 et Z2 sont lisses, et isomorphes au plan affine avec coordonnées

(u1,z1=y?) et (u2,22=yg) respectivement.



Gq agit sur Y1 : (ul,yl)H(T]u )

~

1'Y4
-1
Y, (ugs¥y o) (M Tuy,My,) -

4. Donc GG1 agit sur Z : appelons W le quotient de Z par G
Gq agit sur 21 2 (w2 )i (Muy,z ). Soit W, le quotient.

-1 n .
Zy {ug,zg)i—’ (n Uy 22). Soit W, le quotient.

. . —
I1 est clair que W1 est lisse, isomorphe a T~ avec coordonnées w —uq et 2

1~ 1 1"

W, par contre peut etre singulier. Si q=1, alors W est non singulier. Autre-

2

ment posons n= blq— r, 0<sr<gq. Alors W2 est singulier, et possede une singula-

rité quotient cyclique de type (q,r).

u'l 17’1)
/ Y( Ya1Ya ) ) — € 7
eclatement
Xy =Y qUO‘hgf "(u“‘ ’Y" ‘e“* i} ),
X3 av,b par | . Y« Par 27 R
4 ’ Z:,C“.aiz)

S X

quetient quetient
par Gr\. W, = u_:p par G% .
Vv
\\./// c P
O morphisme
quotient de
'éclate ment
Xn.

% Par G'% et Gn’




5. D'autre part on a un morphisme ¥ : W—+Xn q,qui est un isomorphisme sauf au-

dessus de l'origine. En effet ce morphisme est simplement le quotient Y- Y par

les deux groupes Gn et Gq (dans un ordre différent, ce qui est sans importance

puisque les actions commutent). Soit E1 le diviseur exceptionnel de ¥. On appel-

le W le premier cran de la résolution de X

Recommengons 1l'opération sur W2: X et ainsi de suite. Eventuelle-

~

ment nous obtiendrons une résolution Xn - X

nq
Posons Z_oyp, - 1 ., b, = 2.
q 1 b, - i
2 .
S
’ b
r
- sont

Théoreme Toutes les composantes du diviseur exceptionnel de an?isomorphes
< 1

a IP° et s'intersectent transversalement. Le graphe dual pondéré est

@ t vt c et cctn oy oo o @

—b1 —b2 -br

Puisque tous les biz 2 la résolution est minimale.

Démonstration : Que les composantés du diviseur exceptionnel sont rationnel-
les est clair.

Montrons d'abord gque lorsqu'on résout W2=.X , comme on a fait plus

q,

1 est lisse et intersecte E le nouveau

tot pour an le transformé strict de E o

diviseur exceptionnel, transversalement.

Répétons le construction ci-dessus a X remplagons u par g, g par

r et appelons les quantités correspondantes par le méme nom suivi d'un prime.

2 q 2 r

> ' ] ' '
donc par (x1,x2)k*(ﬂx1,ﬂ x2).
L'image inverse de E1 dans 22 est donnée par =z

dans la nouvelle notation.

v (. p (- r
On a donc x}=u,, X})=2, et G opere sur X'=2Z, par (uz,zz)k*(ﬂuz,ﬂ z2)

- L
2..O, donc par x2..0

Donc pour savoir si l'image de E1 est lisse dans le

second cran de la résolution, il suffit de voir que le transformé (strict) de

(x2:=0) est lisse dans W. x2=() donne y%::O dans Y, donne u%::O dans ?1, donne
u%::O dans Zl’ donne w1:=0 dans W1 et est donc lisse.

D'autre part pour savoir si E1 et E2 s'intersectent transversalement,
il suffit de voir que (x2:=0) et E1 le font dans W1. Mais W1 a pour coordonnées
(Wl’zl)' Le transformé de (x2::0) a pour équation w, =0 comme on a vu. E  a

1
pour équation 21::0. On a gagné. :

Finalement il faut calculer les self-intersections des diviseurs

exceptionnels. Il suffit, bien entendu, de montrer qu'au second cran de la

résolution 1la surface obtenue est lisse le long du transformé strict de E1

(que nous appelons E1), et que E * E = -b, . Nous avons déja établi le premier



~

point. En remontant d'un cran, on voit que E_, est contenu dans W1 et Wi. Les

1
coordonnées de ces deux espaces affines sont (w1,21) et (wi,zi).

Par définition 2z} = (yi)qz (xi)q= (uz)q. Puisque w q

1=u1, on a
— 1]
wy = 1/z1 .
D'autre part
1 r 1
r ) *2 2o
wy = up)t o= r = v - T
1 1 ]
(yi) (xl) (ul)
n+r - b
_ T2 LS (uq) 1 n
T .r 1 17 1 Y1 ¢
Y1
Mais ud-w, et yn— z donc
1 1 1~ 71°
b
w! = w 1 z .
1

Remarquons finalement que E1 est donné par z, = 0 dans Wl,
| - '
et wl..O dans Wl'
Les deux formules encadrées veulent bien dire que E_+ E, = —b1,ce qui termine

1 1
la démonstration.

2. SINGULARITES DE KLEIN

Remarquons que nous pouvons déja disposer du cas G cyclique d'ordre d.

En effet, nous avons vu que G' agit sur g2 par (u,v)f»(su,s_1V), €= en1/d, donc

la singularité est quotient cyclique de type (2d,2d-1). Comme

le graphe pondéré est

.————-.-—ootgo-a.'ott"b——'.-—-——.
-2 -2 -2 -2

A

2d-1

w
B



De méme on obtient la résolution de xd,d-l’ d impair. Le théoreme de 1'intro-
duction est donc démontré dans ces cas.Passons aux autres singularités de Klein.
En fait nous allons résoudre les singularités suivantes (il s'agit
d'un cas particulier des singularites considérées dans la remarque 3 de I).
Soient C' une surface de Riemann compacte, G un groupe fini d'auto-
morphismes de C', n: C'-C=C'/G le morphisme quotient, Pi’ 1<i<n, les points
de ramification de 7w et di l'indice de ramification au point Pi' Soit D' un
diviseur sur C' de degré positif, de la forme
T VD SN

b}
i=1t Qqop, * 1
1 1

ou e, est premier a di’ et ei< di' Par définition D' est invariant par G,
donc OC'(D') admet une action de G canonique. Soit F':=W(OC'(—D')) le fibré

affine associé a O.,(D'). La section nulle de F' que nous identifions a C',

a self intersection négative ; sa contraction donne

X' = Spec ® H°(C', e (kD))
k=0

G agit canoniquement sur F' et X'. dans F

Soient F et X les quotienté correspondants. L'image de C'C:F;est isomorphe a C,

auquel nous l'identifions donc, de sorte que le morphisme quotient q: F'-F
induise mw: C' - C. -

X peut s'écrire

P
1

Spec( ® H(C',0,, (kD') )
k=0

ce qui peut aussi s'écrire

X = Spec( @ HO(C,OC(D(k)))) )
k>0

(k)

ou D est le diviseur sur C qui s'écrit

n e.k

¥ L p - = {; - }1{ .
3 d. i
i=1 i

Comme dans I on a posé {a}: le plus petit entier = a.

Nous allons résoudre la singularité X. On a le diagramme :



'
\\\\\gzii:action de C!
x'
P €
quotient par G
contraction de C

Remarquons que pour obtenir les singularités de Klein il suffit de prendre

C'zﬁPl ) €, = di—1 et D un diviseur de degré 2 sur Cz%Pl.

("N

Nous allons étudier le résolution F de X obtenue par résolution mini-
male des singularités de F.

Lemme 1 : L'action de G sur F' est libre sauf aux points QiE c', W(Qi)= Pi’
pour tout i. Le quotient F est donc lisse sauf aux points Pi' Au voisinage de

Pi’ F est isomorphe a la singularité quotient cyclique de type (di’ei)'

Preuve : TI1 faut d'abord expliciter 1l'action de G sur F'.

Recouvrons C' par des U , 1<i<n, ouverts (de Zariski) affines et invariants

par G, tels que P, € n(U ) et P 3 n(U ), i £ j. Soit h; € F(U ,®) une équation

locale pour le diviseur Zd Qi' Puisque di z: Qi= T (Pi) on peut choisir
Q.--»Pi Qi—»Pi

d.

des h. tels que hil soit invariant par G. Donc si g€ G opere sur h par

(h )—~a h.,, a. est une racine d,-ieme de l'unité. Soient f E T(U r]U ,O )
ig i ig i

des fonctions de transition pour le faisceau inversible & ,(D') Alors, a un

e. e,
facteur invariant par G pres, on a fij= héj///;il. Donc fij transforme sous

€. -e .

g€ G par g(fij) = ai; fij ajgJ ce qui dit bien que les classes de {fij} et

3 "
{g(fij)} dans H1(C',O—) sont les memes.
Soit ti la coordonnée de la fibre de F' sur Ui' Alors par définition
t.=f, .t . i i
i ijt; sur Uir\Uj On voit donc que G agit sur ti par

e

i
g(ti) = aig ti .

L'action de G sur F' est completement décrite.



I1 est clair que 1l'action de G est libre sauf peut-étre sur les fi-

bres au-dessus des points Qi' Soit g un générateur du stabilisateur d'un
point Q. donné. Alors a.g est une racine di—iéme primitive, puisqu'autrement

1'indice de ramification serait < d, Donc par (%) les seuls points de sta-

b111sateur/tr1v1a1 sont les Q D'autre part hi et ti sont des coordonnées au

point Qi (ils ont chacun un zéro d'ordre 1 a Qi) et les formules de transition

de hi et ti sous g montrent que la singularité au point Pi de la surface quo-

tient est de type (di’ei)'

Rappelons que F est la résolution minimale des singularités de F
construite au § 1 de cet exposé, C le transformé strict de C dans F.

~

Lemme 2 : C intersecte les autres composantes du diviseur exceptionnel de

F X transversalement, et le falsceau normal de C dans F est i G (-D), ou i

est 1'isomorphisme C C induit|par F-»F.

Preuve : La premiere assertion découle immédiatement de la description de
la résolution des quotients cycliques donnée dans le § 1 de cet exposé. Au
lieu de la seconde partie du lemme 2, nous démontrerons l'assertion plus fai-

ble (mais équivalente dans le cas c=p! qui nous intéresse) suivante
Lemme 2' : La self intersection de C dans F est -b, ou b est le degré de D.

(Pour une démonstration du lemme 2 voir [7]). Le lemme 2'

tré dans [12], theoreme 4.3.

est démon-

Preuve : On imite celle de Brieskorn [1], p. 349.
Soit b' le degré de D'. On a

. LNV IRLT g )
ou d est 1'ordre de G. = DE GE

On a le diagramme

tera g UL RO

\\

/
\ﬁ

Soit fe€ HO(C',OC,(kC')), invariante par G. On peut donc considérer f comme



une fonction sur X. Le diviseur (@'*];ef) de @'*p* f s'écrit kC' + B'. Apres
avoir choisi k convenablement on peut supposer que @f*p* f n'est nulle sur
aucune des fibres de F' - C' au-dessus de Q ec', n(Qi)= Pi' B' consiste donc
en kb' fibres distinctes de F' -C"'.

* %
D'autre part (¥ ¢ f) s'écrit
ocC+Zoc;i Ej+B s, 1< 3j<N

ou les Ej sont les composantes du diviseur exceptionnel de F- X différentes

de C et B ne contient aucun des diviseurs exceptionnels. Il est clair que a=Kk
~ '
et par hypothese C.B:l—(-g- . EJ..B:O.

* %
Puisque (¥ ¢ f) est principal, on a

1
=)

(1) v o*£). T

* * .
(2) (v ¢ f). Ej 0 pour tout j .
Mais supposons que Ei’ 1<i<n, est 1l'unique diviseur exceptionnel de F- X qui
intersecte C au point Pi' En utilisant le § 1 de cet exposé, on trouve faci-
lement par résolution du systeme d'équations linéaires (2) que ai:=k ei/di’

l<i<n. L'équation (1) donne alors

~ o~ n ]
kC.C+ ¥ «a +kb =0
. i d
i=1
donc que
~ ~ b' n
—C-C:—d—+ § el/dlzb ) C-q.f-d.

On établit aussi le lemme 2 en utilisant la résolution des quotients cycli-

ques du § 1.

I1 est clair que les lemmes 1 et 2 déterminent "la résolution de X".
En particulier on a démontré le théoreme de 1'introduction : en effet on a

toujours e; =d,-1, donc les singularités de F ont pour résolution :

.———.——- Tl T ——m—m,,
2 -2 _2
N v

Les autres assertions sont claires.



Remarques :

1. Soit Y une singularité normale de dimension 2 dont il existe une réso-
lution Z-Y, telle que tous les diviseurs exceptionnels soient rationnels et
s'intersectent transversalement. Supposons d'autre part que le graphe dual
pondéré de Z—Y soit celui d'une singularité de Klein (plus généralement de
n'importe quelle singularité quotient de E2 par un groupe fini). Alors Y est
analytiquement isomorphe a la singularité de Klein X de méme graphe. On dit
que les singularités de Klein sont "taut" ("starr' en allemand). Voici une es-
quisse rapide de la démonstration de Brieskorn [1] : soit T le groupe fonda-
mental de Y-{point singulier} (pour une définition plus précise, voir [1]). On
voit alors que T, ne dépend que du graphe pondéré de Z-Y, en donnant une pré-
sentation de T, en termes de ce graphe. D'autre part Brieskorn montre que
Ty fini © Y singularité quotient de C2 par T, (i1 utilise le théoreme de Mum-
ford que n1:=0 © Y lisse, pour une singularité de surface Y). Comme X est une
singularité quotient, son Ty est fini. Donc le T de Y est fini, donc Y est
une singularité quotient. Mais les singularités quotients sont uniquement dé-

terminées par leur graphe dual, c.q.f.d.

2. Brieskorn me fait remarquer qu'il conviendrait plutdt d'appeler les sin-
gularités de Klein singularités de Schwarz, puisque H.A. Schwarz les a étudiées

(et a établi leurs équations) avant Klein.

3. Il conviendrait d'ajouter aux références de I 1l'article [10].

4. Une autre fagon d'étudier les points doubles rationnels est de les re-

présenter commes '"plans doubles" Z2= f(X,Y). C'est un point de vue classique
voir [8].
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