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ARCS ANALYTIQUES ET RESOLUTION MINIMALE DES

SINGULARITES DES SURFACES QUASI HOMOGENES

par Monique LEJEUNE-JALABERT

INTRODUCTION

Ce travail consacré à l’étude des arcs tracés sur un germe de sur-

face normale quasi homogène a été motivé par une question posée par

J. Nash dans un préprint non publié : "Arc structure of singularites" . Soit

(V,v) un germe d’espace analytique réduit que nous supposerons pour sim-

plifier à singularité isolée en v . Rappelons qu’on désigne par arc sur (V,v)

ou disque testant en v un germe de morphisme analytique non constant

h : (]D,0) - (V, v) où 1  1 ~ et que , dans la littérature , 1

les arcs apparaissent dans les critères valuatifs (de propreté, 1 de platitude, 1

de dépendance intégrale sur un idéal), dans les définitions d’exposant

idéaliste de contact, de contact maximal, dans des énoncés du type

IIcurve selection lemma" . Esquissons très brièvement la construction faite

par Nash. )i , l’ensemble des arcs sur (V,v) ne pouvant être muni

d’ une structure d’ espace analytique, pour tout entier a , (xi#---#X n)
étant un système de coordonnées sur un germe d’espace analytique lisse

dans lequel on peut plonger (V,v) , il considère dans a;na le construc-

tible formé tel qu’ il existe un 
1)

tel que :

et il désigne 
a 

son adhérence de Zariski dans (E . Il montre

que le nombre de composantes irréductibles de N a est une fonction

croissante de a et est majoré par le nombre de composantes irréduc-

tibles de rr-1 (v) pour tout n : V* - V qui soit une résolution des

singularités de V . Précisément, si El....,,Es désignent les compo-

santes irréductibles de l’adhérence de Zariski des tron-

cations à l’ordre a+1 des images par n des arcs h# : (V’~ , v#)
où v* E E k ’f est un fermé irréductible de Jta et Jta 

= U ** a a 
k=l...s 

aK
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Le problème posé par Nash est alors de savoir si, lorsque (V,v) est un

germe de surface normale, pour a assez grand, la décomposition ainsi

obtenue à partir de la résolution minimale p : V ~ V est la décomposition

de en composantes irréductibles.

S’il n’en était pas ainsi, / par exemple ii al serait inclus stricte-

ment dans ji a2 Ceci signifierait que si hla est un élément "général"

de H (autrement dit la a-troncation d’un arc h~ sur (V,v) dont l’u-

nique relèvement hi à V est tel que v = hl (0) soit un point "général"

de El et que h 1 soit transverse à El en ce point -un arc sur (V,v)

ayant ces deux propriétés relativement à une composante de p-1 (v) sera

dit "générique"-) il existe un disque g : (JD.O) -. où

]D = 11 tel que g(O) = hi et si 0 , / É 

ou plus précisément encore est la a-troncation d’un arc gs sur (V,v)

dont le relèvement à V passe par un point "général" de E 2 * Si on

pouvait construire un tel g, de façon à ce que g(E- t) = g?(t) définis-

se un germe de morphisme analytique cp : /O) -1 (V,v) , 1 qp ne pourrait

se relever à la résolution minimale. 
_~

Je me suis donc posée la question plus simple suivante / soit h

un arc "générique" sur (V,v) au sens ci-dessus et

cp(e,t) : 0) - (V,v) un germe de morphisme analytique tel que
= h(t) ; cp se relève-t-il à la résolution minimale V , Je donne

une réponse affirmative à cette question dans le cas 1) où V a en v

une singularité torique normale (§ 1, prop.3.1.1), 1 2) où V admet une

bonne action de 2 1) si le genre de la courbe projective quotient

de V par cette action est supérieure ou égal à 1 (§2, 1 prop.2.2)
- 22) s’il est 0 et si la résolution canonique de Orlik-Wagreich colhcide

avec la résolution minimale lorsque h est un disque "générique" se re-

levant en un disque h pour lequel h(0) est un point "général" de la

composante représentée dans le graphe associé à cette résolution qui est

alors une étoile par le centre de l’étoile (§2 , 1 Prop.2.3). Ce dernier

cas est techniquement le plus délicat. Dans tous les énoncés, 1 le sens

des mots générique et général est convenablement précisé.
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§1 - SINGULARITE TORIQUE NORMALE DE DIMENSION 2

1.1. DEFINITION. - Soit T le groupe aioébricfue Un plonge ment

torique affine X est une variété aioébrioue affine normale conte-

nant T comme ouvert de Zariski partout dense et munie d’une

action de T

T x X - X 

’

prolongeant l’action T x T - T .

1.2. DEFINITION. - Soit V un espace analytique complexe et v

un point de V . On dit cfue V a en v une singularité torique 1

s’il existe un plongement torique affine X , un point x de X

et un isomorphisme de (I;-alqèbres locales :

Rappelons les propriétés suivantes dont on trouvera le détail des

démonstrations dans [2] . 

1. 3 . ° Soit N = Hom algébrique (# , T) et M = Hom algé -1.3. So it N = 
groupe algébrique 

(CD T) et M 
groupe algé-

° N et M sont libres de rang n et il
brique
existe une dualité naturelle M x N Z- Hom 

groupe algébrique 
((1;* 

groupe algébrique
défini par r , a; roa .

Soit un système de coordonnées sur T

(resp. OE*) . On identifie N à en associant à (a , ... ,a ) E Tni n

le morphisme de 0152* -.-. T correspondant au -morphisme :

On identifie M à Z n en associant à (r , ... ,r ) E Z~ le mor-

phisme de T dans correspondant au (E-morphisme : .
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La dualité naturelle s’identifie alors à :

Soit o c NR = un cône convexe rationnel polhyédral
T-t

(c , c , r , p , ) 1 , e . un sous-ensemble de R n défini par la positivité d’un

nombre fini de formes linéaires à coefficients rationnels. (Si n=2 , 1 tout

c.c.r.p. est un secteur angulaire convexe

Soit S = on M , 1 c’est un semi-groupe de ~n. Soit OE[S] l’algèbre

de ce semi-groupe (la sous-algèbre de engen-

drée par où Soit Xa Spec Clsl . La cor-

respondance G - X cr est une bijection entre l’ensemble des c.c.r.p.

de N ne contenant aucun sous-espace linéaire et les plongements to-

riques affines.

1.4. Si n = 2 , il y a 4 orbites sur un plongement torique affine Xc 1
une de dimension 2 ouverte isomorphe à T , 1 2 de dimension 1 et 1

de dimension 0 qui est l’unique orbite fermée. Soit x ce point. C’est

l’unique point singulier possible de X . De plus l’idéal des fonctions

1 2
régUlières sur Xa qui s’annulent en x est engendré par les Ui U2
où 0 [2] (th.2,ch.I).

1.5. On dit que f E équivariante si f(t x x) = £(t) x f(x) .

Dans l’identification de 1 celles-ci s’identifient

aux monômes U r où r~ on M . .°



5

2 .1, Soit V un espace analytique complexe ayant en v une singula-

rité torique de dimension 2 . On suppose V singulier en v . Soit

gç : : ((E 0) - (V,v) un germe de morphisme formel. Soient X 6 un plon-

gement torique affine, 1 x son unique point singulier tels que c - 
,V 

et
V,v

w s’ identifient . On désignera encore par cp le germe de morphisme
x ,x

formel ((EB0) - (X,x) qu’on en déduit.

2.1.1. On suppose qu’ il existe un disque testant formel

h : (ID, 0) ..... (~n, 0) (où ID désigne le disque unité du plan complexe)

tel que h ne se factorise pas à travers l’immersion fermée de l’adhé-

rence d’aucune des 2 orbites de dimension 1 dans (X cr ,x) .

La donnée de cp est équivalente à la donnée d’un (C-morphisme

où est l’anneau des séries formelles à n variables à coefficients

dans oe, . On en déduit avec les notations ci-dessus un 0152-morphisme :

Soit r E crnM et U le monôme correspondant. Il ne s’envoie pas sur 0

dans c&#x3E;n . . En effet, Ur appartiendrait à l’idéal définissant (r ,x) , l’i-

mage de (ùJ , 0) par h . Comme Ur est une fonction équivariante et

que T est une orbite dense sur Xc 1 on en déduirait que U r = 0 ce

qui est absurde (ceci ne signifie pas que 
n 

soit injective).

Comme 8 n M engendre M en tant que Z-module, 1 on peut écrire :

et on peut donc associer à chaque U. 1 1 i = 1, Z une fonction méromorphe

formelle. On étant un anneau factoriel, on peut écrire *.
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où c et c sont des unités de 0 , des séries formelles
12 n 1

irréductibles dans l’idéal maximal de On et où 

i = 1... k . De plus , pour tout r = E 5 "" M , l’ image de

dans le corps des fractions de () n 1 autrement dit

doit être en fait dans 0 . . Ceci entraîne que

. et que de plus, 1 ces k points n’appartiennent

pas à la même face de J .

Réciproquement , 1 pour définir un cp : ((C ~0) -~ (X , x) satisf aisant

Z .1 .1, il suffit de se donner 1 points de on N-(0,0) pas tous

situés sur la même face de dimension 1 de a, k éléments irréductibles

de On et deux unités cI’ En effet, on reconstruit immédiatement à

partir de ces données un (E-morphisme 0.. - 0 .
X a ,x n

L’idéal des fonc-

tions de X 
a 

s’ annulant en x étant engendré par Ur où r$ orM-(0,0~
une fonction qui ne s’y annule pas est envoyée sur une unité de C n tan-

dis qu’une qui s’y annule est envoyée sur un élément de l’idéal maximal de

0- . De plus , on peut choisir un système de coordonnées t,,...,t sur 
*

n 
.. 

in

Comme (a, , P.) E o et que g n N est un semi-groupe de N , 1
i i

E cr h : ° (ID, 0) - (0152n,O) défini par tloh = t , t.oh = 0 ,
1 &#x3E; 2 satisfait 2.1.1.

2.2. Germe de morphismes finis (CD 2~ 0) - (x cy 1 x)
D’après le théorème de préparation de Weierstrass, 1 la condition de

finitude de C2 sur est équivalente à: .



7

Ceci se traduit par

°2 étant factoriel, pour qu’ il en soit ainsi, il faut et il suffit que pour

tout i , il existe r , 
= tel que

ce qui s ignif ie que (a , , ~ , ) appartient à une face de a . A un change-

ment de coordonnées près sur le tore T , on peut supposer que a est
à

le c.c.r.p. défini 0 ,

qa-ps z 0 où 

et (p,q) = 1 . Puisque les k points

n’appartiennent pas à la même
1 1

face de 0 1 on peut également en ré-

indexant au besoin les fi supposer que

On détermine donc x , iEIN , i = r+1,... ,k tels que
1

et on a 
°

Soit a;[U 1 V] l’anneau de polynômes à 2 indéterminées et en-

voyons U 1 sur UVP et U Z sur Vq .

Z . Z . 2 . On en déduit un morphisme algébrique r : C 2 - X. cor-

respondant à celui de qui envoie :

o est justement le c.c.r.p. défini par 0 , 1 r1p 0 . Consi-
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dérons sur a; 2 du sous-groupe ’cyclique de GL(2,(D) engendrédérons l’action du sous-groupe cyclique de engendré

par la matrice

l’image d’une fonction régulière sur Elle est laissée stable par

l’action du groupe.

Réciproquement, 1 une fonction invariante par le groupe doit être
r1 S2

somme de monômes invariants. U V se transforme en

On doit donc avoir

ou s2 
= P’ 1+ qr2 et puisque r1 E IN et 82 = pr1+qr2E IN

X cr est donc une singularité quotient. Précisément, si p est négatif et

écrivant que -p = aq +r , r~N , 1 (r=0 est impossible, 1 ceci

entrainerait que q = 1 puisque (p,q) = 1 et le simplexe correspondant

serait de multiplicité 1 donc Xo non singulier) ; on a alors

et Xc- est la singularité C 
q,r 

de Brieskorn [1 ] . Si p est positif et

écrivant que p = aq +r , 1 r E IN , 1 1 s r  q (r = 0 est impossible, 1 car

comme ci-dessus, ceci entrainerait q = 1 et Xa non singulier) ; on a

,alors .

et 1 s; q-r  q. X G est la singularité C 
q ,q -r 

et

2.2.3. On obtient donc toutes les surfaces toriques singulières
en considérant des c. c.r. p. 0 définis par $ z 0 et qa - 0

Le morphisme fini
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ci-dessus est le morphisme canonique décrivant X comme quotient de

(L 2 On a TT -l(x) = 0 ; en effet Uq et Vq sont dans Mg .0152[U,V]
(cf . [4 ] , 1 § 1.4).

2.2.4. PROPOSITION. - Tout germe de morphisme formel fini

p : (T, 2 ~~ 0) - se factorise par le morphisme canonique T . .

En effet, il s’agit de construire une flèche 0152[[U,V)] -. ()2 tel

que 
-

Q, ex
L’application qui consiste à substituer à U la série formelle f110 0 of r

B+1 kk 
r

et à V la série formelle convient puisque a , 0 . ,a.r ’
"’r+1 ’ ’ ’ ’ ’ 

2.3. Condition de relèvement à la résolution minimale d’un oerme

(a; 2@ 0) _ (X X)
Soit a le c.c.r.p. déterminant X,, . Rappelons qu’on obtient la

résolution minimale de X. de la façon suivante : -.

Soit E l’adhérence convexe de cy nN-[0,01 . Soient xi
les points de N sur le bord de E . 0 On construit les

rayons et les secteurs entre eux. 0 La résolution minimale Xc est

la variété obtenue en recollant les différentes cartes affines correspon-

dant à chaque secteur ainsi déterminé.

Soit rr le morphisme canoni-

que provenant de l’inclusion de chaque

sous-secteur dans cy . Ensemblistement
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Géométriquement, 1 on a : .

v

voir [2 ] , page 37 . Plus précisément, on à (cf . [4 ] §§ 1.5 et 1. 6) : 1

2 . 3 .1. PROPOSITION. - L’ idéal maximal de 

se 
remonte sur

 ’ 
k

Ra en l’Idéal inversible correspondant au diviseur L: Ei . Il Soit
~~ 

’ 

° 

1_

v, = (a, ,b,) et soit le groupe à 1 paramètre «;* -T défini par
i i 1 

....

unique pro longe ment . On a

où v est la valuation naturelle sur C ~r, 0 .

Démonstration : Soit Xai l’ouvert affine de Ra correspondant au

secteur (vi-i Vi) . Puisque X cr est non singulier, est

une base de N sur Z ([2] th.4). Ceci entraine que .

(Il doit être inversible dans Z et l’indexation est faite de façon à ce que

la base (v, _ 1, v, ) ait la même orientation que la base canonique).
1- l
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Le système

j 1 L 1

a donc une unique solution dans M que nous noterons p = (p~ , p~) .
Montrons que p 6 on M . ° = 1

est l’équation de la droite joignant l’extré-

mité de v. là celle de v.. Or c’est

le support de l’un des bords de 1 l’adhé-

rence convexe de on N - ~0, 0 ~ , qui est donc situé tout entier du même

côté de cette droite. On a donc

En particulier, x 1 et x 2 sont dans (?nN-(0,0~ et donc

Mais tout a de J peut s’écrire

Remarquons d’autre part que à, 1 est le secteur

et que les fonctions

système de coordonnées sur X . On a en fait
i

11 reste donc à voir que M_- se relève sur Xcr i 
en un idéal princi-

Q i

pal, celui engendré par Ceci est équivalent à voir que ord M_-1 x
coi’ncide ave c la f orme linéaire p s ur 0-.. 

,1

Rappelons que si
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et comme ces vecteurs ne sont pas portés par une faces 1

Si de plus r e oHM , et ,r , V, ’ sont des entiers . Alors

Si maintenant a e j , 1 1 il existe &#x3E; ’1-1 et x 1 des réels positifs tels que

Remarquons enfin que

2.3.2. Soit donc CD: (CD 2 0) - (X ,x) un germe de morphisme. 

a

formel satisfaisant la condition 2.1.1 et soient (f , ... ,f ) et 

i = 1.. k , les k éléments irréductibles de C 2 et les k points de

e n N-(0,0) non tous sur la même face qui le décrivent. Supposons que

i se relève à la résolution minimale X 
o 

en lil : ((D ,0) ~ (X o ,x) tel

que .

a ou x est un point singulier de n" (x) . Par exemple,

x = Ei-1 nE. , 2 sis k est l’orbite correspondant au secteur 
Alors k et puisque X. est un ouvert de Xa 1 ,x) = 

Dans ce cas

2.3.2.1. (a.~ ) 6 a = l...k et ils ne sont pas tous

situés sur une même face de ai 
’
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a ou x est un point lisse de TT -1 (x) . Par exemples x E E.. 1

Si i ~ 1 (resp. i ~ k) , 1 la partie lisse de Ei cofncide exactement avec

l’orbite correspondant à la face vi ; sinon, il faut rajouter un point celui

correspondant au secteur °

Dans le premier cas , 1 XOi a pour système de coordonnée

et l’équation de Ei est

Le germe d’application (oe", 0) étant
1

décrit par :

et on doit avoir , Pour qu’il en soit

ainsi, 1 il est nécessaire que et ceci suffit

car alors

orbite correspondant à la face 

Si x E orbite correspondant à la face alors cyi 0

~j = 1.. k et ils ne sont pas tous situés sur la même face de ~1.

2.3.3. DEFINITION. - Soit h : (0152,0) - un disque testant.

On dira que h est un disque "cfénériQue" si désignant .

h : (0152,0) -~ l’unique relèvement de h , on a :

1) x est un point non singulier de r- 1 (x) (appartient à un

seul E .) ;

3) l’image de fi est une courbe non sinqulière transverse à Ei
en x . 

(i.e. l’application h* est transverse à E. 1 en ;().
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Si h vérifie 2 .1.1 , alors écrivant que

et où ol et c~ sont des unités.

a S’il existe i tel que x soit dans l’orbite d’une face vi .
i

on doit avoir puisque

ce qui entraîne que

où V est une unité .

La condition 3) de généricité implique alors que k s inf m

puisque la tangente à l’ image de h doit être transverse à E. donc

-a i , 

- 

~

pas l’axe des U 1 U 2 1 . On a donc v(h’#’ ~N- N - k et la condition
cr

2) entrafne k = 1 . . h doit donc être décrit par :

sont des unités

et ceci est suffisant. °

à Si x est le point de El appartenant à l’orbite correspondant
au secteur 1 

= et U2(X) = U~U~(x)=0. °
Ici est défini par U 2 = 0 . ° On obtient donc :
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Puisque l’axe E1ne doit pas être tangent, on doit avoir $  a. - 0 ,

puis 1 . Réciproquement 1 , et 2 entrafne que h est gé-

rique.

Il reste un cas à examiner, c’est celui où h ne vérifie pas

2.1.1. Par exemple, 1 Im h est l’orbite de la face xi c’est-à-dire l’axe

des U 2 sur Il est donc décrit par : U = t°° . .
On peut donc considérer que ce disque est un cas limite du précédent

quand a devient de plus en plus grand.

3.1. Une condition suffisante de relèvement d’un cferme (0152 2 0) -* (V,x)

à la résolution minimale.

3.1.1. PROPOSITION. - Soit V un espace analytique complexe

v une singularité torique de dimension 2 . Soit

ç : (0152 ~ ,0) -~ (V,v) un germe de morphisme formel. On suppose que

identifiant 0xx Lt- c2 o L C[[,r]] , 1 
201320132013201320132013 V,v 0
tion 

’

se f actorise par ; 1,

es, t un disque testant générique au

sens de 2.3.3.

Soit Z l’ éclatement de 0 dans ED 2 et 0 1 le point de Zwwrrw r_

correspondant à la direction de l’ axe des T ; soit Z2 l’ éclate-

ment de 01 et 0 2 ZZ sur la transformée stricte de

l’ axe des TI...; ’ soit l’ éclatement de O’ 2 et 0 e201320132013201320132013 20132013 _1 2013201320132013201320132013201320132013 _2 2013 e-

le point de sur la transformée stricte de l’ axe des T. .
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Soit la résolution minimale de X.. Il existe x

et 5 : ~ ,,0 ,) ~ (X 0 ,x) tel que le diagramme

commute .

Démonstration : Supposons que cp vérifie 2.1.1 et écrivons avec

les notations précédentes que :

c. l unités de 0152[[S’L]]

(a.P.) E Gn N-(0,0) non tous situés sur une

même face de dim 1 de cy .

étant le morphisme

étant le morphisme envoyant sur

L’application donne lieu au système

L’hypothèse signifie qu’il existe d 1(t) , d2 (t) des unités de (D[[t]] ,

(a,ibi) E à 1 n N ou (a,l), as 2 tels que ..
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Or on a montré qu’il existe p1 et p (2 . 3 .1 ) tels = 1

et que p = (si i=l , p = (0,1) convient). 1 On a
donc

c et d, l étant des unités, fi(0,-u) E (E[[ï]] , j = l...k n’étant pas une

unité et étant un entier strictement positif puisque (p, 1 .1 P2 ) E ~
et (a, i .1 ei) 6 a et que (Pl IP2 ) ne correspond pas à l’équation d’une face

de dim 1 , ceci entraîne

- ou bien que chaque f,(O,T) 1 j = 1 ... k est d’ordre en z in-
J

férieur ou égal à e-1 ;

- ou bien que k = 1 . 

Dans le premier cas, on a

et

où W. et vj sont des unités de . On a donc

ceci montre que cpo p est représenté par l’unique point (eai,eb,) et par
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suite soo p se relève à la résolution minimale.

’ 

Dans le deuxième cas, 1 cp lui-même est représenté par le seul

point CD lui-même se relève donc à Xcr °

3.1.2. Un exemple : Considérons la singularité A 3 * Elle est re-
" . 

t M t d ’ U4 -1présentée par 
1 

cr ci-contre et X,x est engendré par x = U 4 1 U , ’f
, cr " "

z = U1 lié par la relation

~ Considérons l’application

~ est donc représenté par les 2 points (1,3~ et (1, 0) et ne se remonte

pas à la résolution minimale.

L’hypothèse de 3.1.1 est satisfaite avec e = 3 . En effet

Après un éclatement CP1 : : zi ’°1) ... est représenté par

est représenté par les 2 points (Z,3) et (1,0) et m 1 ne se relève

pas. Après éclatement de 0 1 # cp Z : z~ ,0~) - est représenté par

est représenté par l’unique point (3,3). * se remonte .
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§ 2 - SURFACES QUASI-HOMOGENES A SINGULARITE ISOLEE

Soit V une surface algébrique affine munie d’une action de C~’

n’ayant d’autre point fixe que 0 . On rappelle qu’on peut plonger V

dans de façon à ce que l’action de C~’ soit induite par une

bonne action de OE 
n+l 

décrite par 
-

où q ,...,q sont des entiers strictement positifs. En changeant au be-
o n

soin l’action de (E , on peut supposer q o ,...,q n premiers entre eux dans

leur ensemble.

On suppose que V a une singularité isolée en 0 . Soit X la

courbe projective non singulière quotient de par «~* et soit V

la normalisation de l’adhérence dans V x X du graphe de l’application

canonique V- (0) - X . V n’est d’ailleurs rien d’autre que l’éclatement

normalisé de l’idéal z 0 j* n où selon les conventions
habituelles q o ...q....q J n signifie que.,dans le produit, q. J surmonté

d’un chapeau a été omis. Alors V a au plus un nombre fini de points

singuliers toriques [3] . Soit V la résolution minimale de ces

singularités. L’action de ae* se remonte à n : v V est appe-

lé la résolution canonique équivariante de V [3] . De plus, écrivant que

n (0) = Xo U ... U Xr où xi 19 i = 0.. ,r sont les composantes irréducti-

bles de et où Xo désigne la transformée stricte de X par

l’application fi , alors Xo est une courbe projective non singu-

lière isomorphe à X . est une courbe non singulière de genre 0

et la matrice (X. ,X.) qui est définie négative est de la forme
i j
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Ceci signifie encore que le graphe construit à partir de n (0) en asso-

ciant un point à chaque Xi et en joignant 2 points par un trait si les

composantes correspondantes se coupent est une étoile.

La résolution canonique n’est pas nécessairement la résolution mi-

nimale. Il en est ainsi si et seulement le genre de X o est 0 et sa

self-intersection -b = -1 . (voir [3]).
o

On suppose que le genre de 1

2.1. DEFINITION. - Soit h : (ID, 0) (V,0) un disque testant. On

dira que h est un disque "générique " , , si désignant par

fi : (ID, 0) - (VI ,x) l’unique relèvement de h à la résolution

canonique qui coihcide alors avec la résolution minimale, on a :

1) x est un point non singulier de TT-’ (0)

2) l’image due est une courbe non singulière transverse à

rr-- (0) en x , 
,

3) M x 1 .

2.2. PROPOSITION. - Soit Qp : (0152 ,0) - (V,0) un germe due morphisme

analytique. On suppose que identifiant () A 2 à 
’ ""’ ’ ’ 

l’application

0 . - 0152[[T]] - (E[[ï]] v, 0 

qu’on en déduit est un disque testant "générique" au sens de 2.1.

Alors, 1 il existe x E ~. et : «E 2 0) -~vi lx) tel que le dia-

gramme

commute .
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Démonstration : Soit v : gi - V un représentant du germe de mor-

phisme où 0 est un ouvert de (C2 contenant 0 . Soit f : Z - Q

l’image réciproque de p : Ù - V par c.p. f est un morphisme propre.

n - v~~(0) est un ouvert analytique partout dense et le diagramme :

étant cartésien, 1 puisque la flèche de droite est un isomorphisme, il en

est de même de celle de gauche. Z - Î ~(ç~~(0)) est connexe et contenu

dans la partie non singulière de Z puisque isomorphe à un ouvert ana-

2 
lytique d’un ouvert de a;2 . . Son adhérence Z est donc un sous-espace

analytique fermé irréductible de Z de dimension pure 2 . Soit
z 

- 

zf: 2 z -L Q , f est donc une modification et un morphisme pro-
- «

pre. Soit Z - Z une résolution des singularités de Z et soit f : 

le morphisme qu’on en déduit. C’est aussi une modification et un morphis-

me propre et à la fois Z et 0 sont lisses et connexes de dimension 2 .

f est donc une suite d’éclatements de points. Quitte à restreindre Q ,

il existe fi : Zi z r tel que Z. = ~ et

f = des points qi E Zi 1 = 0 .. , r- 1 tels que qo= 0,...

qi-l et que fi soit l’éclatement de qi-l sur ° Soit

C r = f- r 1(q r-1 Cr est isomorphe à on a un diagramme commu-

t at if

B ien que 0 ne soit pas propre , 1 8 I Cr l’ est . est un fermé ana-

lytique irréductible dans p-l (0) = X . Ce n’est pas X tout entier, 1 car

d’après la formule de Hurwitz , 1 ceci impliquerait que le genre de X et

de X serait 0 . 8 (C) est donc un point x . ...
o r
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fr induisant un isomorphisme fournit

une application analytique Z r-1 -qr-1 - ~ . Nous allons voir qu’elle se

prolonge à Z 
r- 1 

, c’est-à-dire qu’une fonction analytique sur V au voi-

sinage de x se remonte sur Z r-1 -q r-1 en une fonction analytique qui

se prolonge analytiquement en q ~ . » D’après le principe d’extension de

Riemann, 1 il suffit que cette dernière soit bornée. Or f r étant propre, 1

il existe une base de voisinage de q~ ~ dont l’image réciproque est un

voisinage relativement compact de C . e se factorise donc à travers

fr-1 *

Par récurrence, 1 ceci entraine que 8 se factorise à travers f en

un morphisme cp : (2 ~ V . Soit 

- ou bien x est un point non singulier de V . Alors V-

est un isomorphisme au voisinage de x et cp fournit le relèvement de

cp à la résolution minimale souhaité (sans hypothèse sur la généricité

de cp(0,r)) ; ;

- ou bien x est un point singulier de a alors en x

une singularité torique. Le germe l$ : (a:; 2 , ,0) -~ (V,x) satisfait les hypo-

thèses de §1,3.1.1 avec e = 1 . Il existe alors kl E x. , et,

puisque VI est la résolution minimale de V , 1 un germe

: «D2 ,0) - (Vi lx1 relevant cp .

On suppose que le qenre de Xo est 0 .

2.3. PROPOSITION. - Soit cp : (a:;2, 0) - (V,0) un germe de morphisme
’ 

analytique. On suppose que identifiant 0" 
210 

à 

 : 
0152",0

plication :

qu10n en déduit est défini par : .
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Alors 1 il existe x un point de Xo n’appartenant à X. , 1 i 1
- 2 -,..,(CD 2 o) - (V 1 ,x) relevant cP , 1 - si -b o 1 a self-intersec-

tion de Xo est différente de -1 .

Démonstration : Pour chaque série 1 construisons le po-

lygone de Newton et soit d, 
i 

l’opposé

de l’inverse de la pente du 1er côté.

Soit d = inf di , 1 d est ou - ou

i=O...n ,
un nombre rationnel strictement positif.

Dans le premier cas , 1 on peut écrire :

Soit P se relève à ~{ ~ , z ~ en l’idéal

principal -c 
qo...qn 

et CD se factorise par V l’éclatement de P en

É tel que x soit non singulier.

Dans le deuxième cas , soit d = m la forme irréductible de d .

On peut é cr ire : 
°

L 1 +R, 1
où L i est quasi-homogène de degré qim si on donne à § le poids n

et à T le poids m et R, 
i 

est somme de monômes de poids strictement

plus grands . V étant stable par l’action de OE* est défini par un idéal

homogène I . Soit f un élément homogène de poids q de I . On a :

Ceci entraîne que

somme de monômes en (~ , T~ de poids &#x3E; dm

On doit donc avoir f (L , . , . , L ) - 0 et on détermine une application algé-
o n
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brique 2 .~ V définie par

ce qui peut encore s’écrire :

où a.. sont des entiers positifs ou nuls , des nombres complexes
1) J

0 et où

et a , , 1 ... 1 a. non tous nuls pour chaque j = 2 ... k .
oj nj

Soit encore f un élément quelconque de poids q de 1 . On a

La fraction rationnelle en (ï~) . (1) 1 écrite dans la parenthèse est

donc elle-même nulle.

Considérons l’application qui envoie 1"1
sur Tn et t 1 C’est une injection. Elle s’étend au corps

des fractions en une application également injective. Or la fraction ra-

tionnelle (1) est l’image de (2)

(2) est donc aussi identiquement nulle, ainsi que la fraction obtenue

après multiplication par -rq 1 . Or, ce n’est autre , 1 puisque q 1
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que

Ceci détermine donc une autre application algébrique $ : : (1;2 - V définie

par

où ,’,,(É ,I) sont des polynômes homogènes de degré q. i 
si on donne à

dl i

S et T le degré 1 . ,

2.3.1. LEMME. - Soit f :Z-(D 2 l’éclatement de centre 0 ,

Démonstration : Z étant normal, il suffit de montrer que $of

se factorise à travers l’éclatement, ou encore que
¿a.

p = (... zq0...qi ’ ,...) se remonte sur Z en un Idéal inversible.
J

Or Z est recouvert par 2 cartes Z 1 et Z2 * Soit (’,T") 

un système de coordonnées sur Z 1 tel que 5 o f 1 z i =  r ,

Sur Z 1 le diviseur exceptionnel C a pour équation T" = 0 . En un

point c de C de coordonnées T’ = 0 , 1 t’ différent de tous les

Au point ci de coordonnées
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Sur 22 ~f le diviseur exceptionnel C a pour équation ~" = 0 . Au

point c = (0,0) qui est le seul qui reste à examiner

2.3.2. LEMME. - Le fermé alqébrique irréductible de X=p~(0)
image du diviseur exceptionnel C de f n’est pas X tout entier.

Démonstration : Supposons X et soit CPl : : C - X

le morphisme algébrique surjectif nécessairement fini et plat qu’on en dé-

duit. Soit n le degré de . Soient les points de C

où cp est ramifié et soit e l’indice de ramification de cp, en ~i.

Puisque C et X sont des courbes projectives non singulières de genre 0,

la formule de Hurwitz entraîne que .

ou

Soit T un point quelconque de C ; si est un point non

singulier de V , V coi°ncide avec la résolution minimale de V au

voisinage de ce point ; si est un point singulier de y a

une singularité torique. Soit x le point du cycle exceptionnel de V1
appartenant à Xo la transformée stricte de X au-dessus de et

considérons le diagramme : ,
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où les flèches horizontales sont des immersions.

Ensemblistement, 1 C s’envoie sur X qui se relève en X .
Soient Xl lx 2 ’f ... ° les composantes de TT-l (0) qui s’envoient sur 

par le morphisme canonique V 1 --. V .
On peut supposer ces composantes indi-

ciels de façon que k E x 0nxi * X est" 

o 1 o

alors une courbe lisse transverse à X1
en x . La flèche (1) est un disque tes-

tant "générique" au sens de § 1, 2 . 3 . 3 , 1

puisque ,*&#x3E; - (X ~cp,(y)) est un isomorphisme. La flèche

(C,y) - (V’C()l(~)) satisfait les hypothèses de §1,3.1.1 où
e = indice de ramification de cp en § . On en déduit que si e = 1

(z,) - (.cp.(y)) admet un relèvement à (.x) si y = y par exem-(Z ’Ô) (9’Wi()) admet Un relèvement à (V l’x) . ° Si = 

1 par exem-

ple, 1 désignons par Z l’éclatement de  1 1 par C11 le nouveau di-

viseur exceptionnel obtenu et notons C (par abus de notation) la trans-

formée stricte de C ° Soit ll le point de C sur C . ° Soient Z 12
l’éclatement de Y-,.. ’ c 12 le nouveau diviseur exceptionnel obtenu et

notons encore C et Cii les transformées strictes de C et CIl. *

etc...

D’après 3 .1.1, se relève à VI. *
D’ autre part , 1 le morphis me C - X obtenu après transformée stricte étant
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isomorphe à , ses seuls points de ramification sont les transformées

strictes de y 2 ’ ... , sr k . Finalement, on construit f : Z1- Z obtenu

par suite finie d’éclatements de points tel que, 1 désignant par C1 la

transformée stricte de C

et tel qu’au voisinage de tout point y. de C , 0 (Zl’~) -&#x3E; 
se relève à VI. * - Ci étant compact, 1 il existe U1 un voisinage de

C et 9 : U1 - VI tel que n o 8 - (un éclatement fait

diminuer la self intersection de -1) .

Toujours à cause de la compacité de Cl et bien que 6 ne soit

pas propre, 1 nous pouvons appliquer la formule de projection :

Nous allons montrer que 1 où n, sont des entiers nono 1 i i

négatifs.

Soit h : (~, 0) ~ (V,0) le disque testant défini par

Soit H son relèvement à V et soit x = fi(0) . x est un point de X
- 0

où V est non singulier. Soit g : : (a:;,0) ... 0 ) le disque testant dé-

fini par

On = h . Soit g le relèvement de g à Z et soit ? =g(0) .
On a et donc 1(~) =x . x étant non singulier sur ’U , 1

~ n’est pas un des points de C qu’on a dû faire éclater. 91 le re-

lèvement de g à Z est donc tel que ~ 1 = g (0) E C1 et il existe

un système de coordonnées (S’ 1 T’) sur 21 au voisinage de  1 tel

que T’ = 0 soit l’équation de C 1 et que

D’autre part, 1 soient hl le relèvement de h à lu 
1 

et X~1=1 hl (0) .
Il existe un système de coordonnées (u,v) sur V au voisinage de
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x1 tel que v = 0 soit l’équation de Xo et que

On a aussi et écrivant que

on doit avoir compte tenu de (*) et (**)

Or localement, l’image de C 1 est tout Xo . Celle-ci est décrite para-

métriquement par u = ~~R.(~’.O) , v = s’81 (S’ ,0) ; v=0 étant l’é-

quation de Xo on doit avoir R1 (S’ , 0) -f 0 et 81 (S’ , 0) = 0 . Il existe

donc S 2(~’,T’) ~ «i §’ , l’ i tel que Si = et

8(S’ ,-r’) = T’(1+§’S~(§’,T’)) . ° Ceci montre qu’au voisinage de y. l’ima-

ge réciproque du diviseur Xo est C 1 et que = C1 + r; ni:’ i . On
en déduit que

et que

puisque (Ci ,ri) &#x3E; 0 . Comme (Ci tc -2n+1 , -2n+1 et
1 1 1 0 0

(X X ) k -2 + 1 . Comme (X ,X ) = -b est un entier négatif , cette
0 0 n o 0 0

inégalité entrafne que -b 0 = -1 contrairement à l’ hypothèse . L’ image de

C par ~1 e st donc un point . 
,

2.3.3 . LEMME. - Si cp à C - X n’est pas surjectif, ou bien

~, (~ , -~) = 
1 1 = 0 ... n ou bien il ~~ ~ 0 tel

i i

Démonstration : Soit q . - OE l’ ’ ec 1 a te m ent de i’idéai
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: Z - - ; le morphisme obtenu en

composant le morphisme canonique V - X avec 1 ’ Puisque Q est

engendré par une suite régulière, 1 q-l (0) "’"’]pn et cp : C - IP 1 --. ]pn

induit par cp est décrit par :

et puisque l’image de C par cp 1 est un point , 1 il en est de même de

celle par CP2 . . Ceci entrafne que q.a.. = ’f k = 0...n , 1 i = 4...n , 1
2 1J 1 J

j &#x3E; 1 . (On remarque que ceci est d’ailleurs la condition pour que Q se

remonte sur a:; 2 en un idéal inversible.) Il existe donc p, J E R tel que

a = p,q, et q , ,...,q étant le système des poids de z , .. , ,z ,

1J J Ion o 
q. 

n

on a en fait p, E IN . . Ou bien p, - 0 , j &#x3E; 1 et 1,, -r) = ou
J J i i ’

bien, puisque q, - L " , - q.-q.(p,) doit être un entier positif ou
i 

j&#x3E;1 
1J i 

nul, il y a un seul &#x3E;, i non nul et a, , 
= 

qi . de sorte que
j 1J 1

Revenons maintenant à la considération de cp . Puisque

on doit avoir a.. = 0 , 1 1 = 0...n et n = 1 , ce qui entraihe que :

puisqu’on a supposé d m = m pU1SqU on a suppose = 

n 
= m  co .

Effectuons le changement de variable Ti 
= 1: - À 1 Sm , SI = f .

Les hypothèses de 2 . 3 ne sont pas affectées avec ces nouvelles variables .

La construction des polygones de Newton des z 1 (z 1 +k 1 É,É) 1 SI) nous f our-

nit d1 ou - ou rationnel strictement plus grand que d . Dans le 1er

cas , 1 on obtient immédiatement le relèvement 1 dans le 2e cas , 1 un
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-m2
nouveau changement de variables T2 = Tl - À2S1 2 , ’ S2 = Ir 

etc ... Si aucun des d fournit par les polygones de Newton n’ est infini, 1

on construit de proche un changement de variable formel

lUi wi
tel que z.(-r î) = 00 )T’i m où V i (0, 0) = 1 . Il reste

loo 1 00 co 1 1 co oo co 1

à voir que ce changement de variable est en fait analytique. Soit (X.,0)
2 

1

le germe de courbe analytique de (OE; 1 2 , 0) défini par l’équation 1

ex, , 0) le germe de courbe algébroide de (CD 2 ,0) défini par la même
1 

A

équation vu comme série formelle. Nous venons de montrer que (X 1 rea ,
est un germe de courbe algèbre i’de non singulier indépendant de i .

(X, , 0) 
d 

est donc un germe de courbe analytique non singulier indépen-

dant de i . L’équation T mi définissant (X.,0) d 
dans r 2

définit donc aussi (X 
1 

0) 
red E 

i 
1 rend 

dans (C , 0

définit donc aussi -E 6 0152(.ï) . °

2.4. Remarque : On a montré en fait que z i(0,T) = 1 a 0 ,

il existe T + EX i 
mi 

E «;[§,T] tel que Z i(T +zk i§ = il existe r 6 3 tel que z(T+SB ) = 
où V 1(0, 0) = 1 , Vi E pourvu que .-1 , ce qui signi-

fie exactement que cp : «C 2~ 0) - (V,0) se relève à la résolution canoni-

que.

ex, l : Soit V défini par x 3 +y 3 + Z 4 = 0 . La résolution mini-
male de V est obtenu en éclatant une fois l’origine. Le cycle exception-

nel est composé de 3 ]pl se coupant transversalement 2 à 2 en un

même point. La résolution canonique de V est obtenu en éclatant ce

point. L’application cp : E 2 - V défini

se relève à la résolution minimale (puisque z(§,r) engendre l’idéal

x(5 , z) , Y(~,T) , et non à la résolution canonique.
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Soit f ; Z - (E 2 l’éclatement de 0 . Il existe : : Z - V I tel que° 

- 1

Soit f. la transformée stricte de

(en tant que cycle). Ici

ex. 2 : Soit V défini par xZ +y  +z3 = 0 la singularité A 2 *
La résolution minimale est obtenue en éclatant une fois l’origine. Le cy-

cle exceptionnel est composé de 2 P se coupant transversalement en

un point. La résolution canonique de V est obtenu en éclatant ce point.

L’application cp: «,’ 2 _V défini par

ne se relève ni à la résolution minimale, 1 ni à la résolution canonique.

2 11Soit f : 2 -&#x3E; CD 2 l’éclatement de 0 et cp : C =f (0) -&#x3E; X = p (0)
l’application qu’on déduit. Son degré n est 3 . Il y a 2 pts de rami-

fication y1et y2 d’indice de ramification 2 chacun. Soit Z 1 l’espace
obtenu en faisant éclater y1 et ° c1 la transformée stricte de C,

cil et C12 les 2 nouveaux diviseurs exceptionnels. Il existe un voisinage

de C 1 dans Z 11 1 U et 9 : U 1 -&#x3E; VI tel que no 6 = ° ° f ° f i ’ U 1 .
° C s’envoie sur Xi 0 Cl2 s’envoie sur Xz
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ex.3 ~ 1 Soit V défini par = 0 , 1 x est de poids 15 1

y de poids 10 , 1 z de poids L’application t’D: : défini

ne se relève pas à la résolution minimale qui coïncide avec la résolution

canonique.
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