M. LEJEUNE-JALABERT

Arcs analytiques et résolution minimale des singularités
des surfaces quasi homogenes

Séminaire sur les singularités des surfaces (Polytechnique) (1976-1977), exp. n° 18,
p- 1-33

<http://www.numdam.org/item?id=SSS_1976-1977 A20_0>

© Séminaire sur les singularités des surfaces
(Ecole Polytechnique), 1976-1977, tous droits réservés.

L’acces aux archives du séminaire sur les singularités des surfaces implique 1’accord avec
les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation
commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute
copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SSS_1976-1977____A20_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

CENTRE DE MATHEMATIQUES

PLATEAU DE PALAISEAU - 91128 PALAISEAU CEDEX
Téléphone : 941.82.00 - Poste Ne
Télex : ECOLEX 691596 F

SEMINATIRE S UR LES SINGULARTITES

D ES SURFACES

ARCS ANALYTIQUES ET RESOLUTION MINIMALE

M. LEJEUNE-JALABERT

21 Juin 1977






ARCS ANALYTIQUES ET RESOLUTION MINIMALE DES
SINGULARITES DES SURFACES QUASI HOMOGENES

par Monique LEJEUNE-JALABERT

INTRODUCTION

S

Ce travail consacré & l'étude des arcs tracés sur un germe de sur-
face normale quasi homogéne a été motivé par une question posée par
J. Nash dans un préprint non publié : "Arc structure of singularites". Soit
(V,v) un germe d'espace analytique réduit que nous supposerons pour sim-
plifier & singularité isolée en v . Rappelons qu'on désigne par arc sur (V,v)
ou disque testant en v un germe de morphisme analytique non constant
h:(D,0) - (V,v) ot D = {te C,|t| <1} et que, dans la littérature,
les arcs apparaissent dans les critéres valuatifs (de propreté, de platitude,
de dépendance intégrale sur un idéal), dans les définitions d'exposant
idéaliste de contact, de contact maximal, dans des énoncés du type
“curve selection lemma". Esquissons trés briévement la construction faite
par Nash. ¥ , l'ensemble des arcs sur (V,v) ne pouvant étre muni
d'une structure d'espace analytique, pour tout entier ab, (xl,. .o ,xn)
étant un systéme de coordonnées sur un germe d'espace analytique lisse
dans lequel on peut plonger (V,v) , il considére dans c™® le construc-
tible formé des ci]. ,i=1...n, j=1...a tel qu'il existe un arc he¢¥H
tel que :

+1
X; e h(t)

T oyt mod
j=1...a
et il désigne par ¥, son adhérence de Zariski dans mna . Il montre
que le nombre de composantes irréductibles de ua est une fonction
croissante de a et est majoré par le nombre de composantes irréduc-
tibles de n'l(v) pour tout m : V¥ - V qui soit une résolution des
singularités de V . Précisément, si El""’Bs désignent les compo-
santes irréductibles de n'l(v) , uak . l'adhérence de Zariski des tron-
cations a l'ordre a+l des images par T des arcs h¥* : (D,0) - (V*,v¥)

ou V¥ € Ek , est un fermé irréductible de M, et oy, = U

H. .
a k=1...s ak



Le probléme posé par Nash est alors de savoir si, lorsque (V,v) est un
germe de surface normale, pour a assez grand, la décomposition ainsi

obtenue a partir de la résolution minimale p : V-V estla décomposition

de M, en composantes irréductibles.

S'il n'en était pas ainsi, par exemple ﬁal serait inclus stricte-

ment dans ﬁaz . Ceci signifierait que si hla est un élément "général"
de ﬁal (autrement dit la a-troncation d'un arc hy sur (V,v) dont l'u-
nique relévement 61 a V est tel que v = hl(O) soit un point "général"

de E1 et que h soit transverse & E1 en ce point -un arc sur (V,v)

1
avant ces deux propriétés relativement & une composante de p"l(v) sera

dit "générique"-) il existe un disque g : (ID,0) - (Jiaz,h ) ou

la

D = {$€C, |£| <1} tel que g(0)=h1a et si £#0 ,g(é)eua -¥

ou plus précisément encore est la a-troncation d'un arc gg sur (z\l,vé)‘1
dont le relévement a V passe par un point "général" de ]El2 . Si on
pouvait construire un tel g_. de fagon & ce que g(€,t) = g.(t) définis-
se un germe de morphisme ;nalytique P ((132,0) - (V,v) , de ne pourrait

se relever 3 la résolution minimale.

Je me suis donc posée la question plus simple suivante : soit h
un arc "générique" sur (V,v) au sens ci-dessus et
o(3,t) : ((DZ,O) - (V,v) un germe de morphisme analytique tel que
2(0,t) = hit) ; ©® se reléve-t-il & la résolution minimale V . Je donne
une réponse affirmative a cette question dans le cas 1) ol V aen Vv
une singularité torique normale (§1, prop.3.1.1), 2) ot V admet une
" bonne action de € - 21) si le genre de la courbe projective quotient
de V par cette action est supérieure ou égal a 1 (§2, prop.2.2)
- 22) s'il est 0 et si la résolution canonique de Orlik-Wagreich coincide
avec la résolution minimale lorsque h est un disque "générique" se re-
levant en un disque h pour lequel H(O) est un point "général" de la
composante représentée dans le graphe associé a cette résolution qui est
alors une étoile par le centre de 1'étoile (§2, Prop.2.3). Ce dernier
cas est techniquement le plus délicat. Dans tous les énoncés, le sens

des mots générique et général est convenablement précisé.
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§1 - SINGULARITE TORIQUE NORMALE DE DIMENSION 2

1.1, DEFINITION. - Soit T le groupe algébrigue C¥*1 ., Un plongement
torigue affine X est une variété algébrique affine normale conte-

nant T comme ouvert de Zariski partout dense et munie d'une

action de T
TxX - X

prolongeant l'action T x T - T

1.2, DEFINITION. - Soit V un espace analvtigue complexe et v
un point de V . On dit que V a en v une singularité torique,

s'il existe un plongement torique affine X , un point x de X

et un isomorphisme de €-algébres locales :

Ox,x — GV,V :

Rappelons les propriétés suivantes dont on trouvera le détail des

démonstrations dans [2] .

1.3. Soit N = Hom (C*,T) et M = Hom

groupe algébrique groupe algé-

. (T,C*) . N et M sont des Z-modules libres de rang n et il
brique

existe une dualité naturelle MxN - Z = Hom , (c*,c*)
groupe algébrique

défini par (r,a) — roa .

Soit U;,...,U_ (resp. 1) un systdme de coordonnées sur T

n
(resp. C©*) . On identifie N a 2Z" en associant a (@ys...0a )€ z"

le morphisme de €% - T correspondant au C-morphisme :

- -1 -1 _ ._—1
D(T,0p) = LU, UTL, ..., U, U] - D(E*,0,) = Clr, 7 ]

U, — 1,
1

On identifie M a Z" en associant & (rl,...,rn) € Zz" le mor-

phisme de T dans G’J* correspondant au C-morphisme



-1 -1
3 - -1 . ~
T(C ,%*) Clt,t7] D(T,0p) =~ ClU,. U, oo UL UL ]
rj I'n
_C - Ulvchn .

La dualité naturelle s'identifie alors & :

<r,a> — Zr-a

i%
Soit © C NR = N ®Z R = R" un cone convexe rationnel polhyédral
(c.c.r.p.) i.e. un sous-ensemble de R"  défini par la positivité d'un

~

nombre fini de formes linéaires & coefficients rationnels. (Si n =2 , tout

<
c.c.r.p. est un secteur angulaire convexe )

Soit 5 c MR = M ®Z R=~RY le c.c.r.p. dual de o, i.e. {r€Rn :

{r,a> z 0 , vaco}

L4

Soit S = 5{\. M , c'est un semi-groupe de z" . Soit C€[S] l'algébre
-1 -1 _
1 'Un'Un ] engen

r r v
drée par Ull...Un N 50 re onM). Soit X, = Spec C[S] . La cor-

respondance o - Xo est une bijection entre l'ensemble des c.c.r.p.

de ce semi-groupe (la sous-algébre de (IJ[Ul,U

de NR ne contenant aucun sous-espace linéaire et les plongements to-

riques affines.

1.4. Si n=2 , il vy a 4 orbites sur un plongement torique affine Xo '
une de dimension 2 ouverte isomorphe & T , 2 de dimension 1 et 1
de dimension 0 qui est 1l'unique orbite fermée. Soit x ce point. C'est

l'unique point singulier possible de X . De plus l'idéal des fonctions

r
réguliéres sur Xo qui s'annulent en x est engendré par les U 1UZ2

ot r€ gNM , r# 0 [2] (th.2,ch.I).

1.5. On dit que f ¢ I‘(XO,GX ) est équivariante si f(t x x) = £(t) xf(x)

Dans 1'identification de =(Xj,0

< ) & ¢€[on M] , celles-ci s'identifient
g

r . v
aux monémes U oU r€ gnM
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2.1, Soit V un espace analytique complexe ayant en v une singula-
rité torique de dimension 2 . On suppose V singulier en v . Soit

ot ((En,O) - (V,v) un germe de morphisme formel. Soient X; un plon-
gement torique affine, x son unique point singulier tels que G\},V et
Gl s'identifient. On désignera encore par ¢ le germe de morphisme

XO'X
formel (C",0) - (X5,x) qu'on en déduit.

2.1.1. On suppose qu'il existe un disque testant formel
h : (D,0) - ((Dn,O) (o D désigne le disque unité du plan complexe)
tel que @oh ne se factorise pas a travers l'immersion fermée de 1'adhé-

rence d'aucune des 2 orbites de dimension 1 dans (Xo,x) .

La donnée de ¢ est équivalente a la donnée d'un Gﬁ-morphisme
— GA =3 G
q:n,0 n

ou on est l'anneau des séries formelles & n variables & coefficients

Ox ,x
g

dans € . On en déduit avec les notations ci-dessus un C-morphisme

r ’ e 8 — O - - .
(XG GXO) clonM] Xo,x OX X On

Soit re€ oNM et U’ le mon6me correspondant. Il ne s'envoie pas sur 0
dans 0, . En effet, U' appartiendrait & 1'idéal définissant (©,x) , 1'i-

mage de (ID,0) par h . Comme U' est une fonction équivariante et

r

que T est une orbite dense sur X(J , on en déduirait que U =0 ce

qui est absurde (ceci ne signifie pas que a:[EmM] - 0, soit injective).
Comme sNM engendre M en tant que Z-module, on peut écrire
gl .
Ui=;§i ol ri,sieonM,i=1,2

et on peut donc associer & chaque Ui , i=1,2 une fonction méromorphe

formelle. Gn étant un anneau factoriel, on peut écrire :

U1 = clf1 ...fk

B1 By
U2 = czf1 ...fk



ol cy et <, sont des unités de Gn . fl""'fk des séries formelles

irréductibles dans 1'idéal maximal de o, et ou (ai,Bi) c z? - {0,0} ,

i=1...k . De plus, pour tout r = (rl,rz) € 57 M , l'limage de

ry 12
Ut = U] U2 dans le corps des fractions de On , autrement dit
rp rp K riotrpg , .
¢, S D £ doit etre en fait dans O . Ceci entrame que

(ai,S.) € 3, 1i=1...k et que de plus, ces k points n'appartiennent

pas & la méme face de ¢

Réciproquement, pour définir un o : (CCn,O) - (Xo,x) satisfaisant
2.1.1, il suffit de se donner k =1 points de on N-{0,0} pas tous
situés sur la méme face de dimension 1 de o , k éléments irréductibles

de On et deux unités Cy/Cy - En effet, on reconstruit immédiatement a

-~

partir de ces données un C-morphisme OX < c
O-I
r I'Z_L rlai-%-rzsi
c .
1 72 i=1 i
tions de Xo s'annulant en x étant engendré par u' ol r¢€ Er\M-{0,0}

n*

Si (rl,rz) € 5nM , ¢ €0, - L'idéal des fonc-

une fonction qui ne s'y annule pas est envoyé sur une unité de On tan-

dis qu'une qui s'y annule est envoyé& sur un élément de l'idéal maximal de

Gn . De plus, on peut choisir un systéme de coordonnées tl,...,tn sur’
e.
C" tel que fi(tl,O,...,O) = tl1 , e, €N, e;z1.0na alors
U _ Zaiei
1 7Y
U =
2 1

Comme (ai,ﬁi) €0 et que onN N est un semi-groupe de N ,

> n

(’-*aiei'ZBiei) €o; h: (D,0) - (C,0) défini par tph =t , teh = 0,
i>2 satisfait 2.1.1.

2.2, Germe de morphismes finis ((132,0) - (Xo,x) .

D'aprés le théoréme de préparation de Weierstrass, la condition de

finitude de OZ sur G;( x ©st équivalente a :
Lj'

rgq: OZ/MXO X < o



Ceci se traduit par

K ria,+r,B;
17 2”1
r O LR ] f- 1 0 % o v
9¢ 2/( D i )reoﬂM <
r£0
GZ étant factoriel, pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que pour
tout i , il existe r, = (ril'riz) tel que
<+ =
Fjy8y ¥rpf = 0

ce qui signifie que (ai,Bi) appartient & une face de ¢ . A un change-

ment de coordonnées prés sur le tore T , on peut supposer que o est

\ s le c.c.r.p. défini par B =0 ,
' 1 qo -pB 20 ot g€EIN , peZ , p#0
e e et (p,q) = 1 . Puisque les k points
p s

7 e ’ (qi,ai) n'appartiennent pas a la méme

~
// .
~19 7 ,q face de o , on peut également en ré-

| - g
l T 7 / indexant au besoin les f; supposer que :

p a B, =0, 1=1..,r
- = i = + oo o g .
o pBi 0, i r1, k

On détermine donc )\ielN , i=r+l,...,k tels que o, = xip ‘ Bi= ).iq

et on a
a a A A
1 r r+1 kP
2.2.10 Ul - cl(f]. ooofr )(fr+1 "’fk )
’\r+1 )‘k a

]

Uz cz (fr+1 o e -fk ) .

Soit C€[U,V] l'anneau de polynémes & 2 indéterminées sur C et en-

voyons U1 sur UVp et U2 sur Vq .

2
2.2.2. On en déduit un morphisme algébrique n : C = X0 cor-

respondant & celui de C€[dnM] - C€[U,V] qui envoie :

r, r.ptrq
Ule'—-Ulvl 2

o est justement le c.c.r.p. défini par ry = 0, r,p +r2q 2 0 . Consi-



dérons sur CDZ l'action du sous-groupe cyclique de GL(2,C) engendré

e-Ziﬂp/q 0 r, ryP+r,q 5
par la matrice ( 2in/q . Soit U 'V , r€ocnNM,
0 e

1'image d'une fonction réguliére sur X0 . Elle est laissée stable par

1'action du groupe.

Réciproquement, une fonction invariante par le groupe doit é&tre

r{ s
somme de mondmes invariants. U "V se transforme en
S
-Zin3r1+21n32- ry Sy -pr, S,
e 4 Uu v . On doit donc avoir + ? =T, rzez

ou s, = pry +qr2 et (rl,rz) € 0 puisque ry EIN et s, = pr1+qrze N
Xo est donc une singularité quotient. Précisément, si p est négatif et
écrivant que -p = ag+r , réIN , 1<r<q (r=0 est impossible, ceci
entrainerait que g =1 puisque (p,q) = 1 et le simplexe correspondant

serait de multiplicité 1 donc X, non singulier); on a alors

iR i L

e2mq 0 equ 0
2im| = 2inm

0 ecI 0 eq

et X, est la singularité Cq r de Brieskorn [1]. Si p est positif et
?

écrivant que p = aq+r , ré N , 1sr<q (r=0 est impossible, car

comme ci-dessus, ceci entrainerait g=1 et Xc non singulier) ; on a

alors
-2ink —2inf- 211'r'1q:-r
e q 0 e a 0 e 0
n| = un| = 2im
0 e a 0 e d 0 e d
et 1< g- . t i i o
a-r < gq X0 est la singularité cq,q—r

2.2.3. On obtient donc toutes les surfaces toriqués singuliéres
en considérant des c.c.r.p. ¢ définis par B=0 et qu-pB =2 0
avec gq=21, p=21 (p,g)=1 et
. . l<p<qg . Xo est alo;s Cq'q_p
N Le morphisme fini nm : €% - X0 décrit




-9 -

ci-dessus est le morphisme canonique décrivant Xc comme quotient de

(]32 . On a n'l(x) = 0 ; en effet U? et v? sont dans MX .C[U,V]
orX

(cf. [41, § 1.4).

2.2.4. PROPOSITION. - Tout germe de morphisme formel fini

® ((BZ,O) - (Xc,x) se factorise par le morphisme canonique T .

En effet, il s'agit de construire une fléche C[[U,V]] - ¢, tel

2
que .
®xy,x T ©2
‘ e
cl[u,vl]
0“1 Ay
L'application qui consiste & substituer & U la série formelle f1 .. .fr
A A
. . r+1 k , .
et a V la série formelle fr+1 .. .fk convient puisque al,...,ar '
;\r+1/...,)\k€n\].
2.3. Condition de relévement & la résolution minimale d'un germe

(©%0) - x,,% .

Soit ¢ le c.c.r.p. déterminant X, . Rappelons qu'on obtient la

résolution minimale de X, de la fagon suivante :
Soit ¥ 1'adhérence convexe de on N-{0,0} . Soient Xy
Vl""’vk ¢ Xy les points de N sur le bord de 2 . On construit les

~

rayons O_\'/i et les secteurs entre eux. La résolution minimale Xo est
la variété obtenue en recollant les différentes cartes affines correspon-
dant & chaque secteur ainsi déterminé.

o Co Soit 1 :X‘J - Xo le morphisme canoni-

e . / .- L. . que provenant de l'inclusion de chaque

77 " sous-secteur dans O . Ensemblistement

E /_ . n'l(x) =EjU... UEk ol chaque E. est

X, P2 ' i
— % / o ™ un ]P1 et ou (Ei'Ej) =0 si j#i+1,i-1

/] A (EEyy) = 1

ey T

e .
1



- 10 -

Géométriquement, on a :

f)rbite secteur (vl,vz)

E, orbite face

/

+— orbite sectgur (XI'V1) = unique
orbite fermée\ de X

orbite face 01/

o1

voir [2], page 37. Plus précisément, on a (cf. [4] §§ 1.5 et 1.6) :

2.3.1., PROPOSITION. - L'idéal maximal de Oy x Se remonte sur
0,
k

X, en 1'Idéal inversible correspondant au diviseur 2 E; . Soit

' i=1
v, = (ai'bi) et _soit le groupe & 1 paramétre C€* - T défini par

o °1 | i ( X %)

U1 =t P U2 =1 . Soit )\Vi : (D-*Xc resp. )\Vi : C - s son
unique prolongement , On a o Xvi = )\Vi P Xy = xvi(O) € EiyEi-l-Ei

X = xv.(O) et de plus
i

*

\)()‘Vi. MXO_ ;X) =1

ol vy est la valuation naturelle sur O(D 0"
’

Démonstration : Soit ioi l'ouvert affine de XG correspondant au

secteur (v;_;,v;) , i=1 . Puisque io est non singulier, (Vi—l'vi) est
une base de N sur Z ([2]th.4). Ceci entratne que

a a

i-1 i

bi-1 By

(I1 doit étre inversible dans Z et 1'indexation est faite de fagon & ce que

la base (Vi-l'vi) ait la méme orientation que la base canonique).
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Le systéme

+ =
rlai__1 rzbi_1 1

r.a, +r.b, =1
i i

1 2

a donc une unique solution dans M que nous noterons p = (pl'pz)

Montrons que p € onNM . pla + pZB =1
est l'équation de la droite joignant l'extré-
mité de Vi-l a celle de v, Or c'est

le support de l'un des bords de 2. 1'adhé-
rence convexe de o N N-{0,0} , qui est donc situé tout entier du méme

coté de cette droite. On a donc

pjo v Py - 120, v(a,B) € ocNN-{0,0} .
En particulier, x, et X, sont dans o N N-{0,0} et donc

<plxi>"120:i=1€t2

Mais tout a de o peut s'écrire a = )‘lxl +)\2x2 ol )‘i €ER , ')'i =0
et (f,a) = >‘1<p’x1> + kz(p,x2> 2 At 2 0 et pe onM . Puisque

p 3 + -
o#0 , U ¢ MXOIX et puisque plai pzbi 1,

N #*
U*'oxvi =t , et V()‘V.Mx x) =1.
l ’
(0]

Remarquons d'autre part que 51 est le secteur (b,,-a;) ,
(-b ) et les fonctions UbiU-ai Unbi'ani'1 sont un
-b,_,.a,_;) et que les fon R P 2
systéme de coordonnées sur ic . On a en fait
i
= - = e= + .
Py =bi=bi Py 3" %4

~

Il reste donc & voir que MX se reléve sur Xc en un idéal princi-
o' i
pal, celui engendré par UPf . Ceci est équivalent a voir que ord MX %
o
coincide avec la forme linéaire p sur oi .
Rappelons que si a€ o, . ord My ,x(a) = min {r,a) . On a
c reonNM
r#0



- 12 -

V., V, 1 € o et comme ces vecteurs ne sont pas portés par une face,
i i-

vy >0 et (r,vi_1)>0 si reo ,r#0

Si de plus r ¢ snM , ‘r,v, ;) et \'r,vi\ sont des entiers. Alors

i-1°
’ = \
\r,vi_1> =21 AN
\’r,vi> > 1= (p,vi>
Si maintenant a ¢ o, il existe >‘i-1 et xi des réels positifs tels que
= v + 3 v,
a ~i-1 i-1 ii

et si reonM ,r#0
= N <+ / \
(roa)y = (Fevy > Falev =y vy 2+ 0 (v

<I',a> = <Q1a> .

b, -a, -b,
i 1 = 3 =
Remarquons enfin que U1 U2 o A 1 et Ul. U:2 ° \‘v. t

2.3.2. Soit donc o : (CBZ,O) - (XO"X) un germe de morphisme
formel satisfaisant la condition 2.1.1 et soient (fl,...,fk) et (ai,Bi)
i=1...k , les k éléments irréductibles de (}2 et les k points de

$ N N-{0,0} non tous sur la méme face qui le décrivent. Supposons que

-

> se reléve & la résolution minimale 5{0 en o : ((IJZ,O) - ()EO,;c) tel

~

que Moy =

mou x est un point singulier de n"l(x) . Par exemple,

X =E _|NE , 2sisk est l'orbite correspondant au secteur (v,_yovy) -
X

Alors € Xoi et puisque Xo. est un ouvert de }’Zo , ()~(ci X = (lei) .

i
Dans ce cas

2.3.2.1. (ae,Bz) €0, . g = 1...k et ils ne sont pas tous

situés sur une méme face de o;
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~ . . -1 ~
m ou X est un point lisse de n (x) . Par exemple, x € Ei .

Si i# 1 (resp. i # k) , la partie lisse de E, coincide exactement avec

l'orbite correspondant a la face v sinon, il faut rajouter un point celui

correspondant au secteur (Xl’vl) (resp.(vk,xz)) .

b, -a
Dans le premier cas, Xci a pour systéme de coordonnée Ulle
bi1 . 31 by 3
U1 U2 et l'équation de Ei est U1 Uz =0 .
. 2 -
E Le germe d'application (€,0) - (X5 ,¥) étant
io décrit par :
X i b, -a bi -a, k biaj_aiBj
U,"u, " =c e, D fj
E, - _ - + e
i-1 U bi-1Uai-1 _ o Pim1 Biml k ; bi-1%5%3 15
1 2 1 2 Jl:[ j

b, -a, b; -a,
et on doit avoir U, U, (®(0)) = UllUZ Y%) # 0 . Pour qu'il en soit

ainsi, il est nécessaire que bia

1 72

j_aiBj =0, j=1...k et ceci suffit

car alors =-b, .a, +a, ,B, > 0.
i-17j

alors

vj

i-17j

Si X € EI-EZ et si X € orbite correspondant 3 la face vy

blcx,j-alBj =0, j=1...k .

Si X € orbite correspondant & la face (xl,vl) alors (c,j,Bj) € gy
...k et ils ne sont pas tous situés sur la méme face de 91

2.3.3. DEFINITION. - Soit h : (C,0) - (Xc,x) un disque testant.

On dira que h est un disque "générique" si désignant par

h :(C,0) - X5,%¥ l'unique relévement de h , on a :

1) x est un point non singulier de n-l(x) (appartient & un

seul Ei) :

N o
2) V*Mg ) =1 ;
g

3) l'image de h est une courbe non singuliére transverse a E;
en X .

(i.e. l'application h* est transverse a Ei en x).

i

’



Si h vérifie 2.1.1, alors écrivant que
= a
U1 clt

- B
Uz cA,t

ol ol = C[[t]] et ou ¢y et c, sont des unités.

I

m S'il existe i tel que X soit dans l'orbite d'une face vi

on doit avoir puisque

b, -a b, -a ogbi-sai
U1 U2 = c1 cz t
- - - +
bl-l al—l bi-l i-1 OLbl—l Bal-l
U1 Uz = c1 c t

by -ay by -3 b -a; by ~8 m
U1 U2 - U1 U2 (x) = C1 S T (0) c, (0) =m221 amt
-b, . -b._ a;_ k(—a.b,_ +b.a, .)
Ul11Uzll=clllczl 1t iTi-1 iTi-1 =V(t)tk

ol V est une unité.

La condition 3) de généricité implique alors que k < inf m
am;ﬁU
puisque la tangente & l'image de h doit étre transverse & Ei donc
b, -a,
i ~
pas l'axe des U. U. ' . On a donc \)(h*Mi ~) = k et la condition
1 72 , X

2) entrame k=1 . h doit donc étre décrit par :

U1 = Clt

b, ol c, et c, sont des unités

U2=ct

et ceci est suffisant.

@ Si X est le point de El appartenant & l'orbite correspondant

M -1 ~ -1,5
- = = 0.
au secteur (Xl'vl) , (IJ[olnM] G:[Uz,Ule ] et UZ(x) AU1U2 (%)

Ici E1 n )201 est défini par UZ = 0 . On obtient donc :



UllU 1 = U U-1 = C c-lta—B
U

I
Q
o

Puisque l'axe E ne doit pas étre tangent, on doit avoir B < a-B ,

1
puis 38 =1 . Réciproquement B =1 , g =2 entraflne que h est gé-

rique.

Il reste un cas & examiner, c'est celui o h ne vérifie pas

2.1.1. Par exemple, Imh est l'orbite de la face x, , c'est-a-dire l'axe

1

des U, sur iol . 11 est donc décrit par : U, =t , UIUEI =0=t

On peut donc considérer que ce disque est un cas limite du précédent

@

quand a devient de plus en plus grand.

3.1, Une condition suffisante de relévement d'un germe (CDZ,O) - (V,x)

& la résolution minimale.

3.1.1. PROPOSITION. - Soit V un espace analytique complexe

ayant en v une singularité torique de dimension 2 . Soit

P ((132,0) -~ (V,v) un germe de morphisme formel. On suppose gque

identifiant Oy v a Oxo'x et GCDZ,O & C[[&,7]] , lapplica-
tion

6, .~ Cl&. -~ €[]

XG'X E-0,1—-T

se factorise par : o;( . (D[[re]] - C[[t]] ., ou
ol

G;( < - Cl[t]] = C[[t®]] est un disque testant générique au
cl

sens de 2.3.3.

Soit Z; 1léclatement de 0 dans (]32 et 0, le point de Zl

correspondant & la direction de l'axe des Tt ; soit Z2 1'éclate-

ment de 0, et 0, le point de 23 sur la transformée stricte de

l'axe des t1,... ; soit Ze-l 1'éclatement de 0e-2 et Oe-l

le point de Zo.1 SUr la transformée stricte de l'axe des
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Soit m : RX. - Xo la_résolution minimale de X . Il existe X

,0 ) - (>Z ,X) tel que le diagramme
e-1""e-1 o

e-1" e-1
%
m
(Z,,0,)
‘ ‘ Y
2
(c”,0) —— (X _.x)
®
commute.

“1 0 %
U1 = clf1 ...fk c unités de C[[§,1]]
Uy, =c,f, .o fy (ai,Bi) € oNN-{0,0} non tous situés sur une
méme face de dim 1 de o .
D'autre part o = C[[E,,T]] o - O étant le morphisme
0 I 7
Zl, 1 1 GZ,O ZI,O1
envo t g T ~ -
vant & sur L';l, et T sur T ,..., Gy , (IJ[['-:e_l,r]]
e-1""e-1
et o = C[[z,1]] - o étant le morphisme envoyant I sur
2 z .,0 4
c”,0 e-1' e-1
H -e-1
Sa-1" et v sur T
L'application w®op : (Ze-l’oe—l) - (Xc'x) donne lieu au systéme
_ . _e-1 k e-1 %y
U1 cl(ge-l’ ,T)D fj(ée_lr ,7)
kK B.
_ _e-1 _ 2 e-1 j
Uz cz(ge"l L 1] )D fj(se-’l‘t ,T)

L'hypothése signifie qu'il existe dl(t) , dz(t) des unités de C[[t]] .
(ai’bi) € 3vNN ou (a,l), az=2 tels que
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& ea.

- 1 = € i
c (0,7 TT fj(O,L)B = 4, )rb d, (v%) °®
j eb. resp.
c, (0.0 TT£0,1) 7 = a,(:8) v d, (r8) °

Or on a montré qu'il existe py et Py (2.3.1) tels que pla'+pzb' =1
v i i
et que ¢ = (pl,pz) € oNM-{0,0} (si i=1, p = (0,1) convient). On a
donc
‘1

P2
U, (0,7) U,%(0,0)

+
plaj 928

]

¢, 0,0 e (0,0 2T ¢ Y0,7)

1 2V Ay /T
92 ) .

<€,

o
d, (*%) 1 d, (%)

c, et d, étant des unités, fj(O.T) € C[<11 , j=1...k n'étant pas une

unité et pla]_+p28j étant un entier strictement positif puisque (pl,pz) € o

et (aj,Bj) € o et que (pl,pz) ne correspond pas & l'équation d'une face

de dim 1 , ceci entraine

- ou bien que chaque fj(O,r), j=1...k est d'ordre en =< in-

férieur ou égal a e-1 ;

]
—
.

- ou bien que k

Dans le premier cas, on a

fj(§,r) = gj(r) + %hj(é,r) ol v(gj(r)) < e-1

et

e-1_ .. e-1
<+
gj(t) Seq” hj(’se_lr

v(g;(7))
= Wj(ée_llr)r = V,(5,_;+7)gy(0)

IT)

-
“

e
I

= g
V(5 D00, 0)

ol Wj et Vj sont des unités de (B[[ée_l,r]] . On a donc

k o4 ea;
= Z - = g

ceci montre que . p est représenté par l'unique point (eai,ebi) et par
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suite ®wo p se relédve 3 la résolution minimale.

Dans le deuxiéme cas, ¢ lui-méme est représenté par le seul

point (al,Bl) , © lui-méme se reléve donc a )ZO

3.1.2. Un exemple : Considérons la singularité A3 . Elle est re-

présentée par o ci-contre et My ,x ©st engendré par x = Uzll U;l '
; x o
B ’ / y = U2 , 2= U1 lié par la relation
- Xy = 24 . Considérons 1'application
-4 B o : (@?,0) = (X_.x) défini par
o ot -
{ . ; ! - .
‘ / S x = t@#d) | y=t3 , z = t(gu?)
} —_—
. i on a
I , _
| B U; = sk

© est donc représenté par les 2 points (1,3) et (1,0) et ne se remonte

pas & la résolution minimale.

L'hypothése de 3.1.1 est satisfaite avec e =3 . En effet

9
x(0,8) =t , y(0.8) =t> , z(0,t) =t
U_(0,t) = t3 , U, (0,t) = t3 .
1 2
Aprés un éclatement Py (21’01) - (Xc,x) est représenté par
U, = t(5t4%) = t¥(eH)
_.3
U2 =t .
@4 est représenté par les 2 points (2,3) et (1,0) et 0, ne se reléve
pas. Aprés éclatement de 0l ropy (22,02) - (xo,x) est représenté par
U, = t(%t2 +t2) = t3(§+1)
_ .3
U2 =t

q:z est représenté par l'unique point (3,3). ®, se remonte.
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§2 - SURFACES QUASI-HOMOGENES A SINGULARITE ISOLEE

Soit V wune surface algébrique affine munie d'une action de ¥

n'ayant d'autre point fixe que 0 . On rappelle qu'on peut plonger V

n+l

dans C de fagon 3 ce que l'action de €% soit induite par une

. n+l .
bonne action de C décrite par

q q
. _ o n +* - n+l
c(x,zo,...,zn) = () Zrees i) zn) , LECT* , z (zo,...,zn) e C

ol qo,...,qrl sont des entiers strictement positifs. En changeant au be-
soin l'action de (€* , on peut supposer <:10,...,<:1n premiers entre eux dans

leur ensemble.

On suppose que V a une singularité isolée en 0 . Soit X la
courbe projective non singuliére quotient de V-{0} par C* et soit \%
la normalisation de 1l'adhérence dans V x X du graphe de l'application

canonique V-{0} - X . V n'est d'ailleurs rien d'autre que l'éclatement
qo. . oqjo aoqn
normalisé de 1l'idéal (... ,zj ,...) ol selon les conventions

habituelles qo...&j...(:{n signifie que, dans le produit, qj surmonté
d'un chapeau a été omis. Alors V a au plus un nombre fini de points
singuliers toriques [3] . Soit V. -V la résolution minimale de ces

singularités. L'action de C* se 1remonte a \71 T '\71 - V est appe-
1é la résolution canonique équivariante de V [3]. De plus, écrivant que
n~Ho) = X U...UX ol X, , i=0...r sont les composantes irréducti-
bles de n~1(0) et ou XO désigne la transformée stricte de X par
1'application \71 - V , alors Xo est une courbe projectiile non singu-
liére isomorphe & X . Xi ;121 est une courbe non singuliére de genre 0

et la matrice (Xi'xj) qui est définie négative est de la forme

5| 1 0o ...0| 1 0...0
1 -bu 1 0
0 1 :blz\l 0 od by =2 et
: \\ ol b =1
. 1
0 0 by
1 -b,, 1
21
0 0 1 \\'0
0 0\1~-b;2
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C g . . -1
Ceci signifie encore que le graphe construit & partir de n (0) en asso-
ciant un point a chaque X; et en joignant 2 points par un trait si les

composantes correspondantes se coupent est une étoile.

La résolution canonique n'est pas nécessairement la résolution mi-
nimale. Il en est ainsi si et seulement le genre de Xo est 0 et sa

self-intersection ~-b_ = -1 . (voir [3]).

On suppose que le genre de Xo est =1

2.1. DEFINITION. - Spoit h : (ID,0) - (V,0) un disque testant. On
dira que h est un disque "générique", si désignant par
A : (D,0) - (\7’1,§) l'unigue relévement de h A la résolution

canonigue qui coincide alors avec la résolution minimale, on a :

1) x est un point non singulier de 1~1(0) ,

2) l'image de h est une courbe non sinquliére transverse &
X

n10) en x ,

1 .

[
3) v le ')~()

2.2, PROPOSITION. - Soit o : ((1:2,0) - (V,0) un germe de morphisme

analytique. On suppose que identifiant G;Bz 0 a cCfs,«n .

1'application

Oy,o = CllE,A - Cll<l]
U, T

gqu'on en déduit est un disque testant "générique" au sens de 2.1.

Alors, il existe X € Vl et 05 : ((DZ,O) - (Vl,;) tel que le dia-
gramme

llx)

N

commute.
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Démonstration ¢ Soit ©® : Q- V un représentant du germe de mor-

-—— - —————

phisme ou ( est un ouvert de c? contenant 0 . Soit f : Z - Q

~

l'image réciproque de p : V-V par o . f est un morphisme propre.

a0 -0"1(0) est un ouvert analytique partout dense et le diagramme:

~ —1(

2-fp (0) = F-1a-0"2(0)) ———~ T-p~L(0)

| |

a-©"1(0) V-{0)

étant cartésien, puisque la fléche de droite est un isomorphisme, il en

est de méme de celle de gauche. z—f_l(cp'l(O)) est connexe et contenu

~

dans la partie non singuliére de z puisque isomorphe a un ouvert ana-

2

=
lytique d'un ouvert de C Son adhérence Z est donc un sous-espace

analytique fermé irréductible de Z de dimension pure 2 . Soit

~ R ~

f: 2 <& E i Q. ? est donc une modification et un morphisme pro-
pre. Soit Z - 7 une résolution des singularités de E et soit f : Z -
le morphisme gqu'on en déduit. C'est aussi une modification et un morphis-
me propre et A la fois Z et (0 sont lisses et connexes de dimension 2
f est donc une suite d'éclatements de points. Quitte & restreindre Q ,

il existe fi:Zi—»Z , i=1,..r tel que Z, = O et

i-1 o

f = fr°fr-1°"'f1 et des points qiezi , i=0...r-1 tels que qo= 0,...
fi(qi) = qi__1 et que fi soit 1'éclatement de dj.1 sur Zi—l . Soit
Cr = fr'l(qr_l) » C, est isomorphe a p! , et on a un diagramme commu-
tatif

z &y

! P :

Q — VvV

Bien que 6 ne soit pas propre, G!Cr l'est. e(Cr) est un fermé ana-
lytique irréductible dans p'l(O) =X . Ce n'est pas X tout entier, car
d'aprés la formule de Hurwitz , ceci impliquerait que le genre de X et

~

de XO serait 0 . G(Cr) est donc un point x
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fr induisant un isomorphisme analytique Z-C, = 2 -q , 8 fournit

r-1 r-1

- — v i !
r-1 91 =V . Nous allons voir qu'elle se

, C'est-a-dire qu'une fonction analytique sur V au voi-

une application analytique Z
prolonge a Zr—l

sinage de X se remonte sur Zr_1 -q en une fonction analytique qui

r-1

se prolonge analytiquement en Qg - D'aprés le principe d'extension de

1

Riemann, il suffit que cette derniére soit bornée. Or fr étant propre,

il existe une base de voisinage de qde_q dont 1l'image réciproque est un
voisinage relativement compact de Cr . B8 se factorise donc a travers
fr-l

Par récurrence, ceci entraine que 6 se factorise & travers f en

un morphisme @ : @ - V . Soit X = §(0)

- ou bien X est un point non singulier de V . Alors \71 -V

est un isomorphisme au voisinage de X et cB fournit le relévement de
¢ & la résolution minimale souhaité (sans hypothése sur la généricité

de (0,1)) ;

- ou bien % est un point singulier de V . ¥ a alors en X
une singularité torique. Le germe ¢ : (032,0) - (V,x) satisfait les hypo-

théses de §1,3.1.1 avec e=1 ., Il existe alors 531 € Xi izl et

puisque V1 est la résolution minimale de \7, un germe

8, @0 - ¥ %

] ) relevant o .

1

On suppose gue le genre de XO est O

2.3. PROPOSITION. - Soit o : ((]32,0) - (V,0) un germe de morphisme
analytique. On suppose gue identifiant GAZ a c[[&,7] , lap-
ce,0
plication :
o -~ 60 . - Cls,tN - cl<N .
c2,0 V,0 ° £.0
=T

gu'on en déduit est défini par :

zZ, = a.,T +... ai;éO,i=0...n ol qi est le poids de zg
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Alors, il existe X un point de XO n'appartenant & Xi , i=1

et o : ((]32,0) - (Vl,i) relevant o , si —bo la self-intersec-

tion de Xo est différente de -1 .

Démonstration : Pour chaque série zi(g,-c) , construisons le po-

lexposant en T lygone de Newton et soit di 1l'opposé
G de l'inverse de la pente du ler c6té.

_ Soit d = inf di' d est ou ® ou
exposant en 5 i=0...n

- un nombre rationnel strictement positif.

Dans le premier cas, on peut écrire :

a5 . _
zi(é,r) = aiVi(é,r)r od V;(0,0) =1
dg...q;-- -4,
Soit P = (...,zi ,...) . P serelégzve & C{%,t} en l'idéal
9o+ +9n . ~ .
principal T et ¢ se factorise par V l'éclatement de P en

S tel que ®(0) = x soit non singulier.

Dans le deuxiéme cas, soit d = % la forme irréductible de d .

On peut écrire :

z, = L +R,

i i i
ol Li est quasi-homogéne de degré qm sion donne & € le poids n
et & 1t le poids m et Ri est somme de mondmes de poids strictement

plus grands. V étant stable par l'action de ¢* est défini par un idéal

homogéne I . Soit f un élément homogéne de poids q de I . On a :

Ao An
f = Z C Z s e 7
A ...A "0 n
o n
ZahA =q
f(.",zi(g'T)'...) = 0 .
Ceci entrafne que
( o @ +r )
> c L +R ce
AO“'An voo Ag n n
=2 cp L ...Ln + somme de monomes en (5,1) de poids > dm

O...An o)

0.

m

On doit donc avoir f(LO,. ...L ) = 0 et on détermine une application algé-
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) 2 .
briquen € -~ V définie par
qj i 41 m
z. =L, = a + i ..
l(ng) l(ng) i'L' aqi_n'mf g + .
ce qui peut encore s'écrire :
o, Q.
il i . .
zi(i,r) =az 7 (rn—xjém) b, i=0...n,ji=2...k
J
ol ¢q.. sont des entiers positifs ou nuls, )‘j des nombres complexes

# 0 et ol

= +
q =a;; *n 2

ii
1 j>1 )

et aoj’ RRRLNY non tous nuls pour chaque j=2...k .

Soit encore f un élément quelconque de poids 9@ de I . On a

A A ;LA (q,-n ZlalJ) ZAaj
o n >
7, c a ...a T ﬂ(‘r -x%) =0
AO...An o) n i i>1
A LAy
m, i
a ...a ﬂ( -Xjé )
_ g 5 o i>1
T A ...A .
o n z AlaJ
(Tn) IJ>1

La fraction rationnelle en (t,8) , (1) , écrite dans la parenthése est

donc elle-méme nulle.

Considérons 1'application (B[tl,él] - C[t,E] qui envoie T
n m

sur T et %1 sur & . C'est une injection. Elle s'étend au corps

des fractions en une application également injective. Or la fraction ra-

tionnelle (1) est l'image de (2)

A ZAa
ﬂ(r —X
j>1
ECA ...A .
o n Z Aa,]
i,j>1
M1

(2) est donc aussi identiquement nulle, ainsi que la fraction obtenue

qa

aprés multiplication par T Or, ce n'est autre, puisque q = Zini ,
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que
A A ZA(qg-Z ai,) Z'Aiaij
zc a%...aMt )>1 17 & 28"
AO .An 1 | 1 1
i>1
qi'ja“ij o,
=f(...,ai'c1 ﬂ(rl-)\.él) Yoo
j J

Ceci détermine donc une autre application algébrique & : (132 - V définie

par

qi_jaaij T %1
2(3,7) = a7 [TG-28 " =n1) , i=0...n
j>1 J !

~

ou .'Ai(é,r) sont des polyn6mes homogénes de degré q; si on donne &

uy

et 1 le degré 1

2.3.1, IEMME. - Soit f : Z - (]32 1'éclatement de centre 0 ,
qo...qi...q

p: ¥ -5V l'éclatement normalisé de (... 12 n,...)
Il _existe QI:Z-»V tel que po§1=§of.
Démonstration : Z étant normal, il suffit de montrer que §of

P=(...,zjo J n,.

Or Z est recouvert par 2 cartes Z; et Z, . Soit (&',1") (resp.(&",t"))

..) se remonte sur Z en un Idéal inversible.

un systéme de coordonnées sur Z1 (resp.Zz) tel que §,of|Z1 = g'c ,

]

T°f\zl t'  (resp. %oflzz =g" , rof\Zz = g"¢") et on a:

g ...0...q g eeeQ.eeed. G ...q q eeeQ...q q..
) n (o] n—-— '
, 2% 7 Togeflz =a° Tt 7 (1-x.8)

! 1 j>1 ]

Sur Z1 le diviseur exceptionnel C a pour équation <t' =0 . En un

point ¢ de C de coordonnées <t'=0 , &' différent de tous les

Iqooooqn

l/xj , i>1, P'OZ,C = 1 Gy oo - Au point cj de coordonnées

inf g &q c,.‘.

g ... i o 1 ni

T‘ =0 ; g. = 1/>\j ’ P-OZ c =T © n(1_>\];|) . )
"7



zqo...qi...qno o]z, = aqo"'qi'"qngnqo"'qn "qo...(qi-zaij)...qn
i 2 i T
q ..;&....q a.,,
— o i ni
[T ")) T
j>1
Sur Z2 , le diviseur exceptionnel C a pour équation &" = 0 , Au

point ¢ = (0,0) qui est le seul qui reste & examiner

W4 ...q ,infqg...(g.-2 a,.)...q
P.o —¢ © D i o Iys1 i) n

p 10

image du diviseur exceptionnel C de f n'est pas X tout entier.

2.3.2. LEMME. - Le fermé algébrique irréductible de X

Démonstration : Supposons que QI(C) = X et soit P C - X
le morphisme algébrique surjectif nécessairement fini et plat qu'on en dé-
duit. Soit n le degré de ®, - Soient §1""'§k les points de C
ol o est ramifié et soit e, l'indice de ramification de ¢; en 5’1 .
Puisque C et X sont des courbes projectives non singuliéres de genre 0,

la formule de Hurwitz entrafne que

2 =2n- 2 (ei—l)

i=1..k
ou
> (ei-—l) = 2(n-1) .
i=1...k
Soit ¥ un point quelconque de C : si cp1(§) est un point non
singulier de V , ¥ coincide avec la résolution minimale de V au

voisinage de ce point ; si cp1(§7) est un point singulier de V , V y a
une singularité torique. Soit X le point du cycle exceptionnel de Vl
appartenant & Xo la transformée stricte de X au-dessus de col(;’) et

considérons le diagramme :
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~ ~ ~
O i ()

: |

(X,col({r)) T» (V,wl(y))

| foy

ou les fléches horizontales sont des immersions.

Ensemblistement, C s'envoie sur X qui se reléve en XO .

Soient X, ,X les composantes de mw~1(0) qui s'envoient sur c"1(;’)

g

~

par le morphisme canonique V1 -V .

On peut supposer ces composantes indi-
ciées de fagon que X € xonxl . X est
alors une courbe lisse transverse & X1

en X . La fléche (1) est un disque tes-

' tant "générique" au sens de §1, 2.3.3,
puisque (Xo,i) - X, Cp1(§)) est un isomorphisme. La fléche

(C,y) - (\7,cp1(§)) satisfait les hypothéses de §1, 3.1.1 ou

e = indice de ramification de ®y en Y . On en déduit que si e =1
z,y) - (V,cpl(?)) admet un relévement & (‘\71,;() .8y = §1 par exem-
ple, désignons par Z11 1'éclatement de 371 , par C11 le nouveau di-
viseur exceptionnel obtenu et notons C (par abus de notation) la trans-
formée stricte de C . Soit ;711 le point de C11 sur C . Soient le
1'éclatement de 5;11 , C le nouveau diviseur exceptionnel obtenu et

12
notons encore C et C11 les transformées strictes de C et C11 .

i ~n

etc...

D'aprés 3.1.1, (2 ) - (V,¢1(§)) se releve a V

le-1'Y1e-1 1

D'autre part, le morphisme C — X obtenu aprés transformée stricte étant
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isomorphe a ®, + ses seuls points de ramification sont les transformées
strictes de 372,...,37k . Finalement, on construit fl : Z1 - Z obtenu

par suite finie d'éclatements de points tel que, désignant par C1 la

transformée stricte de C

(C,,C,) =2 -1- 2 (e-1) =-1-2(n-1) = -2n+1

171 ) i
i=1..k

et tel qu'au voisinage de tout point 37'1 de C, . (lef’) - (\Nl,élofl(f'))
se releve a \71 . C1 étant compact, il existe U1 un voisinage de
C1 et § : U1 - V; tel que mof = po Qlofl‘ U1 (un éclatement fait
diminuer la self intersection de -1) .

Toujours & cause de la compacité de C; et bien que 6 ne soit

pas propre, nous pouvons appliquer la formule de projection :

8,(CL /87X ) = (8,(C).X )

+ Z,niri , ol n, sont des entiers non

1

Nous allons montrer que G*Xo = C1

négatifs.

Soit h : (€C,0) - (V,0) le disque testant défini par

q
z(t) = 7(0,7) =atl,i=0...n .
1 1 1

~

Soit h son relévement & V et soit x = A(0) . X est un point de X
ot V est non singulier. Soit g : (C,0) - ((132,0) le disque testant dé-

fini par
£og=0, 109 =71 (*)

On a %09 = h . Soit 5 le relévement de g & Z et soit ¥ = g(0) .
On a <§1°§ = R et donc §1(3~7) = X . X étant non singulier sur V¥,
y n'est pas un des points de C qu'on a da faire éclater. 61 le re-

a

léevement de g & Z, est donc tel que 371 = 51(0) € C, et il existe

1 1
un systéme de coordonnées (Z',t1') sur Z1 au voisinage de §1 tel
que T' = 0 soit l'équation de C1 et que

oun

ogl=0.rogl=r
D'autre part, soient El le relévement de h A& Vl et 521 = 51(0) .

Il existe un systéme de coordonnées (u,v) sur \71 au voisinage de
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§1 tel que v =0 soit 1'équation de XO et que
Uo ﬁl =0 , Vgh1 =T . (#3)
On a aussi 6og, = h, et écrivant que

uo® = R(%',7') , vo B = S(5',1")
on doit avoir compte tenu de (#) et (#%)

R(0,T) =0 et S(0,7) =<
et il existe Rl(é',r') et §,(§',1') dans C{§,7'} tels que
ik

R(E',1") 4 Rl(g',r') , keIN , k=1

S(g',t') = ¢ + i'Sl(i',r')

Or localement, l'image de C1 est tout Xo . Celle-ci est décrite para-
métriquement par u = §’kR1(§',O) , VvV = g'Sl(g',O) ; v=0 étant 1'é-
quation de Xo on doit avoir Rl(g',O) # 0 et Sl(i',O) = 0 . Il existe
donc 8,(8',7') € C{&',7'} tel que 8§, = 'S, (8", 1) et

Si',t') = r’(1+€'82(§',r')) . Ceci montre qu'au voisinage de {fl l'ima-
ge réciproque du diviseur XO est C1 et que e*XO = Cl+Z; nil‘i . On
en déduit que

(C;,C)) + T ny(C,.T) = n(X X )
et que
n(XO,XO) > (Cl’cl)
puisque (Cl,I‘i) > 0 . Comme (Cl’cl) > -2n+l , n(XO,XO) > -2n+l et
- _1. = - i i
(XO,XO) 2 -2 +< . Comme (XO,XO) b est un entier négatif, cette
inégalité entrafne que --bo = -1 contrairement & l'hypothése. L'image de

C par @1 est donc un point,

2.3.3. LEMME. - Si Pyt C - X n'est pas surjectif, ou bien
qj

, i=0...n ou bien il existe L€ C , L # 0 tel

Al(glt) = aiT

q:
que /\i(glr) = ai(r-)\§) L,

+1 <
Démonstration : Soit q : 2 - (Dn 1'éclatement de 1'idéal
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Qe
Q = (...,zi se..) et éz : Z - % ; le morphisme obtenu en
composant le morphisme canonique V- 2 avec qpl . Puisque Q est

- 1
engendré par une suite réguliére, q 1(0) = P" et ®, ¢ C=~P - P"

induit par ol est décrit par :

qo...c}i...qn qo...(qi-Eaij)...qn CIRTIL KL S
(Z:1) ——|e.. i a, T T—[(T-)\jé) HN
j

et puisque l'image de C par %y est un point, il en est de méme de
. i t = , k=0...n, i=0...n,
celle par cpz Ceci entraine que qkaij qionkJ ' i=0 n
j>1 . (On remarque que ceci est d'ailleurs la condition pour que Q se
remonte sur CDZ en un idéal inversible.) Il existe donc pj € R tel que
= t s e ey étant le systéme des poids de z ,...,
C(.ij qui e CIO qn a Y p s o qizn '

on a en fait pje IN . Ou bien pj =0, j>1 et [\;i(é,r) =a ., ou

bien, puisque q; - > o, = qi-qi(Z p.) doit &tre un entier positif ou
j>1 ) i>1
nul, il v a un seul >‘j non nul et aij = qi , de sorte que

e = ale - D)t
.'\ ’ = a' - N
o4 S, T i T )\1:
Revenons maintenant & la considération de ¢« . Puisque

= + = +
q; = ey *nTloy =a tng

j>1

on doit avoir aq =0, 1i=0...n et n=1, ce qui entraftne que :

q.

Li(é,‘c) = ai(r-X e™) b pour tout i

1

. . m
puisqu'on a supposé d = T =m<e .,

(a1}

Effectuons le changement de variable Ty T le,m ' él

Les hypothéses de 2.3 ne sont pas affectées avec ces nouvelles variables.
La construction des polygones de Newton des zi(rl-i-xl%rln,él) nous four-
nit d1 ou « ou rationnel strictement plus grand que d . Dans le ler

cas, on obtient immédiatement le relévement dans le 2e cas, un

'
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m

. _ ., s 2 — &
nouveau changement de variables T, =7y )‘251 ' §2 =5 m2>m ’
etc... Si aucun des d fournit par les polygébnes de Newton n'est infini,

on construit de proche un changement de variable formel

m ma .
= - -— g - =
T, = TN B S oo . 8 =%
i

m a;
tel que z.(t +Z 1. ~,€ ) =aV.(E ,t )t Y52 Vv,(0,0) =1 . 1l reste
l] o 1 ® © 11 o ® o 1

4 voir que ce changement de variable est en fait analytique. Soit (Xi,O)
le germe de courbe analytique de ((132,0) défini par 1l'équation zi(é,r) ,
()21,0) le germe de courbe algébroide de ((DZ,O) défini par la méme

équation vu comme série formelle. Nous venons de montrer que (xi'o)red

est un germe de courbe algébroide non singulier indépendant de i
(Xi'o)red est donc un germe de courbe analytique non singulier indépen-

dans (G:z ,0)

) . . _ _.mi e -~
dant de i . L'équation 1 = ins définissant (Xi'o)red

m:
définit donc aussi (Xi’o)re et 1 —Zkig ! e C{g,1} .

d

q-
2.4. Remarque : On a montré en fait que zi(0,1:) = air Ly . , a,#0 ,

m; m;
il existe 1 + ini Y e C{g,t} tel que zi('r +Zki§ YE) = av (B, )t
ol Vi(0,0) =1, Vi € C{§,7} pourvu que (X ,X ) # -1 , ce qui signi-
fie exactement que ¢ : ((IJZ,O) - (V,0) se relédve & la résolution canoni-
que.

ex.l : Soit V défini par x3 +y3 +z4 = 0 ., La résolution mini-

male de V est obtenu en éclatant une fois l'origine. Le cycle exception-
) 1

nel est composé de 3P se coupant transversalement 2 & 2 en un

méme point. La résolution canonique de V est obtenu en éclatant ce

2
point. L'application o : € - V défini

X -—21'(12 +3§2)(r+§)

2 .2 .
y = =21t(¢" +387)(7-8)

—21(12 +3§2)

V4

se reléve & la résolution minimale (puisque z(§,t) engendre l'idéal

x(&,7) , v(&,t) , 2(5,1)) et non & la résolution canonique.
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Soit f : Z - CBZ l'éclatement de 0 . Il existe & : Z - V., tel que
-1

ey = Lol . it T !

Mo -of . Soit m (0) XOJxluxzux

3 -+ 3

B B
Soit C =1 (0); o (0)=r1urzur3 ,rl,r=0,r2,r+w§§=0,

. t-i/3% = 0 . Soit I, la transformée stricte de L, i=1...3

@(f‘i) =X; , i=1...3 et §*(X)) = C (en tant que cycle). Ici

n = dego :C—*Xo=1 et (C,C)=—1=(XO,XO)

1

ex.2 : Soit V défini par x2 +y2+z3 = 0 la singularité Az

La résolution minimale est obtenue en éclatant une fois l'origine. lLe cy-
, 1

cle exceptionnel est composé de 2P se coupant transversalement en

un point. La résolution canonique de V est obtenu en éclatant ce point.

2
L'application o : € - V défini par

1f9 3 3 2 3 .2 ..3 1,3, ,1 13
_2'[—8'T tzT 8 T 58 +§]=Z(T +FT+E)7)
_ 172723 32, 3 .2 3 _1,3 1 .3
1 -
2=--2-12—t§ ="L’(%T+§)

ne se reléve ni & la résolution minimale, ni & la résolution canonique.

Soit f :Z - (]32 l'éclatement de 0 et p, : C = f_l(O) - X=p.1(0)

l'application qu'on déduit. Son degré n est 3 . Il y a 2 pts de rami-

fication Yy et Yy d'indice de ramification 2 chacun. Soit Zl l'espace
obtenu en faisant éclater vy et vy - C1 la transformée stricte de C,
_ C11 et C12 les 2 nouveaux diviseurs exceptionnels. Il existe un voisinage
d ’ . - ¥ = )

e C1 dans 21 U1 et 8 U1 V1 tel que 1o 6 ® fc,fl\U1

Soit -1 = ' i ' i
- (0) XOUX1UX2 . C11 s'envoie sur X, , C12 s'envoie sur X2
et 9*XO = C1 . On a

(01'01) = -3 = n(XO,XO)
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ex.3 : Soit V défini par x2 +y3+25 =0, x est de poids 15 ,

y de poids 10 , z de poids }2€. L'application o : (L‘z - V défini

12 1
-t (t+8) 0 (2t+5)8

x =
y = —t8(t+§)7(2t+§)5
z = -tS(t+g)4 (2t+>§)3

ne se reléve pas & la résolution minimale qui coincide avec la résolution

canonique.
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