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Nous explicitons ici la démonstration du théoreme de Hochster [2] es-
quissée par Kouchnirenko dans [1]. La méthode est proche de celle utilisée

par Hochster bien que plus "géométrique'".

§ 0. DEFINITIONS.

. ~ - . - . .
Soit P' un cone polyédral (i.e. un cone convexe défini dans la base

canonique de r" par un nombre fini d'égalités et d'inégalités a coefficients
rationnels, voir [3] 1.3). Nous appellerons Z" le réseau standard de R" et

P::P'F]Zn. P est un semi-groupe quasi-conique. Si de plus P' ne contient aucu-

ne droite, P est dit conique.
On note k[[P]] (resp- k[P]) la k-algeébre des fonctions sur un semi-

groupe conique P a valeurs dans un corps algébriquement clos k (resp. des

fonctions a support fini sur un semi-groupe quasi-conique P). De telles alge-

bres sont appelées anneaux coniques.

Le semi-groupe P possédant un nombre fini de générateurs ([3],1.3)
on voit que k[[P]] (resp. k[P]) est quotient d'un anneau de séries formelles
(resp. de polynomes) a un nombre fini de variables. En particulier k[[P]] et

k[P] sont nethériens.

§ 1. FILTRATIONS DE NEWTON SUR LES ANNEAUX CONIQUES.

Soit P un semi-groupe quasi-conique, I un ensemble fini d'homomor-

phismes de P dans Z. Définissons ¢: P> Z par
$ = inf ¢ .
el

Si nous notons G 1'un des anneaux k[P] ou k[[P]], ¢ permet de définir une fil-

tration décroissante sur 0 appelée filtration de Newton donnée par

Gq = {gea ; support gc:é_l(q+ N3 .
(1.1) Exemple : G::k[xi,...,xn] (resp. k[[x1,....,xn]]). Soit f un polynome
(resp. une série) commode (i.e. dont le support rencontre chaque axe de coordon-

. k N -
nées de R') et ['(f) la frontiere de Newton de f (voir [1]). Construisons une



application h: R?<4]R homogene de degré 1 telle que h(I'(f)) : 1. Il existe un
plus petit entier M tel que h(WN") C%Z .
Posons alors ¢ = M(h' ).
-

¢ . ’ - = > = 0.
On a dans ce cas iEClM (10 g, ¥ p> 0, O_p 0

(1.2) Exemple

G:k[xl,..-,xn_]- Soit f un polynome commode et I'(f) sa fron-
tiere de Newton a 1'infini (voir [1]). De maniere similaire a (1.1) on construit

- h: REa]R homogene de degré 1 telle que h(I'(f)) = -1 ;
- @:M(h, n) avec M le plus petit entier tel que h(]Nn)C'_‘TliZ .
N !

On a cette fois fEO_M, Oio:k et (Ip:O pour p> 0.

(1.3) Exemple : Soit f un polynome de Laurent et I'"(f) sa frontiere de New-
.o

ton (voir [1]). Supposons que O soit strictement intérieur a I' (f). On construit

alors une fonction homogene h telle que h(T (£)) = -1 puis une filtration de

k[Z"] d'une maniére analogue a (1.1).

S'il existe un point strictement intérieur a T*(f) nous aurons un
automorphisme de k[Zn] qui enverra f sur un polynome de Laurent g tel que
F*(g) contienne O dans son intérieur.

Si I”*(f) n'a aucun point intérieur il existe un morphisme fini
r: k[Zn] —»k[Zn] tel que 1l'image inverse de f par r soit un polynome de Laurent

~ A%é ~
f tel que I' (f) admet des points de Z" strictement intérieurs.

(1.4) Exemple : Soit P' un cone polyédral de dimension n ne contenant pas
de droite et P=P! ﬂZk le semi-groupe conique associé. Supposons que P' ne
soit pas simplicial (i.e. un cone a n arétes). Il existe alors une aréte y'
telle que 1'ensemble I0 des faces de dimension n-1 qui ne contiennent pas vy'
a au moins 2 éléments.

Soit meg y' ﬂzkzy un élément primitif de y. Pour chaque A€ I, il
existe une application linéaire hA unique telle que : hA(m)z 1, hA(A) = 0.

Soit h= AiénIf hA .

o

Comme dans les précédents exemples, soit M le plus petit entier non
nul tel que h(P)c%]N. On pose ‘E:M(hlp). |

Remarquons que si f est un élément de k[P] (resp. k[[P]]) de support
réduit a {m},]a filtration de Newton que nous venons de construire n'est autre
que la filtration f-adique.

Notons de plus que h= hA sur le cone engendré par {m} et A que nous

notons P

L'\' P'= U P' et les PA sont des cones de méme dimension n que P!

A€l
0



mais comptant strictement moins de faces.

§ 2. FILTRATIONS DE NEWTON ET DECOMPOSITIONS POLYEDRALES.

Plus généralement, a toute filtration de Newton de k[P] (resp. k[[P]])

on peut associer une décomposition polyédrale d'un cone polyédral P'=P @ R .
Z
En effet soit une filtration de Newton définie par un morphisme
$=inf ©.
L4S
Chaque € I se prolonge aisément en une application ¢' linéaire de
P'=P ® R dans R. Posons ¢'=inf ?'. Considérons la décomposition la moins
/4 Pel1

fine de P' en cones polyédraux fermés telle que &' soit linéaire sur chaque
partie est la décomposition associée a la filtration de Newton.

On a alors le résultat suivant :

(2.1) Lemme : Soit P' un cone polyédral orienté P= P'ﬂizk le semi-groupe

quasi-conique associé. Soit (PA )i la décomposition polyédrale associé a une
i
filtration de Newton de G = k[P] (resp. k[[P]]).

Ecrivons la suite exacte liée a la décomposition polyédrale de P'

(%) ...._._;l I P'A ___,J_Lp& > P! 50 .
i,j "i,] i 7i
a. PA est muni de 1'orientation induite par celle de P'.
i
b. P! est le cone polyédral engendré par m et la face Ai ﬂ...f}Ai .
i, eeed 1 £
1 £
c. Si4>1, p! est de dimension < n et muni d'une orientation ar-
igjeeiy
bitraire.

Les fleches sont alors induites par les injections et les orientations relati-
ves de la source et du but.
La suite (%) induit alors une suite exacte de A-modules (A est le

gradué de Q pour la filtration de Newton considéré)

0 — A — 9 k[Pi] — @ k[Pij]———e-....
i i,3

Démonstration : Le seul point non trivial consiste a vérifier que A=grQ

est un sous-anneau de @ k[Pi] soit encore
i
si f&€ A avec supp fc:Pi_ P. et g€ A avec supp gc:P:j alors f.g=0.
J



On peut se ramener facilement au cas ou supp f= {m1}c:Pi— Pj et

~

supp g = {mz}c:Pj. Choisissons f¢€ Gp-ap+1 et gegaq-aq+1 dont les formes
initiales sont f et g. La convexité du domaine @'-1(ﬁ+-R+) (¥ £ ¢ N) assure

alors que f.gc QG autrement dit que f.g=0 dans A.

p+q+1’

La démonstration du théoreme de M. Hochster va se faire par récurren-
ce sur la dimension et le nombre de faces du cone polyédral P'. Nous allons en

fait prouver le résultat suivant

(2.2) Théoreme (Kouchnirenko [1]) : Soit P' un cdne polyédral ne contenant
pas de droite, P et k[P] le semi-groupe et 1'anneau conique associés.

Soit e>=n le nombre d'arétes de P' et soient f1,...,fe des éléments
de k[P] dont les supports, réduits a un point, sont des éléments primitifs
Mygen-ym, des aretes de P.

I1 existe un ouvert dense U de k"¢ tel que si (Kij; 1<i<e j; 1<j<n) € U,
les éléments .g Xij f., 1<j<n forment une suite réguliere de k[P].

1:1

Démonstration :

ler cas. P' est un simplexe (n=e).
Montrons que fl""’fn forment une suite réguliere de k[P], et pour cela que
f£+1 n'est pas diviseur de zéro dans k[PJ/(f1""’fﬁ)' Supposons qu'il existe

g€ k[P] tel que ‘ ;&

fy,1°8€ (fl,n..,fz)k[P_]



ce qui se traduit par
supp(fz+1-g) c (mz+1-+P) n ((ml,...,mz)~+P) .
Comme P' est un simplexe, nous avons
(m£+14-P) n ((ml,...,m2)~+P) = m£+1-+(m1,...,mz)+-P .

(ml""’mn forment un systeme libre de P),
ce qui montre que supp gc:(mi,...,m£)4-P et par suite que la classe de g est

nulle dans k[P]/(fl,...,fﬂ).

§§99;92§' P' n'est pas un simplexe (n<e).

On construit alors sur k[P] une filtration de Newton de type (1.4) et la décom-
position polyédrale associée de P'.

On suppose connu par hypothese de récurrence le résultat (2.2) pour
tous les anneaux construits sur des cones polyédraux de dimension inférieure
a n ou comptant moins de faces que P'.

Ecrivons la suite exacte de A-modules associée a la filtration de
Newton de k[P] (voir 2.1)

]— .... — & k[P, ]—

I.
IS j

0—> A —> @& k[P
AGIO

] — & k[P

DET, A

A A

ou I., j=1, est un ensemble de cones polyédraux de dimension n-j.

D'autre part, ¥ A€ Io’ PA est un cone de dim n ayant strictement
moins de e faces (2.1).

Nous choisissons n combinaisons linéaires gyo-- 8, des éléments
fl""’fe de k[P] définis dans (2.2), et nous considérons leurs formes initia-
les éi""’ém dans A. Les classes de él""’ém dans k[PA] sont n combinaisons
linéaires des éléments de k[PA] dont le support est un élément primitif d'une
aréte de P, - En effet k[PAjzk[P]/JA ou JA= {f€k[P]; supp fﬂPA=,6}.

Par hypothése de récurrence, pour chaque anneau k[PAJ (re Ij’ 0<j)
de dimension n-j, il existe un ouvert dense UAc:kne pour lequel les classes de

é1""’én—j dans k[PA] forment une suite réguliere de k[PA].

M

AEIOU...UIn

En conséquence, lorsque les coefficients Xij sont dans
U , le complexe de Koszul dans classes de él""’én dans 1'anneau
-1
) k[PA] est exact en dimension supérieure ou égale a j+1 ([4]).
AET |
J
I1 reste a démontrer maintenant, pour terminer la preuve de (2.2),

le lemme technique suivant :



(2.3) Lemme : Soit un diagramme commutatif de A-modules

o o o
5 C c® _
0 —> A —— C. c] ; 1 T —>
1 1 )
0—> A ——>C — :
92 I :
A2 :
1 1 o 1 N .
0 Al Cp o> eeeeeenns C > Clq > ---
A~
q>i+1 q)1.+1 %+1
J gitl I+l
. - 1 3
0 — A”]ﬁ—->ccl)+1—> ...... .. —sC'? ———‘1——>C;ii —_ .,
n /|\ A n»

ou les suites horizontales sont exactes et la suite verticale (C.) est exacte
i o J
en Cj pour i > j+1.

La suite verticale A*—~A1'--A2 est alors exacte en A" pour i>1.

.

Démonstration : Soit X;E A' tel que @l(x;) =0. I1 existe donc x;+16 C;+1 tel
i+1, i+1 i

que ¢ (x ): X . De p].US M
o o o

¢1+1(T1+1(x1+1)) -0 .
1 o o

On trouve donc (par récurrence sur la dimension n) une suite d'élé-
i+1+4 i+1+4

ments X, € Cz tels que
i+1+8 , i+1+4 i+1, i+4
. . . i+n
suite qui se termine en Xp_1°

,i+n . . . . i+n i+n
Comme gn—2 est surjective, il existe yn_2€ Cn_2 tel qge

i+1( i+n) _ _i+n

n-2 yn-2 = Xn-1

.



De plus :

i+n-1- i+n-1 i+n, i+n i+n-1, i+n-1
Wn-2 [xn-2 n—2(yn-2)J = Wn-z (Zn—2 ) =0 .
i+n-1

Il existe donc Yn-3 tel que

i+n-1, i+n-1 i+n-2
?n—3 (yn—S ) = “n-2
i+n-1 i+n-1,  i+n-1, i+n-1 i+n-2, i+n-2
et *n-z (Znp N N Bty I

Par récurrence sur n, on obtient donc au bout de la chailne un élément
y1+1= z;+1€ C:+1 tel que Y;+1(z:+1)::0. On a donc y1+1€ A+l

i+1, i+1
(y

1+1(z;+1) )=x". c.q.f.d.

De plus ¢ = xl, soit ¢
o o
Le lemme (2.3) appliqué a la situation de (2.2) montre que le complexe
de Koszul de la suite (él,.-.,én) est exact en dimension supérieure ou égale a
1, c'est-a-dire que la suite él""’én est réguliere dans 1'anneau gradué A.

En particulier, la suite CSEEEERY -3 est réguliere dans Q-

REFERENCES

[1] A.G. Kouchnirenko, Polyedres de Newton et nombres de Milnor, Inv. Math.
32 (1976), 1-31.

[2] M. Hochster, Rings of invariants of tori, Cohen-Macaulay rings generated
by monomials and polytopes, Ann. of Math. 96 (1972).

[3] J.L. Brylinski, Eventails et variétés toriques, Séminaire sur les singu-
larités des surfaces, Ecole Polytechnique 1976-77.

(4] J.P. Serre, Algebre locale, Multiplicités, Lect. Notes No 11, Springer
Verlag 1965.



