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INTRODUCTION.

. p s s n
On verra ici exposée la description des variétés X sur un corps k
P . . .o n
algébriquement clos munies d'une action fidele d'un tore T , en termes de fa-

milles de cones polyédraux dans un espace vectoriel.

Cet exposé suit pour 1'essentiel celui de Saint-Donat [2, ch. I]. On
n'y parle pas du groupe de Cremona. On a donné toutes les démonstrations que
Saint-Donat laisse au lecteur. On a parfois substantiellement modifié les dé-
monstrations qu'il donnait, de maniere a éliminer les calculs explicites, et

1'emploi de coordonnées. Je signale la démonstration simple du lemme de Gordan.

En plus de la matiere de [2, ch. I], on trouvera ici :
- un traitement plus complet des variétés toriques de dimension 2 ;
- une étude topologique des variétés toriques sur le corps &, incluant la
description du quotient de ces variétés pour l'action du tore compact (c-T)
comme compactification d'un espace vectoriel par "adjonction de points idéaux
a~la Siegel"
- 1la description d'apres Demazure [1] du groupe de Picard de ces variétés
dans le cas lisse ; la surjectivité de la fleche : Pic(X)-oHZ(X,ZD dans le
cas X propre ;
- une étude des morphismes de variétés toriques "avec éhangement de tore'", et

un critere de trivialité locale pour ces morphismes.

I1 manque a cet exposé 1'étude des déformations des variétés tori-
ques. Il n'y a par contre rien a attendre de leurs structures de Hodge mixtes,
ni donc de leurs "motifs". En ce qui concerne le fait que ces variétés sont
de Cohen-Macaulay, la démonstration de Kushnirenko [4] est la plus constructi-

ve : elle sera rédigée dans un-prochain exposé.

I1 faudrait enfin refaire la théorie, dans le méme esprit, sur un
corps non algébriquement clos. Pour 1'instant, si k est un corps, et T un tore
sur k, on ne sait pas trouver une compactification lisse, k-rationnelle, de T ;
il semble néanmoins que, pour car(k) =0, on puisse par les méthodes de Saint-
Donat et Mumford, trouver une telle compactification qui soit de plus T-équiva-

riante.



§ 1. TIMMERSIONS TORIQUES AFFINES.

Soient k un corps algébriquement clos, T un tore sur k. On introduit

deux groupes abéliens

- M= Homgr.alg(T’Gm)’ le groupe des caracteres de T ;

- N= Homgr alg(mm’T)’ le groupe des sous-groupes a un parametre de T.

Pour r € M, on note ir le caractere correspondant, considéré comme fonction sur
T. Pour a€& N, on note Xa: Gm—»T le groupe a un parametre correspondant. On a
une dualité parfaite :

Mx N — 7Z

(rya) —><r,a> ,

ot <r,a> est 1'élément X oA de Z = Hom (& ,& ). On a canoniquement
- a gr.alg m’' m

F(OT):=k[M], ou k[M] est 1'algebre du groupe M sur le corps k.

Définition 1 : Une immersion équivariante de T est la donnée d'une variété X

et d'une immersion ouverte dense T X telle que 1'action de T sur lui-méme par
translation se prolonge en une action sur la variété X. L'immersion équivarian-
te est dite affine si X est une variété affine.

Un morphisme entre deux immersions équivariantes T X et To X' est

un morphisme f: X- X' qui commute a ces immersions.

Nous nous intéressons d'abord a une immersion équivariante affine

f : T X ou X=Spec(A). Un morphisme T- Spec(A) correspond a un morphisme

3
b3

i

f : A-k[M] de k-algebres. Le morphisme f est dense ssi f* est injectif
1'action de T sur X existe ssi A est une sous-algebre de k[M], qui soit gra-
duée de type M. Ceci revient a dire que A=k[S], ou S est un semi-groupe in-
clus dans M. Il est clair que k[S] est une k-algebre de type fini ssi S est un
semi-groupe a engendrement fini. Si S est un tel semi-groupe, le morphisme

f : Spec(k[M]) - Spec(k[S]) est une immersion ouverte ssi il induit un isomor-
phisme entre les deux points génériques. Ceci signifie que les anneaux k[S] et
k[M] ont méme corps des fractions, et équivaut clairement a la condition que S

engendre M comme groupe. On a ainsi démontré la

Proposition 1 : La correspondance S+ Spec(k[S]) établit une bijection entre

- les semi-groupes ScM a engendrement fini, et qui engendrent M comme groupe ;

- les classes d'isomorphismes d'immersions équivariantes affines du tore T j



- De plus, les morphismes entre immersions équivariantes affines correspondent.

de fa¢on contravariante, aux inclusions entre semi-groupes inclus dans M. =

Définition 2 : Soit SCM un semi-groupe ; le saturé S de S est le semi-
groupe U (%S) AM. On dit que S est saturé si S=S.

neEN
Proposition 2 : Soit S un semi-groupe de M,

(i) si S est a engendrement fini, S 1'est itou ;

(ii) k[S] est le normalisé de k[S].

Démonstration : (i) résulte de (ii) et du fait que la normalisée d'une alge-

bre de type fini est une algebre de type fini.

Pour prouver (i), si R est le normalisé de k[S] (dans son corps des fractions),
on a des inclusions k[S]cRc k[M].

L'action naturelle de T(k) sur ce diagramme force R a etre un sous-anneau de
k[M], muni d'une graduation de type M.

Montrons k[S]cR ; en effet, soit r¢ (%S) NM; alors Er satisfait 1'équation

(xH" -

g(_nr= 0 de dépendance intégrale sur k[S].

Montrons Rc:k[—s-] 3 ces deux anneaux étant gradués de type M, il suffit de mon-
trer que si un élément r de M est tel que _)Er vérifie une équation de dépendance
intégrale sur k[S]

n nk1

X" +a X + ceee+ @

n-1 1X+ao=0'

alors r€S. Mais on peut clairement supposer chaque a, homogene de poids
iré M ; comme k[S] est integre, une de ces a; est non nul, donc il existe un

entier i >1 tel que ir€ S:; il en résulte r¢€ (-:—S) NM, donc resS. =

On se restreindra désormais aux semi-groupes a engendrement fini
saturés. Ceux-ci peuvent se décrire en termes géométriques simples. Nous intro-
duisons certains objets simpliciaux dans 1l'espace vectoriel MR =M®Z R, ou
dans N_ =N R.

rR™ "%z

Proposition et définition 3 : Soit E un espace vectoriel sur 0 de dimension

finie ; soit ER :E®Q R. Pour une partie o de E les deux conditions sui-

vantes sont équivalentes

R 9

(i) on peut trouver une famille finie Li’ i=1,...,N de formes linéaires

sur E telle que :

Q

o = {x,ﬂi(x) >0, ¥i}



(ii) on peut trouver une famille finie X i=1,...,M d'éléments de E

Q
telle que
M
(5:{

Z Xi xi/>\i > 0 pour tout i} .

Une partie de E12 satisfaisant ces conditions est appelée cone polyédral de

ER (sous-entendu : pour une @-structure donnée).

Démonstration : Soit o= {x,ﬂi(x)z:O, ¥ i} ; il est clair que o est un coOne

convexe fermé de EI%' On montre que o satisfait (ii) par récurrence sur

dim(EQ). On se ramene alors a supposer o contenu dans un quadrant. La frontie-

re de o est clairement U PP ou o, = {x,ﬁi(x)=:0 et Zj(x);:o pour jAi}.
i=1, e, N ‘

Chaque 95 satisfait (i) comme partie d'un hyperplan de E donc satisfait (ii).

Q’

D'apres une application facile de Krein-Milman, tout point de o est barycentre

de points de o, (avec coefficients > 0), donc o satisfait (ii).
M

Soit maintenant o={ ¢ A; X; 9 A, 20 pour tout i}. Sa frontieére est une réu-
i=1

nion finie de parties du méme type dans des hyperplans de E I1 en résulte

Q-

que o est 1l'intersection de demi-plans découpés dans EI! par ces hyperplans,

donc que o satisfait (i). =

) . ] S z . 3 s 7 . ~
Cee¢i nous incite a définir une structure hiérarchique dans les cones
| 4

polyédraux de E_ . Si o= {x,ﬂi(x)z(), i=1,...,N} est un tel cOne polyédral,

R
une face de o est une partie o' de o de la forme cf]{x,z(x):=0}, ou £ est une
forme linéaire sur EQ’ £(x) >0 pour x€ o 3 ou encore o' = ar}{x,ﬂi(x)=:0 pour
i €I} pour une certaine partie I de {1,...,N}. L'intérieur de o est évidemment

le complémentaire dans o de ses faces de codimension 1.
Nous appliquons notre étude a MQ= M®Z D et MR =M®Z R.

S—{ = Ay s, KSzO, Ay =0 pour pres-

SES
Lemme 1 : Les correspondances : ( que tout s}
L Ob—> oM

sont deux bijections réciproques entre

- 1'ensemble des semi-groupes de M, a engendrement fini, engendrant M comme
groupe, et saturés ;

- 1'ensemble des cones polyédraux de MB .

Démonstration : Le seul point non trivial est que si o est un cone polyédral




~

gN M est un semi-groupe a engendrement fini (c'est le "lemme de Gordan'"). Comme
plus haut, on se ramene a supposer o contenu dans un quadrant ; soient

o, = dr]Hi les faces de codimension 1 de g, en nombre fini, pour des hyperplans
Hi convenables de MQ' Par hypothese de récurregce, les semi-groupes cir]M
sont a engendrement fini. Pour tout i, soit {xil)
générateurs de ciFlM. Soit K 1'enveloppe convexe dans MR de la réunion de O

(£)

et de tous les xi

,...,xiJ)} une famille de

. Soit G=KNM ; c'est une partie de o discrete et compacte,
donc finie. Montrons qu'elle engendre o\ M comme semi-groupe. En effet, soit

xEoNM ; on peut écrire x= £ A _ x , Xg;zo puisque G engendre M comme coOne ;

g€ g g
il en résulte que si n est la dimension de M, on peut trouver un sous-ensemble

de G de cardinal n tel que x soit barycentre de cet ensemble a coefficients
rationnels = O ; on prendra ce sous-ensemble tel que le cone convexe qu'il
engendre soit minimal. Soit {yl,...,yn} cet ensemble. Alors le simplexe
<y1,...,yn> ne contient pas d'autre point de M que O et les y; 3 un tel point
serait en effet en point de K qui subdiviserait le simplexe en n simplexes
plus petits, et x appartiendrait a 1'un d'eux : mais alors 1'ensemble
{y1,...,yn} ne serait pas minimal au sens précédent. Il est bien connu que
ceci entraine que {yl""’yn} est une base de M ; par conséquent x est une
combinaison linéaire des Y a coefficients entiers = 0, et le lemme de Gordan

est démontré. =

Pour des raisons de meilleure variance (qui seront cruciales lors
de 1'étude du "changement de tore'" et des éclatements équivariants), on pré-
fere représenter lessemi-groupes saturés de M par des cones polyédraux dans

Np plutot que dans Mp -

.

Si donc ¢ est un cone polyédral de NI!’ son dual g est :

g: {re MR t.q. <r,x>=0, ¥ x¢€ o}. On déduit facilement de la Proposition 3
que & est un coOne polyédral de MI%’ que g: o, et que la fleche dkog est une
correspondance (ou dualité) entre cones polyédraux de NR (resp. de MR) qui
renverse le sens des inclusions, transforme 1'opération "intersection" en
1'opération "somme convexe'", et induit sur les sous-espaces linéaires la dua-
1lité ordinaire. En particulier, il revient au méme de dire que o ne contient
aucun sous-espace vectoriel propre de Nll’ ou que g n'est contenu dans aucun
hyperplan de MR .

Le lemme 1 a donc pour conséquence immédiate la premiere phrase du

Théoreme 1 : La correspondance ow Spec k[gr1M]: XG établit une bijection

entre



- 1'ensemble des cones polyédraux de NR qui ne contiennent pas de sous-espace

vectoriel propre de NB H

- 1'ensemble des (classes d'isomorphisme d') immersions équivariantes affines

du tore T.;

De plus, si a€é N, ona : a€o ssi lim A (t) existe dans XG.
t-0
Démonstration : Le groupe a un parametre ?\ correspond a un homomorphisme
d'anneaux : : k[M] - k[t,t ] t-q-
3 < >
ka(zr) _ ¢ T2 .

L'existence de lim A _(t) dans X_ équivaut a la possibilité de factoriser par
t-0
k[t] le morphisme composé k[cﬂ M] - k[M]-k[t,t 1]. 11 est clair que cette fac-

v . . v
torisation peut se faire ssi <r,a>>0, ¥ r€oNMi.e. ssi a€o=0. =

Si a€ o, on note alors A (0) le point fermé lim A _(t) de X .
a t=0 a g

Nous allons maintenant étudier les orbites sous T d'une variéte du

type X _, pour ¢ cone polyédral de Np -

Théoreme 2 : Pour o cone polyédral de Np» et X_la variété "torique" asso-

ciée, on a les propriéteés

@ Soient a, et a, deux éléments de cN N, alors on a'A_ (0)=A_(0) ssi a
1 2 a1 az 1

et a, sont dans 1'intérieur d'une méme face de o ;

@ dans toute T-orbite de X , i1 y a un point unique du type ?» (0) 3
@ il existe une bijection o' t—»(l) entre faces de o et T- orbltes de Xd telle

que
-91_ 92
- - 61Cc52 ssi 0 D0
G'
- dim(o') + dim(®@" )=n-= dim(NR) .
@ Le calcul fait en notre théoreme 1 montre que A (0) est défini
par 1'homomorphisme d'algebres : k[o‘ﬂM]-»k t.q.

1 si <r,a>=0
x'— .
0 si <r,a>>0

Cet homomorphisme est déterminé précisément par le semi-groupe

SNMN {r tq <r,a>=0} , ou encore par le cone somme convexe dans MR , de o et



de R.a . Or cette somme convexe a pour plus grand sous-espace vectoriel, 1l'es-
pace engendré par 1l'intérieur de la face de ¢ qui contient a (on pourra, a cet
argument vicieux, préférer celui de Saint-Donat ([2], p. 10)). On remarque

d'ailleurs que 1'on établit ainsi une bijection entre faces de o et faces de J.

(:) Une orbite O de XG, pour 1l'action de T, est déterminée par son
adhérence @, qui est définie par un idéal I gradué de k[gr]M], qui est certai-
nement un idéal premier. Cet idéal est donc de la forme k[S], ou S est un semi-
groupe de 5NM tel que S+ (GNM) =S et que, si deux éléments de 7N M ont pour
somme un élément de S, un de ces deux éléments est dans S. Il en résulte que
le complémentaire de S dans g(]M est un semi-groupe saturé, et la condition
S4—(gr1M)= S, montre que c'est l1l'intersection de M et d'une face de g.

On obtient donc ® comme suit : on choisit T une face de g, soit ¥ la
face correspondante de g. On a, en regardant la construction de (:)

dim(t) + dim(7) = n. On a une décomposition :
k[oNM] = T@k[TNM] .

On a : 6::Spec(k[¥r]M]) ; c'est donc une variété torique (pour un tore quotient
de T) ;3 on a un diagramme T-équivariant

Xdz______fiﬁ
i
ou r est une rétraction. Soit E¢=:Spec(k[Tr]M]) et soit D' son plus petit ouvert
invariant sous T j; on a clairement dim(®") = n - dim(t). De plus, si a est dans

l'intérieur de T, on voit par (:) que Ka(O) est dans @ . On a ainsi démontré
® @ -

Exemple : Avec les notations du théorémes 2, o lui-méme correspond a 1'unique
orbite fermée de X (qui est 1l'orbite minimale).
Nous donnerons plus loin une description concrete des orbites dans le cas de

la dimension 2.
Etudions maintenant la fonctorialité en o de la variété Xo'

Théoreme 3 : Soient o, et o, deux cones polyédraux de Ngp 3 il existe un mor-

phisme f: X0 —*XG faisant commuter le diagramme
1 2



ssi 015562' Dans ce cas, f commute a 1l'action de T ; c'est une immersion

ouverte ssi 01 une une face de 62.

Pd . . v . .
Demonstration : Si 01C02, alors 02C 31, et on a une inclusion

¥
f k[é2r]M]E§k[51r)M] qui procure f comme requis. Si f existe, pour tout

aco NN, le Théoreme 1 dit que Ka(O) existe dans X _, donc que Ka(O) existe
1

dans XG ; en tant qu'image par f du précédent, donc que a€(12r]N. D' ou
2
olﬂN_c_ogﬂN et, de 1la, ol_c_c2.
De plus, si oy est une face de Ogs alors XO est le complémentaire
1
dans X0 de 1'union des orbites mT, pour t face de 02 non incluse dans 01,
2
donc X est un ouvert de X . Inversement, supposons X ouvert dans X _
oy 9y 94 9y
et soit T une face quelconque de Oy 5 si o4 rencontre Int(t), alors par le
Théoreme 2, pour a€ o, N Int(t), on a : A _(0)€X No° d'od ' cX et tco, ;
1 a 01 01 1

donc 94 est un cone polyédral qui est une union de faces de 059 c'est néces-

sairement une face de 02. [

Venons-en maintenant a 1'important critere de lissité des variétés

X .
o]
Théoreme 4 : Xd est une variété lisse ssi o N est engendré par une partie

d'une base de N.

Démonstration : Soit ajs---,a une base de N, et supposons que pour un cer-

. r
tain r (1<r<n) on ait o={ ¥ A, a. ,A.>0}.
i=1 1 1 1

1 r

- -1 . <« . r n-
Alors Xd= Spec k[X1,. "Xr’xr+1""’xn’xr+1""’xn ] est isomorphe a Ga><ﬁm

donc non singulier.

Supposons réciproquement X0 lisse ; soit Nh le sous-espace vectoriel de NF
engendré par g, soit N' = Nh[ﬁN , et choisissons une décomposition N=N'& N",
d'ou M=M'@M", T=T' xT" et Xd= X53<T", ou Xé est le T'-imnmersion définie par
le cone polyédral o' de Nil' Donc Xé, est non-singuliere. On s'est ainsi
réduit au cas ou o engendre NR , Ou encore au cas ou XO a un point T-fixe O.

Comme dans la démonstration du Théoreme 2, on a

k[s] = k[s-{0o}]JoKk |,



et IT=k[S-{0}] est 1'idéal maximal du point O. Du lemme de Gordan, il résul-

te que S est engendré par ses éléments indécomposables ; comme k[S] est régu-
r r

. 1 .

lier, on peut trouver X ",...,X n qui engendrent I (avec riE S), donc les r,

engendrent S, donc forment une base de N sur Z. =

Exemples : @ En dimension 1. On a : Tzlim, M=Z, N=Z . On a 30 possi-

bles (essentiellement)

{0} et X =& = Spec k[t,t™ 1]

*
Q
n

R et X =6 = Spec k[t]

*
Q
1

H

¥ 5=R et X =& = Spec k[t 1] .

- g a
Les notations indiquent quelles sont les deux immersions Gm"-» Ga . On attendra
le § suivant pour obtenir la droite projective par recollement de ces deux
copies de Ga=ﬂ\1.

= ]R2, d'in-

@ En dimension 2. Soit o un cone polyédral dans NR
térieur non vide, ne contenant pas de sous-espace .vectoriel propre de R™ . On

peut trouver une base (el,ez) de N telle que
-+
g = {Xe1+u(ae1+be2) AyLER } ,

ou a et b sont deux entiers tels que a>0, b>0 et (a,b) = 1.
D'apres le Théoreme 4, X_ est non singuliere ssi b=1, et alors
Xczﬂﬁ . S8i b>1, Xcf a un point singulier isolé, qui est le seul point inva-

riant sous T = Gﬁ .

' 4



. . . p 2 ,
Si nous introduisons le nouveau réseau N, de R engendré par e1 et

et le réseau dual M, dans R2 , on voit que X(j = Spec E[gF]M*] est

ae1+-be
3

2’
non singuliere. De plus 1'anneau éf\M* est muni d'une graduation de type
M,/M 3 or M,/ M= (Z/bZ) ; si b ne divise pas la caractéristique de k, on en

déduit une action de B, sur Xd ; le quotient de X(j

par Yy, n'est autre que X .
* * b 9

Explicitons cette action de Wy 3 soit (rl,rz) la base duale de

(el,ez) ; le cone o est engendré par r,_ et brl- ar, - Par construction

2 2
(r2,br1— ar2) est une base de M, . En prenant des coordonnées (X,Y) adaptées
r br_-ar
a cette base, on voit que X_ = Spec €[X,Y] (avec X::}_z, Y=X 1 2). L'action

*
de gE‘pb stécrit : E.(X,Y) = (gx,g‘aY). Par le lemme de Gordan, SN M est engen-

dré par les points de M qui sont dans le triangle des sommets O, r

br1— ar, «
1
Ceci permet de calculer T[oNM]=2€[X,Y] b

2’ 2
Par exemple, si a=1, on a

n
e[X,Y] b E[XY,Xb,Yb] = E[u,v,w]/(vu-wb) s

ce qui est un point double rationnel de type A
b,Xb_1

b-1
Y by . .
Si a=-1, on a : E[X,Y] = C[X Y,.....,Y ] ou on reconnalt la forme
paramétrique du cone affine sur une courbe rationnelle de degré b- 1 dans
b-1
P .
On reviendra plus loin a ces singularités cycliques, pour en décrire

un procédé équivariant de désingularisation.

Description topologique des variétés toriques affines sur C.

Si k=C, on a la suite exacte exponentielle :

0 — N-—e»NE-—é T —0 |,

d'ou une décomposition :
T = (c-T) x (iNg)

ou i est une racine carrée de -1 et ou (c-T) est le tore compact NR/N'

On dénote par ord la projection T- N telle que

R

ord(x + iy mod N) = y pour x,y¢ NR .

Si o€ M, on a : 59(2 mod N) = e2mi<a, 2> pour z¢€ NE



a' o : IXd(z)l _ e—2n<oc,ord z>

pour z€ T .
Soit No 1'espace topologique quotient de Xc par l'action de c¢-T, pour o cone
polyédral de NR . On a un diagramme commutatif

Toi‘dN

[ [R
X — N

[¢] g

ot les fleches horizontales sont propres, et les fleches vecticales des immer-
sions a image ouverte. Le groupe de Lie Np» identifié a T/(c-T), agit encore
sur Ner . Décrivons les orbites de cette action. Pour toute face T de o, soit
®° 1'orbite correspondante de X(j (comme dans le Théoreme 2). Dans Xd, on défi-
nit @' par les équations 2(_r=0 pour r€ $NM et <r,x>>0 sur Int(t). Si x est

un point de Xd’ x est dans 1l'orbite 0" ssi

MNGN {r ta X" (x) £0} = MA SN L(x)™

ou L(t) est le sous-espace vectoriel de NR engendré par T.
(Comparer avec la démonstration @ du Théoreme 2).

On en déduit une application ord :,V(I)T—»NR /L(t) telle que

<ord(x),r> = - == Log X" (x|
4
pour r€ MO SN L(T) .
I1 est clair que 0(7) = NB /L(t) apparalt ainsi comme le quotient de 0" par

1'action de (c-T), donc que O(7) est une orbite de Nc sous l'action de NR .

On a ainsi décomposé 1'espace topologique Nc en l'union des strates
Q(T) 3 pour décrire la topologie de Nc’ il suffit de montrer comment 'recoller"
ces strates. Si y est un élément de NB /L(t), on note y+ .7 le point corres-
pondant de Nd . On décrira la condition pour qu'une suite (xn) de points de
NR converge dans N(j vers y + «.7. Puisque la projection de XG sur Nor est pro-
pre, c'est vrai ssi il existe une suite z, dans T telle que ord(zn) =X et
lim z_ =2z , avec z€® et ord(z)=y.
n—o+o

On doit donc avoir :

r —21‘c<r,xn>
|}_(_ (zn)l = e pour r€ M

IXT(2) | = e=2n<r,y> pour r¢€ gﬂ MﬂL(T)-L



et lim lir(zn)l = |2(_r(z)l pour r € SnM .

n—+co

Pour simplifier la discussion, on choisit une décomposition :

NR= NiQGB L(t) , et on écrit : L A On obtient les deux conditions :
v
lim <r,u > = <r,y> pour r€ cNM, r nul sur L(t) |,
n—-+o n
et lim <r,vn> = +o pour rc¢ %OM, r nul sur N'B et r>0
n—+o

sur Int(t).

P . . _ . . _ .
On en déduit : lim x =y ssi lim u =y dans NR_ NR|L(1:) et ¥ wé L(t)

n—+o n—+o
zné T+ w pour n grand.

Un systeme fondamental de voisinages de y+ .7 dans NR est donc fourni par les

U avec
E,W

U = +w+B +1
E,wW y €

ou wé L(7) et B_ est une boule de rayon € centrée en O, pour une métrique eu-

clidienne sur NR .

On décrit de méme le recollement entre deux orbites 0(t) et O(t'),

lorsque 7T est une force de 7', ce qui est clairement suffisant pour décrire la
topologie de Nc .

On fera le dessin de Nc lorsque N= R2 et o= R2
+

o)) 0(s) =D
_Q(Tz)




Les régions hachurées décrivent des voisinages typiques des points a, b, c

dans No'
On trouvera plus de détails dans [3, p- 1-8].

La topologie de No ne permet pas de reconstruire celle de Xo. Néan-
moins, on peut déterminer le type d'homotopie de Xc par la construction sui-
vante. Soit toujours L(o) 1'espace vectoriel engendré par o dans NR , et soit

VR(O) son orthogonal dans c'est le plus grand espace vectoriel contenu

MR H
dans o 3 l'unique orbite fermée de X s a savoir ©° (voir le Théoréme 2) s'iden-
tifie au tore quotient de T par le sous-tore défini par L(g) NN : le tore DO

a donc pour groupe de caracteres V(o) NM ; dans la démonstration du Théoreme 2,
on a donné une rétraction holomorphe de Xo sur ©°. En particulier, on a une

suite exacte :
0—> L(oc)NN—N —)nl(xc)—>0

et 1'algebre de cohomologie entiere de XU est 1'algebre extérieure sur le dual

du Z-module 1libre N/L(c) NN, qui s'identifie a V(o) =MnN V]R(o).

§ 2. IMMERSIONS TORIQUES GENERALES.

Le but est de décrire les immersions équivariantes d'une tore T en
se servant des immersions affines du § 1 comme de morceaux d'un puzzle. On
veut ensuite décrire de fagon constructive, un procédé de résolution équiva-

riante des singularités des variétés.

On commence par énoncer un résultat de Sumihiro, pour la démonstra-

tion duquel nous ne saurions mieux faire que de renvoyer a [2, p- 20-23].

Théoreme 5 (Sumihiro) : Soit X une variété normale sur laquelle agit un tore
T ; alors tout point de X admet un voisinage ouvert affine, invariant sous T.
Soit donc X une variété normale sur k, T X une immersion équivariante. Le
Théoreme 5 nous dit qu'on peut recouvrir X par des ouverts affines Ua inva-

riants sous T ; le Théoreme 1 dit que chaque Ua est du type Xo pour un cer-
o

. ~ ’ . ' ’
tain cone polyédral % de N Puisque X est une variété, c'est un schéma

R"
séparé ; pour tous a, B, les fleches X NX =X et X NX_ =X sont donc des
ag ag a a (e}
o B o o B B
immersions ouvertes ; comme Xo F]XG est le produit fibré de X et X dans
o B 9o GB

la catégorie des immersions équivariantes de T, le Théoreme 3 montre que



X oLF\XOB= Xdar]o . I1 en résulte que car\cB

doit étre une face de Ga et de

Si donc 1'on considere la famille des cones polyédraux o de N tels

R
que l'on ait un diagramme T-équivariant

T C———>XO

2

ou iG est une immersion ouverte, on voit que cette famille qu'on notera

{Ga}aGA jouit de plein droit des propriétés suivantes :

(i) A est un ensemble fini ;

(ii) si o est une face de g, ona: o= GB pour un BE A

(iii) pour tous a, BE A, Garld est une face de I, et de ¢

B B -
Définition : Un éventail de NR est une famille {oa}aEA de cones polyédraux
de N satisfaisant les propriétés (i), (ii), (iii).
Remarque : Si on élimine la propriété (i), ce qui est parfois utile, on

obtient des schémas toriques qui ne sont plus de type fini, mais seulement
localement de type fini.
Nous regrettons que Mumford ne soit pas un "fan" de cette terminolo-

gie due a Demazure [1, p. 557].

Si on se donne un éventail {Oa}aEA de NR , on construit un schéma X

a partir de 1l x , par recollement de X et X le long de X_ NX y la
o] o} o o] o]
acA o a B o B

propriété (i) entraine que X est de type fini ; on note X{o } la variété nor-
a

male ainsi obtenue. C'est clairement une immersion équivariante du tore T.
Enongons donc le

Théoreme 6 : (i) La fleche : {Oa}kgx{o ] établit une bijection entre éven-
o

tails de an et les classes d'isomorphisme d'immersions équivariantes normales
de T ;

(ii) 1la fleche qui a chaque o, associe 1l'unique T-orbite fermée
[e)

de X, notée 0 @, établit une bijection entre 1'ensemble des o, et 1'ensemble
e!

des T-orbites de X{n } ; cette bijection renverse le sens des inclusions entre

adhérences d'orbites.



Démonstration : Il nous faut démontrer (ii). Mais si 0 est une T-orbite, le

Théoreme 5 montre qu'elle est contenue dans un ouvert affine invariant sous T,

: o
donc dans un X04 ;3 cette orbite est donc du type O B pour oB une face de o j
a o]
mais alors oB est dans 1'éventail, a cause de la propriété (ii), et @ P est
l'unique orbite fermée de XO . u
B

Théoreme 7 : Soient {Oa} et {cé} deux éventails de Np - Il existe un morphis-

me f: X{G }-'X{d‘} d'immersions toriques ssi pour tout a, il existe B tel que
o

B
cagcs .

Si cette condition est réalisée, f est surjectif ssilJoa rencontre

Int(cé) pour tout B.

g
Démonstration : Si f existe, pour tout a, 1l'image de 1l'orbite D ® est conte-

nue dans un ouvert affine du type Xd' 3y si X est un point de Xd , son orbite
g B o
est adhérente a @ %, donc 1'orbite de f(x) est adhérente a X, » et X, étant

g B

ouvert et invariant sous T, contient f(x).

On en déduit : f(X0 )C:Xd, , d'ou 0, S04 par le Théoreme 3. La réciproque est

o p
immédiate.
Si f existe, pour tout a, il existe un unique B tel que

o o!
Int(c )cInt(c'), et ona : f(0 %) =0 B d'apres le Théoreme 2. Le deuxieme
o

p

énoncé du théoreme en résulte immédiatement. =
Enongons maintenant les criteres de propreté '"absolue" et 'relative'.

Théoreme 8 : (a) X{da} est une varieté complete ssi an::Nﬂt H
(b) avec les notations du Théoreme 7, le morphisme

f: X{Ga}-»X{Oé} est propre ssilJca:zu dé .

Démonstration : On applique le critere valuatif : X{o } est complet ssi tout
a
point f: Spec k((t))—»X{G } se pralonge a Spec k[[t]]. Il est clair qu'on ne
B

. ~ . -~ ~ ’
perd rien a supposer f lui-meme a valeurs dans 1'ouvert dense T, donc donné

par un homomorphisme d'algebres

£ k[M] - k((t)) .

Soit ¢ : M~ Z 1la forme linéaire telle que @(r) = ordo(f(zr)). On voit que le

prolongement existe ssi il existe un a de la famille telle que ¢ soit > O sur



v v . . N .
dar]M, ou sur o (c'est la meme chose). Ceci revient a demander que ¢ soit
A

\4 ~ . s . , .
dans O, =04 Comme ¢ peut etre quelconque, le critere valuatif équivaut au

fait que 1'union des g, contienne tout élément de N, ce qui démontre (a).

o
propre ssi tout élément de NN ﬂJdé) appartient a NN (Uo, ), d'ou (b). =

Le critere valuatif dans le cas de f: X{ }—*X{c,} montre que f est
B

Exemple de la dimension 2.

On rappelle que les éventails et corres-

pondent respectivement a t2 et a Ez-—{O} ; voici des exemples d'éventails qui
recouvrent R2 , donc tels que les variétés toriques associées soient complétes.

. 2
Voici d'abord le plan projectif de TP .

Cette variété est en effet recouverte par 3 ouverts Xi= Xd avec

i
X, = Spec ClX,Y]
X, = Spec €[XY,X ']
X, = Spec erxy,y 'y .

On retrouve la description standard du plan projectif.

On se contentera d'étudier les éventails {ca} de R2 qui sont tels

que la variété X{o ) soit propre et lisse. Ceci signifie
o
2
- an = R

3

- chaque o est du type R x+R y, ou (x,y) est une base de z2.

On peut donc indexer les o par Z/m, pour un entier m>3 et trouver des y; € 72



(pour i€ Z/m) de sorte que :
- pour i€ Z/m, on a : Gi=R+yi-1
- (yi—‘l’yi) est une base de 22 ;
- ona:R+yi=diﬂo’i+1 . N
On ne perd rien a supposer que (yo,yl) est la base standard de Z~ . Pour tout

i, on peut écrire

ce qui montre que 1l'éventail est décrit par la famille des aiE Z assujettis

a la condition :

. cens = Id .

1 -am 1 —am_1 1 —a1

Alors X{G 1 T est 1'union d'orbites de dimension 1, soit c§==m(lg_yi), et
i

d'orbites de dimension 0. Les adhérences Ci des Cg sont des droites projectives;
, . . _

Ci et Ci+1 se coupent transversalement en 1'orbite m(l&_yi+‘R+ yi+1) de dimen

sion 0, et Ci et Cj ne se coupent pas si i et j ne sont pas consécutifs. D'ou

la figure




Proposition : a.=(C, . Ci)’ self-intersection de Ci dans la surface lisse

i i
X=X .
(o)

Démonstration : On peut supposer que (yi-l’yi) est égal a (e1,e2), base
2
standard de Z . Alors on a : Yie1= €1 34 ey - On a :
X, = Spec k[X,Y]
i
-1 3
X = Spec k[X ",X Y] .
.
i+l
y
/‘l \
/ / o Oi
/yi \\\\\
9541 N e >
Yi-1
/
yi+1

Déterminons dans ces deux ouverts 1'idéal § de la courbe Ci :

(&3 — .

dans X_, on a Jjy = (Y) ;
i o

dans X , on a S| = (X Y) .
o. X

i+l di+1

La courbe Ci est recouverte par deux cartes affines

U, = C; NX,

H

Spec k[X]
i

spec k(X" 1] .

U, = C.NX
2 i a.
i+1
-a
. o 2 . N i
L'idéal §/3" est engendré par Y dans la premiere carte, et par X 'Y dans la

deuxieme. Il est donc représenté comme faisceau inversible sur Ci’ par le
. : i -ay
1-cocycle a valeurs dans Oé qui vaut X ' sur Uir]U2 3y on a donc :
2 ! .
01(3/3 )==-ai- Or 3/32 est le dual du faisceau normal %t a Ci dans X. On a

alors

(€ C) = ey = =c (3/5%) = a, . a



A une famille (ai)iEZ/m

” ’ h ~
pondéré a m sommets et m aretes :

comme plus haut, on associe un graphe

- les sommets correspondant aux courbes Ci et affectés du poids a. ;
i

- les aretes correspondant aux points cir1ci+1 joignant les sommets cor-

respondant a C. et a C,
i i+1

Voici, par exemple, le graphe correspondant a Pz(m)

1
1 1
Voici un autre exemple.
-a
Le graphe 0 0 correspond a 1'éventail
+a

et on vérifie que la variété torique correspondante n'est autre que

P(Op ®0p (a)), le fibré en droites projectives sur P, obtenu en compacti-
1 1
fiant fibre par fibre 1'espace total du fibré CHP (a).
1

Rappelons que‘pﬁ:zproj k[xo,...,xn] est recouvert par les ouverts

U, =Uy ={xe Pk tq X;(x) £0}. On a donc :

1 .
xo Xl xi-i xi+1 Xn
U. = Spec | ==y Ty, "."Y_ -

i X, X, . .
i i i i i



1

On fait agir sur LAE+ = Spec k[Xo,-..,Xn] le tore G::i de facon diagonale ;

1'action se descend a ]PE , et se factorise par le tore T quotient de G:nl+1 par
X.
le sous-tore Gm des homothéties. En posant -)-(-L= X, pour 1<i<n, on identifie
o
U aBAletTat&". Ona : U =X pour o= R".
o k m o (o} +
Avec ces conventions, pour 1<i<n, on a
-1 -1 -1 -1 -1
Ui = Spec k[xi X XL e X, XX, X e XX ]
d' ou U, =X_ , avec
i
c,=R+.(—z e.)+ T R .e. .
' 1<j<n Y 1<j=n J
J#i
Si on pose e = -I e., 1'éventail est la famille des cones polyédraux Op s

1<i<n
pour I sous-ensemble de {O,...,n} de cardinal < n, a savoir :

[e) = 2 R « ©, .
I icT + i

Du point de vue simplicial, 1'éventail {UI} est le bord du cone polyédral

Rn+:l .
+

Si on garde 1'éventail {O‘I} de R" , mais si on change le réseau

z"- o =z. e; » en le remplagant par un réseau isogene N= + Z . ()\.i ei)

1<i<n O<i<n
avec Kié N —{0} , on obtient une varéité complete, généralement singuliere,
qui est localement quotient de IAE pour l'action d'un groupe cyclique. On recon-
L4 - . . . 1
nait aisément dans cette variété 1'espace projectif tordu, quotient de A;;L par

l'action diagonale d'un groupe Gm

b Gmn——>

La méthode décrite plus loin permet donc de désingulariser ces espaces projec-
tifs tordus. Par ailleurs, la description précédente montre qu'un tel espace

projectif tordu est quotient de ]PE par 1l'action d'un groupe abélien fini.

On suppose k=0 ; on veut étudier la topologie de la variété torique



A une famille (ai)iGZ/m

pondéré a m sommets et m arétes

comme plus haut, on associe un graphe

- les sommets correspondant aux courbes Ci et affectés du poids a; 3
- les aretes correspondant aux points cirwci+1 joignant les sommets cor-

respondant a C, et a C, _ .
i i+l

Voici, par exemple, le graphe correspondant a P2(E) :

1
1 1
Voici un autre exemple.
-a
Le graphe 0 0 correspond a 1'éventail
A
+a

Ne

s
. ;1/\_\ R
y T 1 /’,
- o
-ae -e, —

et on vérifie que la variété torique correspondante n'est autre que

P(Op @0p (a)), le fibré en droites projectives sur P, obtenu en compacti-
1 1

fiant fibre par fibre 1'espace total du fibré Op (a).
1

Espaces projectifs (tordus).

Rappelons que'PE::Proj k[Xo,...,Xn] est recouvert par les ouverts
Ui=UX = {xe Pk tq Xi(x);£O}. On a donc
i . - .
U =S 52 il Ei:l_ fiil Eﬂ
i = SPeC | XY T X NS .
i i i i i



On fait agir sur IAE+1= Spec k[Xo,...,Xn] le tore Grnn+1 de fa¢on diagonale ;

1'action se descend a ]PE , et se factorise par le tore T quotient de G:nl+1 par
X,
le sous-tore Gm des homothéties. En posant ilwzxi pour 1<i<n, on identifie
o
U aBA'etTa& . Ona : U =X_ pour o= R™.
o k m o o +
Avec ces conventions, pour 1<i<n, on a :
-1 -1 -1 -1 -1
U, = Spec k[xi X X e Xy X T X X T e X X ]
d'ou U, =X_, avec
i o.
i
g, =R . (- e.)+ X R .e. .
! * 4<jen 9 1sjzn * Y
iti
Si on pose e = -I e., 1'éventail est la famille des cones polyédraux O o

1<i<n
pour I sous-ensemble de {O,...,n} de cardinal < n, a savoir :

g = > R « €, .
I i€l + i
Du point de vue simplicial, 1'éventail {GI} est le bord du cone polyédral
R
Si on garde 1'éventail {OI} de Iﬂl, mais si on change le réseau

z" - &) Z . e, » en le remplagant par un réseau isogene N= + Z . (Xi ei)

1<i<n O<i<n
avec Kié ml-{O} , on obtient une varéité complete, généralement singuliere,
qui est localement quotient de AE pour l'action d'un groupe cyclique. On recon-
L4z . . . 1
nalt aisément dans cette variété 1'espace projectif tordu, quotient de A£+ par

1'action diagonale d'un groupe Gm

XEG —>
m

La méthode décrite plus loin permet donc de désingulariser ces espaces projec-
tifs tordus. Par ailleurs, la description précédente montre qu'un tel espace

projectif tordu est quotient de'PE par l'action d'un groupe abélien fini.

On suppose k=T ; on veut étudier la topologie de la variété torique



X:.X{0 } , ou {Ua}aEA est un éventail de NII' Pour chaque a, on sait que 1la

fleche nl(T,i)—~n1(Xo ,1) est surjective, de noyau L(da)r]N, ou L(Ua) est
o

l'espace vectoriel engendré par Oa dans NR . Le recouvrement ouvert {Xc } de X
o4
est fini stable par intersections ; le théoreme de Van Kampen dit que n1(X,1)

est le quotient du produit libre des nl(XG »1) pour a € A, par les identifica-
o

tions déduites des fleches nl(XcI ,1)—»Tc1(X0 ,1) pour GB de g, - I1 s'ensuit
a

que la fleche nl(T,l)—»n1(X,1) est surjective, et que son noyau est

L(Uo )N N, ou L(UO ) est le sous-espace vectoriel de Ng engendré par U o_ .

o o oEcA «
En particulier, si X est complete, i.e. si U Oy = NR s X est simplement
a€A
connexe.

Pour calculer la cohomologie entiere de X, soient Qggeeeslly les élé-

ments de A tels que les faces Ga soient maximales dans 1'éventail {Oa}. On
i
pose pour simplifier : 0;=0, - Les XO forment un recouvrement ouvert de X,
i i
d'ou une suite spectrale de type cohomologique

Ei’"q - ® Hq(xd NeeaNX, )
1<i <i.<...<i <4 i i
1512 p 1 p

U

P lx,z) .

Avec les notations du § 1, on a : Hq(XO N...Nx, ,z)= A(V(o, N...no, )
i i 1 p
Comme application de cette suite spectrale, calculons X(X)

«(X) = £ (-0 aim B(X,2) = 5 (-1)PTI7L aim(EY* )
n Psq
d'ou x(X)=g3 (-1)p_1 ) ,(x (-1 dim Aq(V(cri N-.-No; )) .
. . e . z 1
P 1s11<12< <1ps q P
Or pour W un Z-module libre, x (-1)% dim AY(W) est nul si WZO et vaut
q
1 i W=0. Or V(0. N...No. )=0 ssi . N...No., engendre N comme espace
i, lp i i R

vectoriel, donc ssi p=1. On trouve donc : x(X) =4 ; ce résultat se déduit

g.
d'ailleurs du fait que les D ' (1<i<%) sont les pofnts de X invariants par T,

donc par un groupe a un parametre bien choisi du groupe de Lie T.

On peut utiliser la suite spectrale pour montrer que 1la fleche



Pic(X)-—»Hz(X,Z) est surjective lorsque les o, sont de dimension n (donc en
particulier, lorsque {o_} est un éventail complet). Notons d'abord que ceci

N
entraine V(oi)=0 et Hq(XO ) =0 pour g=1, d'ou El’q-_-O pour g>1. On a
o,
i
donc une suite exacte

2

9
@

3,0 1

0o — 2% stz — 2 S0 .

Par ailleurs, montrons que Eg’oz 0. En effet Eg’o, pour p=>1 est un groupe de

cohomologie de la suite :

d d
gp1,0 M, ppi0 M petio
1 1 1
. p’o_ p E . ’ . . VAL
Or on a : EJ’"=A (Zz) , et d, est la différentielle extérieure, d'ou
Eg"):o pour p=1.
On a donc : H2(X,Z) EEi’l . I1 est clair que Ei’1=E§’1. Comme
E:’izo, on a : Eg’lzker(dlz Ef’lq :13’1). On a : E?’1= ® V(cyi No.).
1<i<j<t 1 J
Un élément (xi,jev(oincj))lsi<jsﬁ est dans ker d, ssi X5, 5% %5, 6" Xq,K POUT

1<i< j<k<4.

Or, remarquons que pour r € M, _)_Sr est inversible sur XO nxc ssi
x ‘ i J
p i, *
rEV(oiﬂcj) 3 i1 en résulte que la famille (_)£ 1ade FC(XCj ﬂXo ,(}X)) est un
i, 73
N ¥*
1-cocycle du recouvrement de Zariski {XO } a valeurs dans OX ; ce 1-cocycle
i
représente un faisceau inversible £ sur X, et on laisse au lecteur le soin de
ne pas vérifier que cl(£) correspond a (Xi j) par 1'isomorphisme entre
9
H2(X,Z) et Eg’l,
Ceci montre que la fleche Pic(X)—»Hz(X,Z) est surjective. De plus,
le faisceau £ est par construction T-linéarisé, donc la fleche

PicT(X)-»Hz(X,Z) est également surjective.

Dans le cas général, ou les oi ne sont plus supposés etre de dimen-
sion n, je conjecture que PicT(X) et Pic(X) ont méme image dans H2(H,Z)- Je
conseille de comparer ceci a la démonstration du Théoreme 12 et a la remarque

qui la suit.



Nous passons a la description des faisceaux cohérents d'ideaux frac-

. 3 . ’ . ’ s 7 ’ . 7 < ’ .
tionnaires, T-lineéarisés, sur une variete X{c } associée a un éventail {da} de
a

NR.
Soit ]‘LL)X 1'inclusion canonique, ou X::X{d ]- L'image directe
a

i*(OT) est un Oy-Module quasi-cohérent contenu dans le faisceau constant K(X)

des fonctions rationnelles sur X (c'est en effet la réunion de ses sous-Modules

cohérents). De plus i*(OT) est muni d'une action naturelle de T.

Soit donc & un sous—@X—Module de i*(OT), invariant sous T, qu'on
supposera trivial sur T, comme l'action simplement transitive de T sur 1lui-

méme le permet. On lui associe une fonction ord ¥:Uc - R de la fagon suivan:
fod

te.

Fixons-nous un Sy et soit a¢€ Nr]ca, et Ka: Spec k[X]-aXO 1'extension du groupe
o4

. d s S . z 3 - 3* .

a l1-parametre Xa fournie par le Théoreme 1. L'image réciproque Ka3 est un fais-

ceau d'idéaux fractionnaires sur k[X] ; soit ord &(a) la valuation en O de ce

faisceau.

Calculons explicitement ord &(a) ; remarquons que la restriction de

3 a X, est un faisceau du type J_, ou J, est un module M-gradué, de type fini

o N r.
sur 1'anneau R = Spec k[;ar]M]. On peut donc écrire : J,= Z R .X L ou les
. o =
e i=1
r. sont dans M. Par conséquent XaJa est défini par le k[X]-module
1 <ri,a>
T k[X].X . D'ou la formule :
i
ord ¥(a) = inf <r, ,a> |,
1<i<N

qui permet d'étendre ord & a o I1 est clair que ord & est ainsi bien définie

sur Uc , et ne dépend que du faisceau &. Elle a les propriétés suivantes

a
(i) ord F(Ax) =X . ord 3(x) pour A€ R ;

(ii) ord ¥ est continue et linéaire par morceaux ;

(iii) ord F(NN (Ucy)) cZ ;

(iv) ord & est convexe sur chaque Oy °

Inversement, soit f: Ud -~ R une fonction satisfaisant ces conditions, et pour
o

chaque o considérons le F(OX )-module gradué
%
(Jf)(x: ® k.X .
reM
r>f sur o
a



Nous atteignons maintenant le

Théoreme 9 : I. Soit f une fonction satisfaisant les conditions (i), (ii),
(iii), (iv). Alors les (Jf)a se recollent en un faisceau cohérent, T-invariant,

d'idéaux fractionnaires, soit & De plus, &_ est un faisceau d'idéaux complet

f- f

au sens de Zariski.
IT. Les propriétés suivantes sont vérifiées :

@ord (& )_f ;

@ Eord % est la cloture intégrale de F ;

@ les applications : & ord & et stf sont deux bijections réciproques
entre 1l'ensemble des sous—@x—Modules cohérents de i*(OT), invarbants sous T

et complets ;

@ on a 3C3 ssi (ord F21f) ;
@ ord(?f 3 ).ord(:i‘I ) + ord(3 )

& = .
@ /xda Oxc ssi ord &=0 sur I

‘ gf et 3f sont isomorphes comme C}X—Modules ssi f1— f2 est linéaire sur

Uy, -
o

I1I. @ 3‘_1=3‘g, ou g est 1'interpolation convexe de la fonction

convexe -ord(&) sur U Skl(ca), le squelette d'ordre 1 de 1'éventail Ua, -
o

@ FH .5 ssi F est complet et si ord ¥ est 1'interpola-

tion convexe d'une fonction U Sk1(0 ) /A
o

@ & est inversible ssi ord & est linéaire sur chaque Oy

les diviseurs de Weil correspondent bijectivement aux fonctions | Sk (0 )... Z
Yn o
@ le bidual QX du faisceau canonique Qx est isomorphe a

3k’ ou k est 1'interpolation convexe de la fonction constante de valeur -1 sur
1
Sk .
g (o)
Remarque : On note qu'ici une fonction d'un cone convexe de NR a valeurs

dans R est convexe ssi f(x+y) = f(x)+ f(y).

Si o est un cone polyédral de Ng » alors Sk (o) est 1'ensemble des
vecteurs primitifs de ses faces de dimension 1. Si h: sk (0) > R est une fonc-
tion, son interpolation convexe a o est la plus petite fonction convexe

~

h: - R qui soit > h sur skl(o) ; on a donc

;(x) = inf L(x) .
Lem s
4>h sur Sk (o)



L'interpolation convexe a Us, d'une fonction sur U Ski(oa) se fait

o
séparément sur chaque g -

Démonstration du Théoreme 9 :

I. Soit f une fonction : an—+R comme dans 1'énoncé ; pour tout &,

d'apres (ii) et (iv), on peut trouver une famille finie r. (1<i<k) d'éléments

de M telle que f(x)= inf <r,,x> pour x¢€ o, - On a donc :
1<i<k
(J,)) = @& k.Xx" .
rzinf(r,)

sur G
o

On va montrer que (Jf)(,.1 est la fermeture intégrale de 1'idéal fractionnaire
r

® Xx*
1<i<k
cone polyédral, et que Ut = o, D'apres le Théoreme 7, on a un morphisme

o

. Ra . Soit Ty = {xe g, tq f(x) = ri(x)}. I1 est clair que T4 est un

X{T }—»XO ; par les Théoremes 7 et 8, ce morphisme est propre et surjectif.
i o
r Ty ~
pour r€ M, X est entier sur X = . Roc ssi le meme énoncé est vrai sur X{'c } o
i.e. ssi, sur chaque XT ’ _)Sr

i

est entier sur 1'idéal fractionnaire engendré par

r. r.-r,
1es2(_3(1sjsk)- Mais sur g;» om a : r.<r. pour 1< j<k, donc_)£J b oest
. r,
holomorphe sur Xc , et 1'idéal fractionnaire (X 1) est engendré par X ' ;3 donc
i r. r-r.

sur X_, ona: XT est’ entier sur (X 3y ssi X est holomorphe, i.e. ssi

i r.
r(x) 2r_(x) pour x€ ;- On voit donc que _)Er est entier sur @& X 1. Roc , ssi

t 1<is<k
r(x) = f(x) pour x¢€ g, d'ou notre assertion.

Si o4 est une face de o , on a alors : (Jf)i3=F(XdB’(Jf)Oc) puisque
la cloture intégrale d'un faisceau cohérent d'idéaux fractionnaires sur XG (a

. a
. . o , i . . < s
savoir 1'idéal engendré par les X ) est un faisceau cohérent d'idéaux frac-

tionnaires. Les recollement des (Jf)OL est donc possible.
I1. Est completement trivial.

ITI. @ Soit réM ; on a : _)_(_r‘é 3_11)( ssi ir.glx COy v D'apres II,

g g a
o4 o4 o

@ , ceci équivaut a r > -ord & sur o, done ar=g, ou g est 1'interpolation

convexe de -ord ¥ sur o ¥
@ est une conséquence triviale de @ .

@ On a une base du groupe des diviseurs de Weil T-invariants formée

des CDX,~ pour Xx€ |J Ski(oa), puisque X est normale. Sur chaque o , le faisceau
o



d'idéaux de Ex contient tous les lr tels que <r,x>>0 ; 1'ordre de ce diviseur

est donc l'interpolation convexe d'une fonction de Dirac-Kronecker sur

U skl(o ).
o
a
(:) Comme X est normale, Si xreg est 1'ouvert régulier de X, et
A
j: Xreg-»X, on a : 6;:=j*(02 ). I1 suffit de montrer que la forme holomorphe

reg
® de Haar sur T a un pole d'ordre 1 le long de chaque Dx, pour XxE€ Skl(oa). Or

ona: X_ =spec(k[§anM]), 1'idéal de D est I=k[t], ou 7={r¢ éanM tq

a
<r,x>>0}. Il existe r€ 1 tel que <r,x>=1, cet r est une uniformisante de

1'anneau local de Xo en 0. Complétons r en une base (r= rl,rz,...,rn) de M

a
telle que <ri,x>::0, pour i =2,...,n. Alors w est un multiple constant de
r r
ax" ax 2 ax " r,
—_—A e AL A — . Or les X ' forment un systeme de coordonnées locales au
Er Xr2 Xrn

voisinage d'un point général de Ex, d'ou le résultat. =

Théoreme 10 : Soit X:.X{cj 1 soit & un faisceau cohérent d'idéaux fraction-
o

naires T-invariant sur X. Soit BE(X) 1'éclatement normalisé de &. Alors BE(X)

est une T-variété décrite par la subdivision de {ca} en les plus grands coOnes

polyédraux ou la fonction ord(&) est linéaire.

Démonstration : Comme & est T-invariant, il est clair que T agit sur le dia-

gramme Bg(X) - X. Comme & est inversible sur 1'ouvert T de X, on voit que 1'écla-
tement normalisé est un isomorphisme au-dessus de T, de sorte que l'on a une

immersion équivariante TL»Bg(X)- On note que pour un cone polyédral 'rc:Uo ,
a
1'image réciproque de & sur Xr est un faisceau inversible ssi ord(3¥) est liné-

aire sur T, d'apres le Théoreme 9, III, (:) . On conclut en utilisant la pro-

priété universelle d'un éclatement normalisé.

Théoreme 11 : Soit X::X{0 } il existe un faisceau cohérent T-invariant &
a
d'idéaux fractionnaires sur X tel que B3(X) soit lisse.

Démonstration : On rappelle qu'un simplexe de NR est un cone polyédral du

type o= {}37\.i X Ki;zO} ou les x; €N sont linéairement indépendants dans N.
La multiplicité d'un simplexe o est 1'indice du groupe L Z. . x; dans

(z R .xi)(]N. Un simplexe ¢ est de multiplicité 1 ssi {xi} fait partie
d'une base de N, i.e. ssi la variété Xo est lisse (Théoreme 4).

On doit trouver une fonction f: UdaaﬁR satisfaisant (i), (ii), (iii),

(iv) telle que les polyédres associés a f (i.e. les plus grands polyeédres ou f



est linéaire) soient des simplexes de multiplicité 1 ; notons qu'on peut
assouplir la condition (iii) en la remplagant par : ord F(NN (U Ga))C:Q'
On raisonnera par induction sur le nombre de Oa (en partant de 0).

Soit donc o, un cone polyédral de dimension maximale, et supposons donnée

o
g une fonction fO satisfaisant les conditions requises ; le lemme

sur U

ato o
#a |
qui suit permet de trouver sur U o, une fonction f qui satisfait aux conditions

(i)-(iv), et dont les polyedres associés soient des simplexes.

Lemme 1 : Soit o un cone polyédral, soit fo une fonction sur 30, linéaire
par morceaux et convexe sur chaque face de do, et soit xoe NNint(c) ; définis-

sons sur o une fonction f par
f(ocxo+ By) = aC+ Bfo(y) pour y€ dg, a,f=20 ,

ou C est une constante rationnelle.
Si C est assez grand, la fonction f est convexe et ses polyedres
associés sont de la forme <T,Xo>, ou les T sont les polyedres T de do associés

N

af .
o

Démonstration : Soit {Ti} la famille des coOnes polyédraux de 30 associés a

fo’ soit {T&}aEA une subdivision finie telle que pour tous a,B€ A, il existe
i€l tel que t'+1'CTt,+R X .

o B i + 0
Pour x€ 7} et y€ Té , ona: x+y=Ax,y) . X+ z(x,y) ou K(x,y)EIR+ et
z(x,y) € 1, - Il est clair que A(x,y) et z(x,y) sont linéaires en le couple
(x,y)-

On voit que :

fx+y+ (a+ B)xo) - f(x+ axo) - f(y+ on)

=C. K(x,y)+-fo(z)— fo(x)— fo(y) .
On prétend qu'il existe K>0 tel que :
KA(x,y) = f (x) +f (y) -f (z2(x,y)) .
o o o

En effet, chaque membre est linéaire en le couple (x,y) ¢ T&)(T'. La forme

B

linéaire A(x,y) est > 0. Si A(x,y) =0, alors x+y€ Tic:ao. Mais alors
z(x,y) =x+y et la forme linéaire de droite est < 0, d'ou 1'existence de K.
Si C est supérieur a toutes ces constantes K(T&,T'), alors f est

p

convexe. Si C est supérieur au double de toutes ces constantes, montrons que



les polyedres associés a f sont du type <ti,x0>.
Tout d'abord, il est clair que f est linéaire sur chaque <Ti,x0>.

Supposons qu'il existe x¢€ Ty y € Tj, a,B € R+ tels que
flx+y+ (a4~B)Xo) = f(x4-axo)+ f(y4-Bx0) .

On suppose X €& T&, y € Té comme avant.

Par hypothese, on a : C. A(x,y) = —fo(z(x,y))+-fo(x)ﬁ-fo(y)

C
C.xx,y) = -fo(z(x,y))+-fo(x)+ fo(y) <35 AMx,y) .
On en déduit A(x,y) =0 et fo(x+~y)= fo(x)+-f0(y), mais ceci n'est possible que

si T& et t©' sont dans un méme T,.o®

B

L'application répétée du Lemme 1 permet de trouver des fonctions f

sur U o, satisfaisant les conditions (i)-(iv), telles que les polyedres asso-
o

ciés a f soient des simplexes ; pour une telle fonction f, on pose

mult(f) = sup mult(t) .
T associé a f

On peut trouver un tel f tel que mult(f) = 1.

Lemme 2 : Soit f une fonction positive, convexe, rationnelle, linéaire par
morceaux, sur un cone polyédral o, et soit {Ti} ses polyedres associés. Soit
XOE NN o, et soit T 1'éventail consistant en - les faces T qui ne contiennent
as X
P o °
~ ’
- les cones polyeédraux du type

<ri,xo> si Ti ne contient pas X mais est face d'un Tj qui contient x

Alors
(i) T est un éventail qui raffine {o} ;

(ii) pour g€ ', soit fx ¢ la fonction sur ¢ qui vaut

0’

- f sur une face Ti telle que

xoi-ti H

- f+ eg sur <Ti,xo>, ou g est une

forme linéaire telle que g(x0)= 1 et g/Ti=(L

Alors, pour € assez petit, fx e est une fonction convexe rationnelle sur o,
9
o

dont les polyedres associés sont les éléments de T.

Démonstration : (i) Soit T, 1'unique polyedre associé a f qui contient X,

dans son intérieur ; alors T s'obtient par une subdivision barycentrique de Ty



(ii) On dit qu'un cone polyédral est du type 1 si T, est un
polyedre maximal parmi ceux associés a f, et si T, ne contient pas X, " On dit
que T, est du type 2 si T, he contient pas X et est une face de codimension 1
d'un polyedre maximal Tj qui contient X -

I1 est clair que les Ty de type 1 et les <Tj,xo>, pour TJ. de type 2,

sont les éléments maximaux de T. Il est clair aussi que fX est linéaire sur
0’
chaque T; pour T, du type 1 et sur chaque <Tj,x0>, pour t©. du type 2.
On se donne une subdivision finie {T&} de {Ti} telle que si T&CTi

et 1! C'cj, et si 1'un des deux polyedres T, ou Tj est du type 2, alors il exis-

P

te un polyedre Tk du type 1 ou du type 2 tel que T&+ T! <:<'ck,xo>.

B
On partagera 1'étude en cing cas :
ler cas : 'l:i et Tj sont du type 1.
Alors T et Tj sont des éléments de T. Si donc x€ T et y€t., on a :

f s(x): f(x) et £ S(y)z f(y) par définition et par construction :
o’ o’

f 8(x+ y)=f(x+y)>f(x)+ f(y). L'égalité n'est possible que si x ou y est
o’
dans ’riﬂrj .

2nd cas : T est du type 1, Tj et Ty sont du type 2.
Pour x € T, et yETL, on a : x+ y=A(x,y) . X+ z(x,y), ou X(x,y)€B+‘,

Z(x,y)ETk ; et A et z sont linéaires en le couple (x,y)- On a :

f (x) = f(x) et f
X ,€

y + gxo) = €§+f(y+§xo) -
o

(
X €
o!

Par ailleurs : f (x+y+Ex ) = e(€+A(x,y)) + f(x+y+Ex ) .
X 1€ o o

On a donc :

X

f 0,s(x+ y + gxo) - fxo,s(x) - fxo,s(y+ §xo)

= er(x,y) + f(x+y+ gxo) - f(x) - f(y+ §xo) .

On a toujours : A(x,y) 20 et f(x+y~+ §x0) > f(x)+ f(y+ §Xo) .

Si 1'expression plus haut est nulle, on a : A(x,y)=0 (puisque £€>0) et

f(x+y+ gxo) = f(x) + f(y+Ex ). Comme T4 et <1:j,xo> sont dans deux polyedres
° .

associés a f, on en déduit que y€ T, ou xE<Tj,xo> .

3eme cas Ti est du type 1, Tj est du type 2, Tk est du type 1.

Pour (x,y) € Ty xTh, on a alors

fX (x+y+§xo) = f(x+y+§xo)
0,6



donc : fxo,e(x4-y+-§xo)-fxo,s(x)-fxo,s(Y*'gxo)

= f(x+y+ gxo)- f(x) - f(y+v§xo)- eE .

On remarque que (x,y,€)+ f(x+ y+ gxo)— f(x) - f(y+~§xo) est > 0 et linéaire en
le triple (x,y,E), donc s'écrit sous la forme h(x,y) + kE ou h est linéaire et
ou k>0. Si on avait k=0, en faisant y=0, on en déduirait

f(x+»§xo)= f(x) + §(xo), et f serait linéaire sur le polyedre <Ti,xo>, qui est
strictement plus grand que Ty ce qui est impossible. Donc k> 0. Si on suppose

e<k, alors on a toujours fxo’g(x+~y+-§xo)2 fxo,s(X)+ fxo’s(y+-§xo). Si on a
égalité sous ces conditions, alors £ =0 et on trouve

f(x+-y+-§xo)= f(x)4—f(y4—§xo), ce qui contredit la définition de T, et de T4

a moins que ye€t, ou x€<<rj,xo>.

4eme cas : Ti’ Tj et Ty sont du type 2.
Alors pour (x,y) € T&)(Té, on a, avec les notations habituelles :

fxo,s(xa-gxo) = f(x+—§xo)+-§s

fxO,s(y+»ﬂxo) f(y4-ﬂxo)+’n€

L}

x+y=2z(x,y)+ Ax,y) . x  avec z(x,y) € AMx,y) € R+ .

k,
De plus

fxo,e(x+ y+ (§+T])x0) = f(x+y+ (E+ T})xo) + (€ + T])xo

et on conclut facilement a 1'inégalité de convexité de f. o et aux cas possi-

0,

bles d'égalité (a savoir x,y€ un polyedre T, qui contient x _, T, et tj)-

5eme cas : Ti’ Tj de type 2 et T, de type 1.

k
On doit procéder comme pour 1'étude du 3eme cas.

On conclut de cette étude que les T; du type 1 et les <Tj,xo> sont

les polyedres associés a la fonction convexe f pourvu que € soit assez

X €
o'

petit. =

On part maintenant de f: U da—»R , satisfaisant 1les propriétés (i)
a (iv), telle que ses polyédres associés soient des simplexes. On peut supposer

f>0 sur U o . On rappelle que la multiplicité de f est le nombre

mult(f) = sup (mult t) .

~

T polyédre associé a f



On se sert du lemme 2, dans le cas mult 7> 1, pour trouver une fonction g jouis-
sant des propriétés susdites, mais ou le nombre de polyedres a g de multiplici-
tés mult(f) > mult(g) a chu d'au moins une unité. A cet effet, dans 1l'ensemble
des polyedres associés a f tels que mult(t) = mult(f), soit T un élément minimal
pour la relation d'inclusion. Pour hypothese T est du type 7 =<x1,...,xk>.
On sait que p=mult(f) =mult(t) est 1'ordre du groupe quotient G_ de

( R. xi)ﬂN par © Z . X, - Pour ri=<x1,...,xi,...,xk> face de T de codimen-

sion 1, on a un carré exact commutatif :

0 — ¢ Z.x,—>( % R.xJW —> G —>0
1<j<k J 1<j<k J i
it JAi

v
0 —> v Z _— (3 R.X.)ﬂN-——-—yG.-——',O

«X . . T
1<j<k 7 %j 1<j<k
\V y ‘/
0 —— zZ > Z —— G /G —0
i
A 2 L l
0 0 0

Comme # G est strictement inférieur a # G_ d'apres la propriété minimale de T,
i
H i = >1.
on a GT/GT. A1, soit GT/GT Z/mi Z pour m. 1

i i
La fleche composée (( = R . xj) NN) — Z/mi Z est 1'image dans
1<j<k
Z/mi Z == m;1Z/Z de la i-eme coordonnée d'un élément de b R.x..

1<j<k J

Contemplons 1'homorphisme de groupes abéliens : G_ - .[_I- (Z/mi) .
1<i<k
Puisque chaque projection est un homomorphisme non trivial, il existe g€ GT tel

que g ait une image non nulle dans chaque Z/mi . En remontant g a
(zr R. xj) AN, et en effectuant une division euclidienne par ¥ Z .x. , on trou-

ve un élément x de N qui s'écrit x= I a; - X, avec O<o¢i< 1. On voit tout
1<ic<k
de suite que <x,‘ci> a pour multiplicité oy mult(t) <mult(t).



On applique alors le Lemme 2 a flT et a X€ T ; on obtient ainsi une
nouvelle fonction g, qui cofncide avec f sur 07, ce qui permet de la prolonger
a U o, Il est clair que g satisfait les propriétés (i)-(iv). Les polyedres
associés a g sont encore des simplexes ; le seul changement est que T lui-méme
a été remplacé par les <T,Xi>, qui sont de multiplicité strictement plus petite.

L'itération de ce procédé permet de trouver un g de multiplicité

mult(g) <mult(f), ce qui acheve la démonstration du Théoreme 11. =

Illustrons ce procédé de désingularisation équivariante. Tout d'abord
pour résoudre une variété toro¥dale X de dimension 2, on se ramene au cas ou
X::X6, pour o::<x1,x2> un secteur rationnel de Bz . Si K est 1'enveloppe con-
vexe de {O’Xl’x2} dans R2 , et E=NNK, il résulte de notre démogftration du
lemme de Gordan (cf. Lemme 1) que € engendre le semi-groupe cNZ , et que les
points de € subdivisent o en une union de secteurs PRI chacun étant tel
que la variété X . soit non-singuliere. Tl est clair que Y::X{Gi} est la réso-
lution minimale d; X_. La description complete du diviseur exceptionnel (com-
posantes, intersections, self-intersections) résulte de 1'étude,déja faite, de

la variété Y. On construira sans peine une fonction f: o=U diﬁiR telle que

Y=B, (X).
3f

Voici, d'apres Saint-Donat, un exemple en dimension 3. On prend le

cone polyédral c=‘<e1,e2,e3,e1- e24-e3>. On a
X = Spec(RG) ,

ou R_= k[xi,xz,xixz,x2x3,x3] —~—k[x1,3{1,x3,1(:,,]/(x13(3 - x3Y1) .

3

Xd est donc le cone sur la quadrique X1Y3=:X3Y1 de P .

e_+e_,-¢€

>el\c




On a deux moyens simples de subdiviser o en deux simplexes de multipli
cité 1, au moyen du cone de dimension 2 <e_ ,e_> ou du cone de dimension 2
1°°3
<e0,el+ e3~»e2>. Ces deux subdivisions sont associées aux fonctions convexes
2 ;
sur o

* % %
f = inf(ei,elwﬂe2 resp. g = inf(e, ,e

e
3R
e
ks

[u
(9]

Les deux idéaux associés sont les idéaux des cones au-dessus des deux droites

de la quadrique.

Compléments sur les diviseurs sur les variétés toro¥dales lisses.

Soit X=X, } une variété torotdale lisse, et soit Skl(d) le 1-sque-

o
lette de 1'éventail {G@}. Soit PicT{X) le groupe des classes d'isomorphisme de

faisceaux inversibles T-équivariants sur X.

Proposition : On a une suite exacte

sklfo }
M 3 7 s Pie (X) —s 0 , .

Skifca}

ou, pour r< M, ®(r) est le diviseur principal défini par Er, et ou Z

est identifié, par le Théoreme 9, au groupe des diviseurs de Weil T-invariants

sur X. "

Théoreme 12 : L'homomorphisme naturel de groupes : PicT(X)daPic(X) est un

isomorphisme lovsque X 2st lisse.

Démonstration : Seit L un faisceau inversihle sur X::X;y 1+ Chagne X est

X o
isomorphe a une varié!s du ivope ii»:m;'k d’apr5s 1o Théoreéme 4, donc
Pic(X_ )-0. Lu restriction de L a X_ est donc libve, et L est défini par un
e
o du recouvrement ouvert {XO } a valeurs dans le faisceau Gx.
LR o
Comme Tr:Xéﬁl est le plus peiit ouvert du recouvrement, si on pose

e
b3

i-cocycle bw

= ; v s N < X : de plus a est un élément
a_ b{0§‘: . oon oo b%,B ST sur 5, P a,
L < t oy 3
. . - , . . ~ .
inversible e kM), donc on pent écrire : PLT L X ou c7€ k et rae M. Au
cobord prés du O-cocycle amc . le 1-cocvcle est défini par
ro-r -
- 'Y' > . vl - . > rd .
bQ B = X . Mais le faisceau L défini pav ce 1-cocycle est clairement T-équi-
, =
variant. La floche PicT{X)-.PiC(X) est done wurjective. Son injectivité est

- . [ K

claire. L]

Remarque : Demazure [1, p. 565-567] étend ce résultat a des schémas torofdaux



~ 4 . ~ . . . « N .
sur Ze Notons que le meme résultat doit etre vrai si X est singuliere, mais
nous ne savons le montrer (par voie transcendante) que lorsque k est de carac-
téristique nulle et X complete.

Théoreme 13 : Soit §=9_ un faisceau T-équivariant d'idéaux fractionnaires

f
sur X=X .
fo 3

(:) J est engendré par ses sections globales ssi on a :
f = inf (I‘) L4
réM, r>f sur an

Dans ce cas, f est convexe.

(:) Si R) est inversible, alors R) est ample ssi f est strictement convexe, i.e.

pour chaque a il existe re M@ Q tel que :
- f<r sur U ca 5

- Oa0= {xeuy S, tq f(x)=r(x)} .

Démonstration : (:) F(X,Ef) est engendré par les zr tels que r>f sur U o_ ;

pour chaque «, la restriction de Ef a X, est engendrée par les Er tels que
o
r>f sur o_.
o

(:) I1 est clair que §=3_ est ample ssi les ouverts Uy du

f
type U= {x€ X tq Ex engendre Sin}, pour n>1 et X section de g@n sur X,_.

forment un recouvrement affine de X. Mais cette condition est vérifiée ssi tout
r

.- r
X0 est de ce type, pour un certain X B et un certain n|3 y mais alors r::;E est
p B
1'élément de M® O qui convient. =
Remarque : Demazure [1, p. 567-570] a montré que sur une variété toro¥dale

lisse, tout faisceau ample est tres ample.

On trouvera dans Demazure [1, p. 584-588] et dans [2,p.152-153] des
exemples de variétés torofdales lisses, completes de dimension 3 qui ne sont
pas projectives. Notons que de telles variétés ont des modifications qui sont

projectives.

Pour X une variété toroldale, on sait que X est Cohen-Macaulay. On
en connait deux démonstration :
1) celle de Hchster [5] qui est de nature combinatoire et, semble-t-il,
constructive j; cette démonstration a été reprise par Kushnirenko [4] ;
2) celle de Kempf [2, p.- 41-52] qui utilise des techniques d'algebre homo-
logique.

Pour montrer qu'une résolution T-équivariante f: Y- X est rationnelle,



il suffit, d'apres [2, p. 50] et le fait que X est Cohen-Macaulay, de montrer

le résultat suivant

Proposition : Si f: Y-X est une résolution T-équivariante de X, alors 1l'ho-

momorphisme naturel de faisceaux : f*Qg-‘Q; est un isomorphisme.

Démonstration : Soit vt la forme de Haar sur le tore. On doit considérer une

forme différentielle w holomorphe sur Xreg’ et montrer que f*w est holomorphe
sur Y tout entier. On peut pour cela supposer w de la forme : w::gr.r, pour
r€ M. Mais ¢ est holomorphe sur Xreg ssi <r,x>> 0 pour tout x¢€ Skl(X). Si
X=U o , cela entraine r >0 sur U ca-{O}, donc <r,y>>0 pour tout yé€ skl(y)

*
et f ¢ est holomorphe sur Y. =

§ 3. MORPHISMES TOROIDAUX AVEC CHANGEMENT DE TORE

On se propose de décrire les propriétés des diagrammes du type

T (—— X

fl lf

T' ¢—> X!

ou ToX et T'« X' sont des immersions toro¥dales. f: T-T' est un homomorphis-
me surjectif de tores sur k. ‘
On décomposera 1'étude en deux parties :

(1) f est une isogénie ;

(2) ker(f) est sans facteur direct du type n, .

Etude des isogénies toroYdales.

Soient T un tore sur K ; M, N, etc. les groupes associés a T. Une
isogénie f: T~ T' est définie par un sous-groupe d'indice fini M' de M. Le
groupe fini G= M/M' est le groupe de Galois de 1'isogénie f.

Les groupes associés a T' sont M'cM et N'ON ; on identifie MlQ a M!', etc. Un

éventail {Ua} de N définit deux immersions toroVdales T&X et T' X', et un

R
diagramme



qui est T-invariant en un sens évident. Le morphisme f est un revétement sur-
jectif ramifié de groupe G. Son lieu de ramification est un diviseur de Weil
invariant sous T. On explicite donc f: X- X' completement en calculant 1'indice
de ramification e(f;x) de f le long du diviseur D" de X, pour x€ Ski{oa}. Or,
on obtient une uniformisante locale de D (en son point général) en prenant un
caractere _)gr, pour r¢€ M' et <r,x>=1. Soit m le plus petit entier tel que

m.x€ N ; alors f_i(ix) =0 comme ensemble 3 11 est clair que m.x est un élé-
ment primitif de N ; comme <r,mx>=m, on a : f‘l(i") =m.0""* comme diviseurs

de Weil sur X, donc e(f3;x)=m, ce qui conclut notre étude.

Cas ou ker(f) est sans torsion.

On a donc une suite exacte de tores sur k : 1—»T"—1—> T —LT' -1 d'ou

3 *
des suites exactes O-aM'i) M—l——>M"—»O, 0- N" —1>N—L>N‘ -+ 0, avec les nota-

tions évidentes. On se donne 2 immersions équivariantes T<—>X=X{(j } et
o4

T'o X! = X{TB} .

Proposition : 11 existe un diagramme commutatif

T t—u-—sX

|

T' "’———)X'
ssi pour tout a, il existe B tel que f(da)CTB .

Démonstration : Comme dans la démonstration du Théoreme 7, si le prolongement

existe, pour tout o, soit O 1'orbite fermée de X, s f(D) est une T'-orbite de
. a
X%, donc c'est 1'orbite fermée de X% pour un certain B ; si x est un point de

B

X , 1l'orbite de x est adhérente a D donc 1'orbite de f(x) est adhérente a

(¢
a

f(0), donc contenue dans X!, ; d'ou f(X(j )CX% ; soit alors a€ NNo_ , et mon-
B

trons que f(a) € g si en effet f(a) £0, alors le sous-groupe a 1 parametre A,

a
. - [ P o < .
se prolonge en 7\& : d}a X, d'ou un prolongement f Ka de }L.f(a) a ﬂia, ce qui
entraine : f(a)é€ g

La réciproque est claire. =

On cherche maintenant a étudier les fibres de f: X- X', et a obtenir

un critere pour que f soit une fibration algébrique. On vient de voir que les




o T
conditions f(cra)CT et £(0 *)20 P &taient équivalentes. On en déduit que

g T B
B
f(@ *) =0 " ssi f(oa) est contenu dans T, mais dans aucune face de T, . En par-

B P
- ot0! i

ticulier, pour T' on trouve que f-l(T’) est 1'union des @ * pour f(oa) ==(

i.e. GaC:Ni - Au-dessus de T', le morphisme f est un produit, et la fibre typi-
o

que est la T"-immersion torique X" = sup 0>,
f(o )=0
a
Par ailleurs, montrons que pour tout B, 1'image inverse schématique

T T
f-l(D B) est réduite. Supposons d'abord que D B soit un diviseur, c'est-a-dire
1B=IR+.y , ou y est un élément primitif de N' ; soit s€ M' tel que <s,y>=1,

+
alors Es est une équation locale de'i)-R ¥

+
EB *Xest un diviseur T-invariant de X ; et ES a pour ordre <s,f(x)> au point

+ +
R R .y

3y si x est un élément de Skl({da}),

X))o
est primitif et f surjectif, on a m=1, donc X est d'ordre <s,y>=1 au point

R .x R+.y)

L s =X . - .
générique de 07 ; si (0D alors f(x)=m.y, pour m entier j comme X
s

générique de @ ; donc f—1(5 est réduit. Par induction sur la dimen-

T
sion de Tgy on déduit que 1@ B) est réduite pour tout cone g de 1'éventail
de X'.

On voit facilement que f est surjectif ssi f(U ca) rencontre l1'inté-

rieur de chaque <t

B
Définition : Soit f: N- N' comme plus haut. On suppose donnés un éventail
. . )
{Ga}aEA de Nlt et un éventail {TB}BEB de NB tels que ¥ o€ A, ] BEB tq
f(o )ot,.
a B

On dit que f est une fibration d'éventails si les conditions suivan-=

tes sont vérifiées :
(i) ¥ a€cA,d BEB tq f(oa)zrﬁ.;
(ii) 1'application : Oak»(f(aa),oar]Nﬁ) est une bijection de A sur BxC,

ou C est 1'éventail {oa tq f(oa)=0}.

Remarque : Si f est une fibration d'éventails, alors f=U aa-»u T, est sur-

P

jective et pour tout aa€ A, on a
1 —_ ] 1 \§Al
d1m(0q) = dlm(f(ca))+-d1m(car]hR) -

Théoreme : Avec les notations précédentes, f: X X' est une fibration algé-

brique localement triviale ssi f: N- N' est une fibration d'éventails.

Démonstration : Supposons que f: N-N' est une fibration d'éventails. Pour

tout B€ B, on montrera que f est un produit au-dessus de X% ; notons d'abord

B



1

que f~ (X% ) est 1'union des X, pour f(cm):‘r'3 (on utilise la propriété (i) de

B o
la définition d'une fibration d'éventails). Il existe un unique aoe A tel que
f(da )='rB et o F\Ni::{O} (on a utilisé la propriété (ii)). Quitte a rempla-
o o

’ ’ ~ . ’ s
cer N' par le réseau engendré par 7, N', et a remplacer N par 1'image reci-

B

proque de ce réseau par f, on peut supposer que TB engendre Nh comme espace

vectoriel. Soit V_, le sous-espace vectoriel de NR engendré par Oy 3 la res-

B (o]

triction de f a V_ est un isomorphisme d'espaces vectoriels sur Nil’ qui envoie

B
NNV, bijectivement sur N' et S, bijectivement sur TB. Soit g 1'application

B o

inverse, considérée comme application de Ni{ vers NR . Il est clair que g

scinde la suite exacte de groupes abéliens

onEsn —s0 .

0 — N"

On voit que g définit un isomorphisme N' x N —— N d'ou des isomorphismes
(i,g)

T xT™-T, etc.

Soit maintenant & € A tel que f(da)='rB. Soit x€ TB; et considérons
dar]f-l(x) dans 1'espace affine f_l(x) 3y il existe un seul choix d'une origine
dans f—1(x) pour lequel Gar]f_l(x) s'identifie au cone polyédral dar]Ni de N&.
Je prétends que g(x) est cette origine. En effet, supposons que g(x) soit
point intérieur d'une face o" de dar‘lNg2 , avec dim(g") =2 1. Soit o 1'élément
unique de 1'éventail {oa} tel que oN Ny =o' et f(c)='rB, par la propriété
(ii) des fibrations d'éventails. Alors g(x) est un point intérieur de o, mais

g est une face stricte de o, d'ou une contradiction. On a montré ainsi 1'éga-

0
lité :

Oaf\f_l(x) = g(x)+—(oar]Ni) pour xE‘tB.

Mais ceci signifie que 1'isomorphisme Nizx N% —_— NR induit une bijection
(i,g) _
de TB><(oar1Ni) sur o d'ou un isomorphisme X! x X! NI :19Xd induit par
. B o R
(i,g) ; ces isomorphismes se recollent automatiquement pour donner un isomor-
- -1 . -1 s . sz (s
phisme X! xf (1) = f (X% ) (on utilise encore une fois la propriété (ii)),
B B

ce qui montre qu'il existe une trivialisation T-équivariante du morphisme f

au-dessus de X% .

p

Supposons maintenant que f: X-= X' est une fibration algébrique loca-
lement triviale. En particulier f est ouverte, donc pour tout o€ A 1'image

de XO est ouverte dans X', donc X'f(o y =X, pour un certain B¢ B, d' on
a

x'
f(oa) @ 8



-1
la propriété (i). De plus, pour tout o€ A, il est clair que Oa(Wf (0) est une

face de g dopc un élément de 1'éventail associé a Xl.

T
Pour tout B € B, f_l(m B) n'est autre, en vertu des considérations qui

précedent la définition des fibrations d'éventails et de la propriété (i), que
g

T
1'union des ® * pour f(da)z‘t . La seule donnée de la variété f-1(0 By permet

p

T
de reconstruire les 0 B 3 ceux-ci forment en effet la stratification canonique

T
f_l(m B) au sens suivant : on définit cette stratification par récurrence

de
sur la dimension d'une k-variété W ; si W est un point, W est 1l'unique strate ;
si W est de dimension n=r, son lieu singulier Sing(W) est une sous-variété
de dimension < n-1 ; les strates de W sont de 2 types :

- les composantes connexes de W-Sing(W) ;

- les strates de Sing(W).

Pour toute variété W, soit n(W) le nombre de ses strates canoniques. Pour B € B,

T T
posons n(p) = n(f_l(m B)) ; alors n(B)::n(f_1(x)) pour x€ @ B, et n(B) est le
cardinal de 1'ensemble des o tels que f(da)='rB. Si f: X-X' est une fibration

localement triviale, alors n(f_l(x)) est constant sur X', donc n(B) est constant

sur B. La propriété (ii) en découle immédiatement. =

Nous voulons appliquer ce Théoreme a la construction de fibrés holo-
morphes de rang 1 sur une variété torique X. L'immersion torique T& X correspond

a un éventail {Ga} de N_ ¥ La fibre typique doit etre Al, qui correspond au

R
cone polyédral R+ de R . On considere le tore T><Gm, dont le groupe des groupes
a 1 parametre est N® Z . Selon le Théoreme, 1'éventail de NRGB]R doit étre

du type suivant. Pour chaque a, on choisit un cone polyédral T de le@]R tel

que sa projection sur N soit Ga et son intersection avec R réduite a {O}.

Ceci donnera le complém:;taire de la section nulle du fibré. On ajoute a 1'éven-
tail les cones polyédraux Tyt U)xIR+) de N]{®]R' Il est clair qu'on obtient
ainsi une fibration d'éventails, qui décrit un fibré holomorphe de rang 1 sur X,
muni d'une action de T><Gm. Remarquons qu'en ajoutant les eones polyédraux
T, + (GxR_) a notre éventail, on compactifie ce fibré en un fibré en droites

projectives sur X.

Dans le cas de X:ZPl , on obtient les figures suivantes :



v

Fibré C}]P1(—a) Fibré G]P1(a)

Fibré ]P(G]P @G]P (a)) -1 dont les

9
1 1 1

fibres sont des droites projectives.

Etudions de méme les fibrés holomorphes de rang 1 sur 1l'espace pro-
jectif P . Rappelons 1'éventail de R" qui définit P . Soit {egsremse d 1a
base canonique de Zn; 1'éventail de ]Pn est un éventail complet j les faces
de plus grande dimension sont ¢ = ¥ R . e; et pour tout 1<i<n,

1<i<n

. = R .( -3 e.)+ T R .e. .
' ¥ 1<jsn Y 1<jsn T3

J£1

On décrit toutes les faces par un sous-ensembles de {0,1,...,n} de cardinal au

' 4



plus n, a savoir

o, = ~ R .e, , avec e = -3 e, -
. + i o .
if1 1<i<n

Pour construire toutes les faces T de Rn+1 comme plus haut, il
suffit, pour chaque i€ {0,1,...,n} de se donner un élément de Bn+1' du type
ei+-ki(0,1) pour KiE Z. Ceci permet de construire le fibré en question, qui ne
dépend que de la famille d'entiers Xi (0O<i<n). On vérifie, sauf erreur, que

ce fibré a pour premiere classe de Chern le déterminant (n+1) x (n+1)

1 0 teeeeceeeee 0 -1

0 : :
0 1 * . :
. 0. - . . :
. : . : 0 :
0 0 vveveee0 1 -1
L T AooM

qui est le déterminant des vecteurs ei+-hi(0,1) de R"*1 3 or ce déterminant
i=n

vaut -y Xi.
i=0

L'étude,par cette méthode, de fibrés holomorphes de rang quelconque

sur un espace projectif, reste a faire.
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Erratum a 1'exposé de J.L. Brylinski.

"Gerardo Gonzalez-Sprinberg m'a signalé que la démonstration du
Lemme 1 (p. 4 et 5) était fausse. Il convient a mon sens de la modifier comme
suit

""Le seul point non trivial est que si o est un cone polyédral
oNM est un semi-groupe a engendrement fini (c'est le '"lemme de Gordan").
Comme plus haut, on se ramene a supposer ¢ contenu dans un quadrant. Soient
xi les éléments primitifs des arétes de o ; les X; sont en nombre fini, puis-
que ¢ est un cone polyhédral ; donc le semi-groupe S engendré par les X; est
de type fini. Cela dit, les X5 engendrent le cdne 5. Il est alors clair que
oNM est le saturé de S. Donc cNM est de type fini d'apres la proposition 2
(p. 3). mm n



