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On appellera dans cet exposé graphe pondéré un couple I'= (I,a), ou I

est un ensemble fini et a une application de 1'ensemble PZ(I) des parties a

#* N
deux éléments de I dans R+ . On associe a I' la forme quadratique
2 ..
s ((x), ) = 3 x.—{;‘ alisilx x, -
On impose la condition

(%) a{i,j} # 0,1 = afi,j} = «/E .

Exemples : 1) Si (mij)eMI(Z) est une matrice de Coxeter (mii= 2,

m,.=m,., >2), on pose af{i,j} =O,1,«/§,N/3+\/372,\/§, etc. Alors ¢, est > O (positive

ij ji
et non dégénérée) si et seulement si le groupe de Coxeter
m, .
G=<(si)|(sisj) 13- 1> est fini.
2) G est cristallographique si de plus mij= 2,3,4,6, c'est-a-

dire af{i,j} = 0,1,«/5,«/;.

3) A un "carquois" est associé un graphe pondéré avec af{i,j} € N.

On se propose de déterminer les graphes pondérés (satisfaisant a (%))
pour lesquels §1.. est > 0 (resp. > 0). On représente graphiquement I' par le gra-
phe dont I est 1'ensemble des sommets, Supp(a) 1'ensemble des arétes, et on affec-
te chaque aréte {i,j} du coeffic¢ient a{i,j} (on 1'omet s'il est égal a 1).

Si I''=(I',a') est un autre graphe pondéré, on note I'<sI'' 1la relation :
il existe une application injective ®: I »1' telle que a{i,jl<a'{®(i),?(j)}

pour tout {i,j} 3 si ¢ n'est pas un isomorphisme, on note I'<TI'.

Par exemple, si D4 est le graphe .._I__. , alors D4SF si et seule-

ment si [ possede un point triple.

Lemme 1 : Supposons ['<I'', I'' connexe et QI" > 0. Alors @1.,>0.

Soit (xi)iEI # 0 tel que @P(xi)so. Posons Yo(i) = lxil pour i €I et
yj=0 pour j£€ ©(I). Alors Qf(lxi')SQF(xi)so’ et

2 .
enllx, 1) = £ y5(5)- = a{l’J}y¢(i)y¢(j) '

donc



(%) @F,(yk)+Z(a'{‘P(i),€P(j)}—a{i,j})yw(i)yw(j) <0 .

Comme QI" >0, cela implique d'abord @F'(yk) = 0. Montrons que tous les Yk sont
£ 0 5 cela implique que ¢ est bijectif et, vu (¥¥%), que a'{e(i),e(3)} =afi,jl,
ce qui contredira '<T'. Soit K:{jEI'lyjzo} ; si K£@, il existe iOE 1,

j, €K avec iOEK et a’{io,jo};éo (puisque I' est connexe). Posons y} =y; pour

iZK, y. =1>0, yJ,:P pour j€ K, j;éjo. Alors

Jo

0 2r(y)) = ony)+ 0% 5 ali,idy; s N7-aliidby, 0 -
i#K-~ o

Donc ,n.?._ a[io,jo}yi =0 pour tout T, ce qui est impossible.

o
Lemme 2 : Considérons
F1 - o———o o PP sy, P sommets,
a
V2
Fz = ’ P sommets,
a
TS = ) p-sommets .
a
. . 2 1 1 1 -
Al > = = =4 = = ==
ors 1nf{@1,'(x),xa O donné} 7\1 x, avec 7\1 5+ p° ?\2-)\3_ 5 et ce minimum
est atteint pour 1l'unique vecteur
*a
- (p,p~1,.--,1) pour I"l
*a
5 (2,2,...,2,«/5) pour I"2
*a
'? (2,2,--'-,2,1) pour r3 .
C'est immédiat.
Lemme 3 : Considérons
r* - ts)
pq = .——.....—-.__.__.-..-..—_‘. (p+q sommets)
' TV
P sommets q sommets
l"pqr = g9 @ co—p (branches de longueur p,q,r, au
. au total p+q+r-2 sommets) -

!



2 1

Alors ® > 0= a" < |[1+=

- re ( P
Pq

l-lC(.
Pq

par

@r 2()¢:;1+1+%2]_.
pqr P q
D'aprés le lemme 2, & o est > 0 ou > 0 si et seulement si il en est
r
pa

~
de meme de la forme

1
2
dont le déterminant est o —(‘1+n%)(1+~%) . De méme, @r est > 0 ou =0 s'il

en est de méme de

S T A O SO S DY A A T P
2 2p 2 2q 2 2r '

Proposition 1 : Les graphes suivants donnent des formes positives et dégéné-

rées. (On indique entre parentheses l'unique vecteur a un coefficient pres

qui est dans le noyau de la forme.)

~ (1) 2 (1)
Ay ——— o
(1) (1)
Xn (1) .:o ' (cycle a n+ 1 sommets, n> 2)
(1) (1)
(1)

(2) (2) (2) V2 /2

(n+1 sommets, n> 3)

]

(1)

W2) V2 (2) (2)  (2) J2 /2

. . PP — Y (n+1 sommets, n=> 2)

al




(1) (1)
(2) (2) (2) (2)

(n+1 sommets, n=4)

=1

n
(1) (1)
~ (1) (2) (3) (2) (1) ~
E, . . . o (Eg = I'333)
¢ (2)
¢ (1)
~ (1) (2) (3) (4) (3) (2) (1) ~
E, o * »> P P Y (E7=F244)
(2)
~ (2) (4) (6) (5) (4) (3) (2) (1) ~ L )
g - . ' -— g . - o  (Bg=lysg
(3)
L @ 3 ol o2 -
F °- (-) ° 6 (F =14/-2-)
4 ° ¢ ¢ e * 4~ 23
N (1) (2) Jg(fs') ~ 5
Gy . - o (Gy=T5)
an 2
UR o— o ® .- @ a =V2+= (n+1 sommets, n=>3)
3/2
V3 o— L < -

Cela se vérifie trivialement grace aux lemmes 2 et 3.

Théoreme 1 : A) Les graphes de la prop. 1 sont les seuls graphes pondérés

connexes qui donnent des formes positives dégénérées.

B) Les graphes pondérés connexes donnant des fornes positives

non dégénérées sont les suivants (1'indice indique 1le nombre de sommets)

A o — o— e “°= © (l’l21)




B =C_ o o— ® - ¢———o (n>2)

D ciee O— @ (n>4)

By i .- —e ¢ --- o (6 <n<8)

V2
F4 ~— —— —8 —e
J3
G, ——e
a

H4(a) ~— —» o Y N/;<a<§

2
a 5
In(a) * -— —® et P @ N/E<a<\/;_2i- s h sommets, n> 2

Chacun des graphes de B) est < 3 un graphe ' de 1la prop. 1,
donc donne une forme positive non dégénérée (lemme 1). Soit I' un graphe pondé-
ré connexe tel que §r soit > 0. Distinguons plusieurs~cas. N
a) Si ' contient deux points triples, alors F_>_Dn, donc I'=D, (lemme 1).

b) Si I contient un point triple et une liaison > 1, alors Fzﬁn, donc
F:Bn (lemme 1).

"¢) Si I contient un point triple et ne posséde que des liaisons simples,

1

alors I'=T qr’ donc %+T11'+ ;21 (lemme 3), ce qui donne les solutions '"maximales"

(2,2,), (3,3,3), (2,4,4), (2,3,6), et toutes les solutions inférieures pour

~

1'ordre produit, d'ou les graphes D,E.,E .

d) Si ' ne posséde aucun point triple et possede une liaison > 1, alors

I"zrgq avec p<q, donc 25a2S (1+%)(1+%) (lemmes 1 et 3). Cela donne les so-

2 1 =
lutions p=1, q quelconque, 2<a < 2(1+-€) (graphes G2, Un’ G2 et In(a)) H
2 3 3 . 2 _ ~
p=2, q=2, 2<a <5-3 (graphes V3 et H4(a)) 3y p=2, q=3, a =2, (graphe F4).

e) Enfin si I ne posséde ni point triple, ni liaison > 1, alors I['= An

ou r’—-‘z -
n

Remarque : On notera que U , V3 ne sont pas cristallographiques, ni H4(a), ni

In(a) sauf 12(«/3) =G. . De méme les graphes Un, V3, H4(a) sauf

2



= V3-+!ES, In(a) pour n= 3 sauf 13(2 cos %), et Iz(a) sauf les

H4(2 cos 5

) p=5Y On trouve ainsi les graphes de Coxeter notés H4, H3 et

gla ala

12(2 cos
Iz(p).



