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Le but de cet exposé (et d'un exposé ultérieur peut-étre) est d'étu-
dier, et de généraliser une construction qui a des origines tres lointaines
(M. Noether [46], Kantor [43], Coble [36], Du Val [12, 39, 40] et qui ré-émer-
ge chez Brieskorn [8, 34] et Tjurina [55]. On ne trouve nulle part tous les
aspects de la construction telle qu'elle est présentée ici. Cette construction
qui est décrite au § 5 fait intervenir :

i) 1les surfaces de Del Pezzo obtenues en faisant éclater des points en
position presque générale, étudiées dans les exposés de Demazure [38] ;
ii) 1la résolution simultanée tres faible de points doubles rationnels,
au sens de Teissier [54] ;
iii) 1les groupes finis de transformations de Cremona qui sont des groupes
de Weyl, et leurs invariants : voir [41], § 46 ou [43].

Nous abordons le probleme sous 1'angle de la résolution simultanée
tres faible. Rappelons de quoi il s'agit : Xo est une singularité (normale) de
surface, X- S une déformation de XO. Nous disons que X—- S admet une résolution
simultanée trés faible (terminologie de Teissier) s'il existe un fiorphisme
fini surjectif : S'- S, et un triangle commutatif

.
.

—_ 1
Y —>Xg, = X xg S

N

St

tel que Y- S' soit lisse, et.Y-sxs, soit fibre a fibre une résolution minimale
de X, .

'

> Nous voulons étudier toutes les résolutions simultanées de toutes
les déformations de Xo' La formulation fonctorielle correcte de ce probleme
(due a M. Artin [42] et [5]) est donnée au § 3, apres des rappels sur la théo-
rie des déformations aux §§ 1 et 2. Nous nous limitons aux singularités ration-
nelles : en effet nous nous intéressons surtout aux déformations X- S ou la
fibre générique est lisse : il est facile de voir qu'une telle déformation ne
peut admettre une résolution simultanée tres faible que si Xo est rationnelle.
Pour le cas non rationnel, on peut consulter [56].

Au paragraphe 4 nous énongons le résultat central de la théorie qui

vient d'eétre démontré par Lipman [45] (voir aussi [57] ou Wahl donne 1l'argu-
ment de "dévissage'" qui permet d'utiliser le résultat de Lipman). Nous montrons

pourquoi il est facile de démontrer le résultat pour les points doubles ration-



nels A et D . La construction du § 5 a laquelle il est fait allusion plus
haut permet de démontrer le théoreme pour E6’ E7 et EB' I1 y a plusieurs
autres fa¢ons de démontrer ce résultat (en particulier la construction de
Brieskorn-Grothendieck [34] utilisant les groupes de Lie), mais celle présen-

tée ici me semble la plus géométrique.

Notation : Kk[€] est 1'anneau des nombres duaux, i.e. e2-o0. Nous utilisons

"Sp" a la fois pour Spec et Spf.

Pour la plupart des résultats nous serons obligés de prendre k de

caractéristique O.

1. RAPPELS SUR LES DEFORMATIONS.

Nous exposons tres rapidement quelques points de la théorie des dé-
formations (d'apres [52] et [44], qui suffisent a nos modestes besoins) pour
fixer notre terminologie.

k est un corps et C la catégorie des k algebres artiniennes locales
de corps résiduel k. Soit Xo une variété algébrique définie sur k. Une défor-
mation (infinitésimale) de XO sur A€C est un carré cartésien :

X, —— X
lf
Spk ~——— SpA

ou le morphisme f est plat. Nous noterons simplement f: X— SpA une telle dé-

1

isomorphes s'il existe un A-isomorphisme ¥ : X1—»X2 qui induise 1'identité sur

formation. Deux déformations f_ : Xl—»SpA et f2: X2—»SpA de Xo sur A sont

la fibre fermeée.

On note DX le foncteur qui a A€C associe les classes d'isomorphis-
o PaS
mes de déformations de X ~sur A. On peut étendre Dy a C={k algebres completes
o
locales nethériennes A d'idéal maximal m | A/mn6<3, tout n} par la formule

DXO(A)= lim DXO(A/mn)- DXO(A) s'appelle une déformation formelle.

A~ P
Pour R€ C, on note hy le foncteur sur C, homk(R,.). e s

R LT Y

Définition : Un foncteur covariant F sur C tel que F(k) n'ait qu'un seul élé-

Fal
ment est pro-représentable s'il existe un R€C et un £ € F(R), tel que le mor-

phisme T T T




induit par £ soit un isomorphisme. Ce morphisme s'obtient de la fagon suivante :
soit A€, uc hR(A). u se factorise par uc Hom(R/m",A) pour n assez grand. On a
F(u) : F(R/m") ~F(A).D'autre part § provient d'un E € F(R/m"). Le morphisme ®
associe a u 1'élément F(u)(E).

Malheureusement on n'est que rarement pro-représentable, mais sou-

vent il satisfait a une propriété plus faible.

Définition : Un morphisme de foncteurs F- G est lisse, si pour toute surjec-
tion B- A dans C, le morphisme F(B) - F(A) XG(4) G(B) est surjectif.
~
Un couple (R,E), REC, Ec F(R) est versel pour F si ¢_: h, - F est

3 R
lisse. Si de plus ¢¥_ est un isomorphisme sur les espaces tangents :

hR(k[s])_+F(k[s]), R est semi universel. (R,E) est alors unique a isomorphisme

non unique pres.

S'il existe un couple (R,E) qui est semi universel pour F, on dit
que F admet une enveloppe.

Proposition : Si Xo est affine avec une singularité isolée ; ou lisse avec

dimkH1(X0,63X ) fini j; ou propre ; DX admet une enveloppe.
o o

On démontre ce résultat a l'aide du critere de Schlessinger [52].

L'hypotheése garantit (dans chacun des trois cas) que 1'espace tangent a D

X
o
est de dimension finie.

Nous pouvons donc appliquer ce résultat a Y, et X, ou T: Y =X est
la résolution d'une singularité de surface (au sens de [50]). Soient (S,£)

(resp. (T,%)) une déformation semi universelle pour DX (resp. DY ) et mg

o o
(resp- mT) 1'idéal maximal de S (resp- T). On écrit aussi Y-SpT et X-SpS

pour £ et ¢ respectivement.
L'espace tangent de DY est isomorphe a H1(Y0,C)Y ) ; les obstructions
o o
au relevement de déformations de Yo sur k[ €] a des ordres supérieurs se trou-

vent dans H2(Y0,OY ). Comme cet espace est nul, puisque Y0 n'est pas propre,
° k

T est un anneau de séries formelles sur k.
Considérons maintenant DX . Traditionnellement on note T; 1'espace
o o
X - Si on écrit on Sp(B), B un anneau local complet, et B=P/I,
)

P un anneau de séries formelles, on a la suite exacte de modules :

: (on pose
A=SpP, et Ny :HomB(I/Iz,B))
[¢]

tangent de D

g @ '
0——>OX——-; AlX Ny T o .
o (o] (o) (o]



Chacun des trois faisceaux de gauche est de profondeur 2 au point fermé, puis-
que ce sont des duaux ([25], lemme 1). Donc HO(XO,F)z H°(U,F) dans chaque cas,
ou U est le complémentaire du point fermé. D'autre part on a la suite exacte

de faisceaux sur U

—> N, —O0

—_ (@ @
0 “y ™ “alu U

U

puisque U est lisse, donc par la suite exacte de cohomologie on obtient :

Proposition (Schlessinger [25]) : On a une suite exacte :

)1( —_ Hl(U,®U) — H1(U,@

o

0 — T A'U) .

D'autre part, Hl(U,C)U) classifie les déformations de U sur k[e] (il
est possible que cet espace soit de dimension infinie), et 1'inclusion
Tl Loﬂl(U,CDU) est induite par la restriction d'une déformation de X a U.

X
o

En général la base S de la déformation semi universelle de Xo n'est

pas lisse. C'est cependant le cas lorsque X0 est une intersection complete.

2. CONTRACTION DE DEFORMATIONS POUR LES SINGULARITES RATIONNELLES.

Soient Xo une surface possédant un certain nombre de singularités
rationnelles P1,...,Pm, et Yo une résolution w: Yo-.X0 de ces singularites
(Xo . peut avoir d'autres singularités, mais Yo ne les résout pas). Alors

par définition de rationnel, Rln*GY = 0.
o
A toute déformation Y- SpA de Yo’ Ac(C, associons fonctoriellement
une déformation X- SpA de Xo’ de la fagon suivante : X::SpYn*OY- Il nous
faut montrer que X- SpA est plat, et que la fibre fermée est Xo. Soient m
1'idéal maximal de A, et n le plus petit entier tel que m =0 et A'= A/mn_i-

Y' - SpA' 1la déformation induite sur A'. On a la suite exacte

1
0 — m®ﬂ*§Y — Tt*GY — TE*OY, —> mQ®R TE*OY .
o o
Par hypothese, on a une surjection E*OY-»n*ﬁY'. On en déduit facile-
ment les deux assertions voulues (1'argument est donné en détail dans Wahl [56]).

On a donc une transformation de foncteurs f: DY —»Dx qui induit un morphisme
o o
S-T.
Considérons 1'application B sur les espaces tangents. (Supposons que



Xo est local.) On a la diagramme (cf. § 1)

-~ - a
& A
42

0 — > 1! — L ulw,® ) —24tw,® ) .
X, U Alu

La fleche HE(GDY ) s H(Y y@y ) est une injection parce que
o
o

o
n*GbY ::GEX est de profondeur deux au point singulier ([50], § 15). A cause de
o o
1'interprétation naturelle de la fleche T; —»Hj(U,C>U), on voit que B restreint
o

aux espaces tangents est la fleche en pointillé dans le diagramme (qui rend le

diagramme commutatif). Donc

Proposition 1 : Le noyau de B sur les espaces tangents est H;(GDY ).
o

On calculera Hé(CDY ) pour les points doubles rationnels au § 6.

D'autre part lorsque Xo n'est pas rationnelle, le diagramme montre

que 1'obstruction a contracter une déformation t¢€ DY (k[€]) = Hi(Yo,GﬁY ) a une
o o

déformation de X, sur k[ ] est a2(a1(t)).

Proposition 2 : La fibre du point fermé du morphisme Sp(T) - Sp(S) consiste

en un point (en général pas réduit). Donc Sp(T) est de meme dimension que (1la

cloture de) son image dans Sp(S).

Démonstration : Supposons la fibre de dimension positive. Alors on peut trou-

ver une '"branche" (au sens de [32]) dans la fibre. Soit T le point générique de

la branche, T le point géométrique correspondant. Yﬁ est la résolution minimale

d'une singularité qui s'obtient de X0 par extension du corps de base. Donc la
déformation semi universelle de Yﬁ a la méme dimension que celle de Yo. Mais
par 1'ouverture formelle de versalité (voir [32]), T est versel pour Yﬂ’ ce qui

est impossible par la dimension.



3. LE FONCTEUR Res. (d'apres [42] et [5]).

X0 est une singularité rationnelle, AE<§, et f: X-SpA une déforma-
tion formelle de XO. Soit CA la catégorie des A\ algebres artiniennes locales
de corps résiduel k.

Définissons un foncteur Res (pour '"résolution") pour f: X- SpA .

Pour tout Ae(ﬂA, on a le carré cartésien :

X, —> X
f f
Sp(A) —— Sp(A) .

Alors Res est le foncteur CA—a(Ens) qui a A associe 1'ensemble de résolutions

minimales de XA, a isomorphisme pres. On dit que Y- X, est une résolution mini-

A
male si le composé Y—eXA-ig-Sp(A) est lisse et Yréd
le de (X,) .- .
A-»XA-——asp(A) un élément de Res(A).

est une résolution minima-
D'une fagon générale nous notons Y
Théoreme : Res est proreprésentable au.sens du § 1.

Une démonstration qui est valable en caractéristique arbitraire est

donnée dans [42] ; on utilise le critére de Schilessinger [52].

Supposons dorénavant que f: X- SpA est une déformation semi-univer-
R Sp(R) 1la ré-

solution formelle universelle pour Res. Rappelons que R et S sont des anneaux

selle de XO. Nous notons A par S comme au § 1. Nous notons YR-»X

locaux complets et que Sp désigne dans ce contexte le spectre formel.
Le but principal de cet exposé est 1'étude du morphisme Sp(R) - Sp(S)

dans un cas particulier formulé au § 5.

Proposition 1 : YR—+Sp(R) est une déformation verselle de Y - De plus si

, . -~ . .
car.k =0, cette déformation est meme semi-universelle. Alors Rx T est un anneau

de séries formelles.

Démonstration : En utilisant la versalité de R et de T pour leurs foncteurs

respectifs, on obtient des fleches



SpT — SpR — SpT .

La semi-universalité de T montre que la fleche composée est un isomorphisme ;
donc SpR-Sp T est une surjection. Pour démontrer (en car. 0) que c'est aussi
une injection il suffit de la montrer sur les espaces tangents. Soit

Yk[s] ——;Yk[ej —3Sp(k[€]) un élément de Res(k[e]) qui est trivial comme défor-
mation de Yo. Donc Yk[s] et Xk[s] sont des déformations triviales. Dire que
Yk[s] est une résolution triviale de Xk[e] revient a dire que tout automorphis-

me de X se releve a Y » ce qui est le cas puisque n*(DY =@y
o o

, comme on a

vu dans [50], § 15.

Proposition 2 : Soient r un point de Sp(R), s son image dans Sp(S). Si 1la

fibre XS de f: X- Sp(S) au-dessus de s est lisse, 1'homomorphisme SS—»Rr est

un isomorphisme.

Soit S' un localisé de S au voisinage de s. Pour S' convenable,
XS,-»S' est lisse j;-son foncteur Res est représenté par lui-méme. Par ouver-
ture formelle de la versalité (comme dans la prop. 2 du § 2, voir [5]), Sp(R)
est versel pour Res au voisinage de r ; donc (au voisinage de r) on a
SpR - SpS 1lisse ; la proposition 2 du § 2 montre qu'ils ont la méme dimension,
ce qui donne le résultat. (On s'est servi de la proposition 1 pour dire que

R=T.)

Proposition 3 : La fibre générique de XT-¢Sp(T) est lisse (XT est la contrac-

tion, via B, de la déformation verselle Y de Yo).

Démonstration : Si Ei est une composante du diviseur exceptionnel de YO-»XO,

on a la suite exacte :

O-——>®E —_— @Y lg. —— >N —> 0 .

i o i i

o o i Ei o k=1

r
On a donc une fleche @Y - @Y |E. - N et une fleche @Y - &P NEi qui est
surjective comme on le voit par un calcul en coordonnées locales (on utilise
le fait -Xo étant rationnelle- que les Ei s'intersectent transversalement :
[50], § 5). En cohomologie on obtient donc une surjection :
r

Y ,®, ) —> @ HYE,,N_) — 0 .
ol Y, k=1 17K, '

Hl(

I1 est bien connu (Kodaira : voir [5], § 3) que 1'image d'un élément



te H1(Y ,G}Y ) dans Hi(Ei,NE ) est 1'obstruction au relevement de Ei a la
o .
o i

déformation. Donc génériquement au-dessus de T aucun des Ei ne se releve a Y.
Soit 7 le point générique, T le point générique correspondant et Y- et X- les

il I

fibres de Y et X. Si Xﬂ n'a pas de singularités, on a terminé ; sinon on voit

immédiatement que X- n'a que des singularités rationnelles. On répete 1'argu-

Ul
ment ci-dessus pour montrer que les composantes exceptionnelles de YF—*Xﬁ dis-
|
paraissent par déformation générique de Y- . Encore une fois par ouverture for-

Ul

melle de la versalité cette déformation peut se réaliser dans Y : c'est une
contradiction, car T étant générique toutes les composantes exceptionnelles de
Y- se relevent dans un voisinage de 1.

M

Proposition 4 : L’'image de Sp(T) -ou, ce qui revient au méme, Sp(R)- dans

Sp(S) est une composante irréductible, appelée la composante d'Artin.

C'est un corollaire immédiat des propositions 1 et 3.
Notons Sa 1'anneau formel de la composante d'Artin (avec la structu-
re réduite).

I1 nous reste a étudier le revetement ramifié Sp(T)-*Sp(Sa).

Corollaire : Si on sait a priori que Sp(S) est irréductible (c'est le cas
pour les points rationnels doubles et triples) alors toute déformation de Xo
admet une résolution simultanée. D'autre part, si on sait que Sp(S) est réduc-
tible (c'est le cas pour un grand nombre de singularités rationnelles de multi-
plicité 4 : voir [47], § 8, et [51]), alors il y a des déformations qui n'ad-

mettent pas une résolution simultanée.

Remarque : Artin obtient dans [5] des résultats sur Res bien plus beaux que

ceux (formels) énoncés ici.

4. LE THEOREME PRINCIPAL.

Prenons k de caractéristique O.

Xo est une singularité rationnelle, YO la résolution minimale. Soient
Bj’ r< j<4, les composantes connexes de 1'ensemble des diviseurs exceptionnels
de Yo—aXo de self-intersection -2. Le graphe dual de Bj est le graphe de Dynkin
d'un systeme de racines Wj, et Bj est méme la résolution minimale du point
double rationnel de méme nom. Pour semer encore plus de confusion, nous utili-

serons aussi la notation Wj pour le groupe de Weyl de Wj.



Théoreme principal (Lipman [45] et Wahl [57]) : Le groupe de Weyl Wj agit

de fag¢on naturelle sur la déformation semi-universelle SpT de Y0 (ou sur SpR,

ce qui revient au méme) en tant que groupe d'automorphismes de Res. D'autre

part (et c'est le point essentiel) le quotient de SpT parTTWj est isomorphique
a Sp(Sa). Comme chaque W_ est engendré par des réflexions, Sp(Sa) est lisse

([7], V.5).

Définissons d'abord la notion de groupe d'automorphismes de Res : sup-

n
posons que YR’——é XR-——e-Sp(R) proreprésente Res, et soit g un automorphisme
-1
de Sp(R). Notons Y%—*SpR la déformation de Yo YR-Jlasp(R)-ii——ésp(R), et

Xg—*SpR la contraction de Yﬁ—*SpR. S'il1 existe un isomorphisme

~ g
Xp — > Xy
Sp R
on dit que g est un automorphisme de Res.
- I1 est clair que si G est un groupe d'automorphismes de Res, le mor-
phisme Sp(R)—»Sp(Sa) se factorise par le quotient Sp(R)/G.

La définition de 1'actionTTWi sur SpT est assez compliquée : la

meilleure fagon de procéder est d'utiliser des transformations élémentaires

voir [35] ou [57]. Dans le cas qui nous intéresse (voir le prochain paragraphe),

le groupe de Weyl opere par des transformations de Cremona de Pz.

Lorsque XO est un point double (le seul cas que nous considérons do-
rénavant) le théoreme principal a été démontré par Brieskorn [34] d'apres une
conjecture de Grothendieck reposant sur des travaux antérieurs de Brieskorn
[8 et 8']. Dans le cas d'un point double rationnel (il s'agit d'une hypersur-
face) il est clair que pour résoudre simultanément au-dessus de SpS il faut
trivialiser 1'action de la monodromie sur H2 de la fibre. Rappelons ce que
cela veut dire. Soit U 1'ouvert de SpS ou les fibres de X- Sp(S) sont lisses;
nl(z le groupe fondamental de U)agit sur le H2(.,ZD d'une fibre ; soit U' le
revétement étale de U associé a cette représentation. Ce revétement s'appelle

le revétement de monodromie. Comme Y- Sp(T) est un fibré différentiablement

trivial, dont la fibre est difféomorphe a celle de Xy, U, on voit que Y - Sp(T)
doit "dominer" le revétement de monodromie, qui dans le cas d'un point double
rationnel Wr est de groupe le groupe de Weyl de Wr.

D'autre part dans le cas de An et Dn on peut montrer explicitement

que, apres passage a un revetement ramifié de groupe le groupe de Weyl corres-



pondant, la déformation verselle admet une résolution simultanée [8'] : ainsi

on a démontré le théoreme dans ce cas. Par exemple, considérons A_ d'équation
n

xy4—zn+1::0. La déformation verselle de Al s'écrit

n+1 n-1
Xy + 2 + tzz + e +tn+1 =0 .

' =S.(a,, ... & i fié y
Soit t, ;(ags ,an+1) le revetement ramifié de la base k[tz, ’tn+1]’ ou

n+1
S; est le polynome symétrique de degré i des a., et 3 ay= Si(aj)=:0. Autre-
Jj=1
ment dit, les ti sont les invariants de 1'action naturelle de An sur 1'hyper-
n+1
plan 5 a.=0 dans k[a.]. On a alors
i=1 9 J
J_..
n+1
xy+ ] ] (z+a.,) =0
j=1 J

et on peut montrer par des éclatements explicites que cette famille peut etre

résolue sans changement de base : [8'].

Une construction analogue marche pour les Dn 3 mais comme elle exige
une connaissance explicite des invariants sous le groupe de Weyl, on n'a guere
6" E7 et EB' Nous procédons donc autrement,

a 1'instar de [55]. Nous aurons besoin d'ailleurs (pour une des deux démonstra-

d'espoir de 1'étendre au cas de E

tions possibles) d'un argument de monodromie, que nous réaliserons sur les
courbes exceptionnelles de certaines surfaces compactes, plutot que sur les
cycles évanescents comme plus haut. Notre construction donnera immédiatement,
pour E6’ E7, E8, le résultat suivant qui est vrai pour tous les points doubles

rationnels (c'est aussi un corollaire de la construction de [34]).

Théoreme 2 : Soit Y- SpT une déformation semi-universelle de la résolution
minimale Y0 d'un point double rationnel XO associé au systeme de racines W.

Soient t un point de SpT, W, le stabilisateur dans le groupe de Weyl W du

t m

t peut s'écrire de maniere unique comme un produit I | W:.l de groupes
i=1

de Weyl irréductibles ([7], V.3.3). Alors la contraction de la fibre Y

point t. W

t possede
précisément m singularités, qui sont les points doubles rationnels associés
aux Wi. On obtient toutes les configurations possibles par le procédé suivant :
effacer un nombre de sommets arbitraire, et toutes les aretes joignant les
sommets effacés, du graphe dual de la singularité ; et réciproquement toutes
les configurations possibles par ce procédé sont effectivement réalisées.

188 TYRD.

On a donc une description tres explicite de la déformation semi-uni-

verselle d'un point double rationnel ! Fuatd



E E, ET E_.

. TRUCTION D s
5 CONSTRUC ANS LE CAS DE A4, D5, 6' o 8

(Nous utilisons les résultats de [38] de fagon systématique dans
ce paragraphe.)

Soient C une cubique irréductible dans P2 y 1: C—»Pz 1'inclusion
et U 1'ouvert des points lisses de C. r est un entier positif.

p

La famille ]P2><Ur —2 y"-Ux...xU a r sections cj, 1<j<r, défi-
N ——
r fois
nies par :
oj(u1,...,ur) = (1(uj),u1,...,ur) .

Eclatons ]P2><Ur le long de 1'image de o, . On obtient

1

Z
1\\\ési?tement
2

> P er

Py
p

U
r

Eclatons ensuite Z1 le long du transformé strict de o, dans Z1 5 on appelle Z2

2
la variété éclatée, et on recommence. Soit Z::Zr la famille de surfaces obtenue

par 1l'éclatement des r sections. Par construction p: Z-U" est propre et plat.
Chaque fibre de p est 1'éclaté de P2 en r points, pas nécessairement distincts.
Plus précisément, soit u::(ui,.. ,ur)e U". Voici comment on obtient la fibre

Z . Eclatons d'abord i(ul) dans P2. u

u 2
formé strict de C ; éclatons-le, et ainsi de suite. Par exemple, si r =2, deux

définit un point unique sur le trans-

cas se présentent. Si uy P4 uy, on obtient




(E, et E2 sont les diviseurs exceptionnels du premier et du deuxieme éclatement,
1

et Ei2=_1.) Mais si u =uy, On a

2 - ’ , rd ~ d 3
ou E?: -2 et E2= -1. Demazure a considéré ce genre de phénomene en détail dans

[38].

De plus on a une trivialisation naturelle du groupe de Picard relatif

de z_.Ur ,défini de la fagon suivante[38, II, § 2] : pour toute fibre ué€ Ur,

. ~ r+1 ~ . ..
‘Pu: Pic Zu-—-—>Z sy E-(E e E0,§0E1,..a,§o Er)’ ou Eo est 1'image reéciproque

d'une droite dans ]P2 et Ej est le transformé total de u:j dans Z .
Nous supposons dorénavant que 3 <r < 8. Rappelons que la classe cano-
r
nique w s'écrit —3Eo+ b Ei’ que la forme d'intersection est négative définie
L i=1
sur 1'orthogonal P de @ dans P=Pic Zu , et que les éléments de longueur -2
L <
dans P engendrent un systeme de racines qu'on note Wr . Dans la notation de

Bourbaki [7] on a

Wr Ale2 A4 D5 EG E,7 E8

Alors pour tout ucé€ Ur, les points CPEREERTL sont en position presque générale

dans P> , puisqu'ils sont sur une cubique irréductible ([38], III théoreme 1).

En particulier si w, est le faisceau canonique de Zu ’
n
®k
(%) HY(Z ,0.) = 0 ¥kEZ .
: u Zu

Soit Wyl le faisceau canonique relatif de p: Z-U". Par le théoréme de change-

ment de base et (*) on voit que p*(w?l(U) est localement libre ; la famille



= . ®k
Z = Proj & (p, w )
WUr(kzO zlu

est donc plate (et propre, bien entendu); de fait méme la famille de cOnes

Rk .
Spchr(keB0 P, leU) est plate. On a donc un triangle
>

et d'apres [38], Z n'a comme singularités que des points doubles rationnels ;

chaque fibre Z; est le modele anticanonique de Zu 3y chaque Zu-eEL est la réso-

lution minimale des singulariteés de Zﬁ. Nous sommes donc dans une situation
de résolution simultanée.

Supposons de plus que C est une cubique cuspidale. Dans ce cas U est
le groupe algébrique Ga avec élément neutre l'unique point d'inflection O de
UQIP2. La loi de groupe est donnée par 1l'alignement. Nous pouvons faire un
changement de coordonnées dans P2 de sorte que C soit donnée par 1'équation
zzy=~x3. Le plongement de U dans P2 est alors donné paramétriquement par x=t,
y= tg, z=1. Cette représentation exhibe clairement le groupe Gm d'automorphis-

mes projectifs de C, donné par
. 3
(x:y: 2) —— (sx: 8"y: 2) pour s¢€ Gm .

L'action de Gm se prolonge naturellement a ' et a Z—oUr, le seul point fixeé

sur UT étant u = (0,...,0). Donc la fibre Zu (qu'on note Z0 pour simplifier
o
1'écriture) admet une action de Gm.

Identifions les singularités de la fibre ZO, c'est-a-dire, trouvons
les diviseurs exceptionnels de Zo—fzo.
Dans [38], nous avons vu que pour tout u€ U les singularités de Eﬁ

proviennent des racines effectives de Zu ; nous avons aussi wvu ([38] II,

prop. 2) toutes les facons possibles d'obtenir ces racines effectives a partir
d'éclatements de Pz. Traduisons ceci en termes des coordonnées naturelles

tis.eeyt, des UN=Ux...xU.



. . . , . r
Méthode pour obtenir une racine effective Interprétation sur U

Eclater 2 points 1'un au-dessus de 1l'autre ti- tj =0
Eclater 3 points sur une droite ti-ft.-Ftk =0
6
Eclater 6 points sur une conique b ti =0
=1 j
. . 7
Eclater 8 points sur une cubique avec un 2t + v t -0

point double Y1

On obtient donc un systeme d'hyperplans passant tous par 1'origine
u, = (0,...,0). On aura donc un maximum de racines effectives au-dessus de u -

L
D'autre part les racines effectives sont des racines dans P . En comparant

avec [38], II.4 on voit que les racines correspondant a ti+1"ti’ i=1,...,r
et t1+-t24-t3 forment déja une base du systeme de racines Wr. Donc
Proposition 1 : Si r= 3,'20 a une singularité A1 et une singularite A2. Si

r>4, E; a une singularité Wr.

C'est un exercice amusant de vérifier directement la proposition en
éclatant les points. ti+1.-ti correspond a une droite exceptionnelle,
ty+ bty tg a la tangente d'inflexion de C au point O.

Pour exclure le cas ou il y a deux singularités sur Eo prenons
4<r=<8. Reprenons maintenant les notations du début de 1'exposé, et supposons
que k est de caractéristique O. Il y a donc une seule singularité X0 (point
double rationnel) de graphe dual le graphe de Dynkin de Wr sur Zo. (Rappelons
que par singularité ici nous entendons on Sp(B), B un anneau local comglet-)
Soit Y0 la résolution minimale de XO-

Considérons le diagramme
7 — 7
ot

Localisons convenablement dans les fibres et complétons en bas autour du point

r A .
uoe U 5 par abus de langage nous gardons les memes notations. Tl est clair que



r , . = r , .
Z-U est une déformation de Y0 et Z-U une déformation de XO .
Voici un résultat dont nous n'aurons pas besoin par la suite, mais

qui montre que la construction Z-U" est naturelle.
Théoreme 1 : Z-U" est une déformation semi-universelle de Y0 .

Soient Di’ 1<i<r les composantes irréductibles du diviseur excep-
tionnel de Yo--»X0 pour n'importe quelle singularité de surface Xo . Nous avons
vu (§ 3) que nous avons une surjection

1 T
H (Y ,@ ) —_— @ H (D. ,N
o Y . i’'D,
o i=1 i

) >0

ND = faisceau normal de Di dans Yo . De plus
i

Proposition 2 : Si Xo est une singularité quotient (car. k=0), alors

r
1 - 1
H (5((),@Y )__>.e; H (Di,ND.) .

o i=1 i
Une démonstration de cette proposition est donnée au § 6.
. ] . 1 .
Corollaire : dim H (Yo,®Yo) = r pour le point double Ar’ Dr ou Er .

En effet tous les diviseurs exceptionnels D ont self-intersection -2,

donc Hl(D,ND) est de dimension 1 ; on applique la proposition 2.
Remarque : Ce résultat est faux en général en car. 2.3 ou 5.

Démonstration du théoreme : Soit Y- SpT une déformation semi-universelle de

< r ., .
Yo . On a une fleche U - SpT par versalite. Nous voulons montrer que c'est un
isomorphisme. Comme les deux espaces sont lisses et de méme dimension, il suf-

fit de démontrer que la fleche induit une injection sur les espaces tangents.
r
L'espace tangent de SpT est H1(Yo,@Y )= & Hl(Di,ND ) et comme on
(o) i=1 i

a déja vu, 1'image d'un élément de H1(Y0,®Y ) dans Hl(Di,ND ) est 1'obstruc-

) i
tion a prolonger Di au premier degré.

Pour démontrer le théoreme il faut donc trouver un vecteur tangent
dans U" a 1'origine, au-dessus duquel Di est obstrué, mais les Dj s j#Ai, ne
le sont pas. En utilisant la table précédente on voit qu'il y a une unique

direction ou les Dj’ j£i, se relevent. On vérifie facilement que D, ne se
i



€ has dans cette direction ; cela revient a vérifier 1'assertion suivante :
releve p

Lemme 1 : Z une surface lisse, E une courbe exceptionnelle de premiere espe-
ce sur 7 (E2= -1, E rationnelle lisse), P un point de E et C un germe de cour-
p

be sur Z intersectant E transversalement au point P. Formons ZxC —££§C, et

éclatons la section naturelle C-ZxC. On obtient une famille Z' - C. Soit E'
cr (c,c)

la transformée stricte de (E,P) dans Z'. Alors E' est obstrué au premier degré

(c'est-a-dire au niveau des espaces tangents).

I1 suffit alors d'appliquer le lemme a chacun des Di' Le théoreme

est démontré.

Montrons maintenant que le groupe de Weyl de Wr’ que nous notons

aussi Wr, agit sur le foncteur Res. Rappelons la situation

Lo

SpR —>Sp S

le carré cartésien, X-SpS est la déformation semi-universelle de Xo, et
Y—»Xr une résolution des fibres. (R proreprésente Res.)
Nous allons exhiber un groupe G d'automorphismes de Res (notion défi-
nie au paragraphe précédent).
Soient, comme avant, tl,...,tr les coordonnées naturelles de U'. Le groupe G
que nous considérons est engendré par le groupe symétrique @r agissant par per-
mutation tng'tj plus un élément g que nous expliciterons dans un instant.
Montrons d'abord que @r est un groupe d'automorphismes de Res. Il
nous faut montrer que Xg
notations, nous allons montrer que 77 est isomorphe a Z (sur Ur). (Notons qu'il

est isomorphe a XR pour o€ @r 3y dans nos anciennes

. . O ~ 7 . ®k .
n'y a pas d'isomorphisme Z —=37Z .) En effet Z=Prqgj r( ® Py wZIU)' I1 suffit

\N IZ U k=0

UI‘

de montrer queﬁP(p* ZIU)g.____+]P(p* Z|U - Or la fibre de p*wZIU au-dessus de
(ui,.--,ur) consiste en les cubiques passant une fois par chacun des points
Ujgeneyu (dans [38] IV, on a montré comment donner un sens a cette expression

lorsque certains des u, sont confondus). Evidemment ceci ne dépend pas de



1'ordre dans lequel on prend les points u; s et comme on peut faire de méme
pour tout k, on a 7 2 z°.

Décrivons maintenant 1'élément g. Prenons trois points u u

sy Uy,
(quelconques ; non nécessairement distincts) de U et faisons la tr;nsfirmazion
quadratique standard T de points de base Ugy Uy, uz. T transforme X = P2 bira-
tionnellement en un autre exemplaire de P2 que nous appelons X'. L'image de

C est encore une cubique cuspidale C', encore paramétrisée par t, avec le cusp
a 1'infini et le point d'inflexion au point t = —(u1 tu,+ u3)/3. Les isomorphis-
mes @u: X' - X envoyant C' sur C sont paramétrisés par u€ !l‘:m . En termes de la

paramétrisation de C
t — ut + u(u1+u2+ u3)/3 .

Choisissons p=1.
La transformation inverse T_1 a 3 points de base sur C' : ul'(, 1<kg 3,
ou u! est le troisieme point d'intersection de la

k
droite ujuy (1=i, j<3, i#4j#k) avec C. Remarquons que uy € U. Donc

] — | - . A . 3 :
up+u, u‘_i =0 = up = -u, u:i Donc apres transformation par <P1 on obtient pour
parametre de uj s
t.+t,+t
—t, - j 2 3_ .2
bty 5 =t -5 (L +ty+ts)

ou t, est le parametre de u, sur C.
Ceci suggeére donc qu'on considére la transformation linéaire g sur U' définie
par

t p—>t - 2/3c

ty > ty - 2/3c

t3g———> to- 2/3 ¢

t4t——>t4+1/3c

tr}———7tr+ 1/3 ¢
ou c=t1+t2+t3.

Lemme 2 : g est un automorphisme de Res.



I1 faut montrer que Eg-21>i au-dessus de U'. La démonstration est 1la

méme que pour @r : en effet une transformation quadratique transforme une cubi-

que K passant par les points de base u u, et les points Ugse=+-yu en une

v U,y
cubique g(K) passant par les points delbasi g(zl), g(uz), g(uB) de T-! et les
points g(u4),---,g(ur)- Ceci donne 1'isomorphisme voulu pour k=1 3 pour k> 1
on peut faire de méme, ce qui démontre le lemme.
Rappelons que nous notons G le groupe d'automorphismes de Res engen-

dré par @r et g.

Proposition 3 : G est isomorphe au groupe de Weyl du systeme de racines Wr 5

Wr agit par réflexions sur v”.

I1 y a plusieurs fagons de démontrer ce résultat. La premiere est de
constater que les équations décrivant 1'action de G sur U" sont 1la projection,
par t. =3x, -x_, de 1'action de W sur z"*1 décrite dans [38], I1,4. La secon-
de est de constater directement que G agit sur le groupe de Picard relatif de
Z-oUr, écrite dans la '"base canonique', en préservant la classe canonique et
en préservant la forme intersection. Ceci donne aussi le résultat.

une
Remarque : 1I1 existe toute/littérature sur les groupes finis de transforma-
tions de Cremona et leur lien avec les systemes de racines : [36], [37], [39],
(40], [41], [43].

Revenons a la notation locale. Nous avons maintenant démontré qu'on

a un morphisme (gui est surjectif par les résultats généraux du § 3) :
(SpR)/W_ —— sp(s) .

Théoreme principal : (SpR)/Wr-——?Sp(S) est un isomorphisme.

Nous esquissons deux démonstrations de ce résultat, la premiere

étant plus courte mais assez artificielle.

Premiere démonstration : Nous pouvons prendre pour R le complété de 1'anneau

local de U” au point u_, soit k[[ti""’tr]]' Comme nous avons vu, & agit de
fagon naturelle sur cet anneau avec poids 1 en chaque variable : ceci veut dire
que si pE Gm, u(ti)z'uti. Puisque Wr agit linéairement sur cet anneau, et est
engendré par des réflexions, l1'anneau des invariants est un anneau de séries
formelles de dimension r admettant une action de Gm. D'autre part on sait cal-

culer les poids des variables de cet anneau pour 1l'action de Gm. Pour tout



ceci voir Bourbaki [7], V.5.
Par ailleurs Xo est une hypersurface quasi—homogéne, dont 1'équation
est donnée dans [24]. I1 est bien connu qu'on peut trouver une déformation

semi-universelle de Xo’
X —— Sp S

munie d'une action de mm. Pour une hypersurface on vérifie facilement ce ré-
sultat a la main ; le cas général est démontré dans [47], § 2.

On a donc une déformation XR—+SpR munie d'une action de Gm et une
déformation semi-universelle munie d'une action de Gm. On démontre alors

([49], 2.3) qu'il existe un morphisme SpR-Sp S qui est Gm-équivariant. Mais

alors on ceonstate que les poids de S pour l'action de Gm sont les mémes que
W
ceux de R . Donc la fléche est un isomorphisme, et la démonstration terminée.

Le désavantage de cette démonstration (qui a des points communs avec
celle de Brieskorn [34], et celle de Slodowy [53]) est qu'elle exige une con-

naissance complete de la déformation verselle X - Sp(S) de X, -

. N ” - ’ - -
Deuxieme démonstration (sur £) : Pour cette démonstration nous n'avons besoin

que de savoir que les variables de S ont des poids positifs pour 1'action de

Gm : c¢'est vrai pour toutes les singularités quotients.
Nous pouvons compléter les fibres de la déformation verselle X- Sp(S) et obtenir

une famille propre et plate Y—»S, avec

\c‘—:/'f

Pour simplifier 1'écriture nous écrivons S pour Sp(S) et R pour Sp(R).

X

(Pour le moment Xo est n'importe quel point double rationnel.) Les fibres de X
ont deux ou trois points singuliers a 1'infini (des singulariés rationnelles),
dont le type ne varie pas au-dessus de S. Résolvons-les de fag¢on minimale;

nous obtenons une nouvelle famille

XC—s W

\/

Pour chaque s¢ S, Wg— XS est un diviseur dont les composantes irréductibles



sont des ]P1 de graphe dual (lorsque Xo = la singularité de graphe dual Wr R

5<r<8)
L
-2 -1 3-r
On peut contracter le "-1", ensuite le "-2", ensuite le "-3" en famille au-

dessus de S. Il ne reste a 1'infini qu'une courbe rationnelle C, ayant un cusp,

et de self-intersection 9-r. On a maintenant une famille

XC——> W

Y,

Proposition 4 : Les fibres de W-S sont des surfaces de Del Pezzo anticano-

niques de degré r et C est un diviseur anticanonique.

La démonstration (facile) est laissée en exercice au lecteur.
Soit S' 1'ouvert de S ou les fibres de X—S (ou de W= S, ce qui
revient au méme) sont lisses. Pour s€ S' considérons 1'ensemble des szstémes

exceptionnels de longueur r ([38], II1.6). C'est un ensemble principal homoge-

ne sous Wr ; d'autre part puisque chaque élément d'un systeme exceptionnel est
une courbe exceptionnelle de premiere espece, on voit que chaque systeme excep-
tionnel de longueur r est stable par de petites déformations. On peut donc re-
présenter le groupe fondamental de S' dans les systemes exceptionnels de lon-

gueur r j; prenons le revétement associé de S'

~

Nous allons maintenant construire un morphisme S'-U" tel que
WS, soit le pullback de Z (ou Z, cela revient au méme).

Nous pouvons choisir une famille continue de systemes exceptionnels
de longueur r (§1(s),...,§r(s)), sE'E'. Par définition 51(5) peut étre repré-
senté par une courbe rationnelle lisse Dj(s), unique, de self-intersection -1.

Par la formule du genre, C étant un diviseur anticanonique, Dl(s) intersecte C



en un seul point ul(s) qui appartient d'ailleurs a 1'ouvert U des points lisse
de C. Contractons Dl(S) : §2(s) est représenté, dans la surface contractée,
par un D2(S) rationnel lisse de self-intersection -1. Soit u2(s) 1'unique poin
d'intersection de D2(s) et C ;3 et ainsi de suite. On obtient le morphisme

S' »U" désiré. Soit U' 1'ouvert dans U' des points en position générale ([38],

111,2). Le morphisme U' - S' est non ramifié, comme on a vu au § 3. On a donc

le triangle de reveétements étales :

S > U

\ /

I1 est évident que tous ces espaces sont connexes. D'autre part 1'ordre de
U'-S' est au moins Ier 3 1'ordre de S' - S' au plus ,er 3y ils sont donc tous

les deux d'ordre ler, ce qui démontre le théoreme.

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier le théoreme 2 du § 4
avec notre construction. Il est tres instructif de réaliser explicitement les
configurations par des éclatements. Remarquons que Du Val [12, III] a donné 1la
liste complete de toutes les configurations de points doubles rationnels sur
une surface de Del Pezzo plongée de degré arbitraire : pour cela il utilise
un résultat sur les systemes de racines démontré par Coxeter. Certaines de ces
configurations ne peuvent pas étre réalisées dans la déformation,semi-universel
le des Wr que nous considérons, mais nous les verrons apparaltre dans la défor-

mation semi-universelle de singularités simplement elliptiques : voir [48].

Remarque : L'idée de faire agir un groupe de Cremona fini sur le produit Ur,
ou U est 1'ouvert des points lisses de n'importe quelle cubique plane irréduc-
tible C, se trouve déja dans Coble [36] p. 370 ; voir aussi [37], p.- 88.

Bramble [33], dans le cas ou C est cuspidale, accomplit 1'exploit de calculer
explicitement les invariants de E7 dans E[t1,...,t7]. En particulier il montre

que les invariants forment un anneau de polynomes !

6. QUELQUES CALCULS COHOMOLOGIQUES.

Nous devons d'abord montrer que si 7 : Yo—+X0 est la résolution mini-

male d'un point double rationnel en caractéristique 0, alors
r
1 1 . . N
®:H (YO,G)Y ) — & H (Ei’NE ) est un isomorphisme (la fleéche est définie
o i=1 i



au § 3, prop. 3).
Voici une démonstration de ce résultat qui marche pour n'importe
quelle singularité quotient, mais qui est malheureusement un peu indirecte.

Nous avons déja vu que ¢ est surjective (§ 3). Soit Y, » Sp(k[e]) une déforma-

1
Y ) dans le noyau de 9. Tous
o

les B se relevent a Y, - En utilisant la surjectivité de ¢ on voit qu'on peut

relever Yl—eSp(k[ej) a une déformation Y- Sp(k[[t]]) a laquelle les E. se rele-

vent : a chaque étape relever Yi d'abord arbitrairement (ce qui est possible

tion de Y0 correspondant a un élément de H1(Yo,@)

2 < ~
puisque E (YO,C)Y ) est nul) ; Ei ne se releve peut-etre pas ; alors modifier
le relevement de Yj par un élément de Hl(YO,()Y ) qui tue 1l'obstruction dans

H1(Ei’NE ). Une démonstration directe est donnée dans [42].
i

Par construction la fibre générique de Y- Sp(k[[t]]) a le méme gra-
phe dual que la fibre spéciale. Mais d'aprés Brieskorn [9] il y a une seule
singularité avec ce graphe. La déformation Y- Sp(k[[t]]) est donc triviale, ce
qui donne l'injectivité.

Montrons maintenant que si XO est un point double rationnel,

1 o o1 -
HE(CDYO) =3 H (YO,C)YO) .

Nous savons que cette fleche est injective (n* est de profondeur 2 : uti-

Y
o

liser la suite spectrale de cohomologie locale). On sait par le résultat préceé-

dent que dim Hl(YO,QDY ) est r, le nombre de composantes irréductibles du divi-
o
seur exceptionnel, il suffit donc de montrer que dim Hé(QDY )>r, ce qui se
o
fait tres facilement.

Une fagon détournée d'obtenir ce résultat est de remarquer (voir

1, .
§ 2) que HE(L)Y ) est le noyau de B : DY -»DX
o o o
théoreme principal du § 4 montre que B est O sur les espaces tangents, ce qui

sur les espaces tangents. Or le

donne le résultat.
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