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Nous gardons les notations de 1'exposé du 4 Janvier : (X,P) une
singularité normale de surface, m: X' - X une résolution de X, U=X-P. Nous
voulons calculer le conoyau MX de la fleche de restriction

HO(X',Q;')—+HO(U,Q§,). Remarquons que M, = H;(EXQ]'), et que M

X " x he depend pas

de la résolution choisie.
Steenbrink [26] a montré que sz O pour n'importe quelle singula-
rité quotient en caractéristique O, voir § 16 prop. 2. Dans cet appendice

nous calculons M pour un cone X(C,f) := Spec & HO(C,£®n), C une courbe lisse,
n=0
L un faiceau inversible ample sur C. Ce calcul montre qu'en toute caractéris-

tique p> 0 il existe des singularités rationnelles X, méme quotients du plan
affine par un schéma en groupe fini, telles que Mx£¢3. Finalement nous esquis-

sons une démonstration du fait qu'en caractéristique O M_= 0 pour toute singu-

X
larité rationnelle X. En particulier on retrouve le résultat de Steenbrink.

Je remercie J. Wahl qui m'a convaincu que les calculs hideux nécessaires a la
démonstration de ce résultat (et, naturellement, pas reproduits ici) sont iné-

vitables, et qui m'a montré comment relier ces calculs a ceux de [28].

Remarque : On a quelques résultats sur Q; lorsque X est une singularité
d'hypersurface ou intersection complete : voir Greuel, Der Gaup-Manin-Zusammen-
hang isolierter Singularititen von vollstidndigen Durchschnitten, Math. Ann.
214, (1975) 235-266, ou Kantor, Formes et opérateurs différentiels sur les
espaces analytiques complexes, Bull. S.M.F., Mémoire 53 (1977). On sait peu de
choses dans le cas général. Si X est de Gorenstein, Hg-i(Qi) est le dual de
Extl(Q;,Gx), qui est lui-méme isomorphe a ™ pour i=1,2. (T1 est le module
des déformations infinitésimales de X et T2 est le module des obstructions.)
On connait des singularités de Gorenstein avec T2£(), par exemple les cOnes
sur une courbe elliptique de degré > 6 ; ceci donne donc des singularités nor-
males de surface telles que Q; ait de la torsion, a 1'encontre de celqui se
passe dans le cas d'intersection complete. On n'a pas d'exemple ou HP(QX)z 0 :

existe-t-il des singularités de surface Gorenstein qui sont rigides ?

1. CALCUL DE MX POUR LES CONES.

X= Spec & HO(C,£®n), C une courbe lisse, £ un faisceau inversible
n=0
ample sur C. On prend pour X' le fibré en droites au-dessus de C donné par £ :

X' =V(£) dans la notation de Grothendieck. On a le morphisme de structure



f:X'>C. La suite exacte des différentielles donne :

i

* 1 1 ¢
(*) 0————>fQ/k—>Q —_ f L —>0

C X'/k
puisque f*,ﬁ est le faisceau des différentielles relatives.

[ee]
20
X' = Spegc( e £ et U -= Spec. (o £7)
n=0 n=-o

donc (f et flU sont affines)

; i % i
pixr,£'%) - Bi(C,t,£8) = o B (c,5gc®)

n>0
3 3% m . ®n
H'Y (U ,f &) = @ HY(C,Fxs) .
n=-w
. o #* 1, * 1 . %
Soit 0 : H (X',f £)-H (f QC/k) le cobord de la suite exacte de (¥), et ao sa
restriction a HO(C,GC), c'est-a-dire a n=-1. On a

0o —> o HO(C,Qé®£n) —>M

-—> ker ao——->o .
n<O0

X

Proposition 1 : Si k=10T, 80 est injectif, donc

M= ® HO(C,Qé®£n) .
n<0

Donc MX est nul si et seulement si £ n'est pas spécial,

(£ spécial &> Hl(C,JZ) £0).
déf.

Démonstration : Recouvrons C par des petits ouverts Ui’ avec coordonnée lo-

cale x,, telle que x, =f, .(x.) sur U, .=U,NU.. Soit t. la coordonnée de la
i i ij 3 ij i

. i* N
fibre de X' au-dessus de Ui’ avec ti= aijtj’ aijeGUij, ou les aij sont des

fonctions de transition pour £.
Au-dessus de f_l(Ui), Q)i(, est donné par dti, dxi, et le recollement

au-dessus de f-l(Ui ﬂUj) est donné par :

dai.
at. = a. . dt.+(——-—l)t. dx .
i ij J dxj J j
(3#3¢) rr @ g g
dfi'
dx. :( J dx . . -
| axy J yaqd = X

. . o, . L. .
Nous voulons d'abord décrire H \C,C}C) en tant que sections du faisceau des dif-

férentielles relatives Q;,/C . HO(C,GC) est évidemment de dimension 1, et est



dat.
tln}. En utilisant (%¥) on voit que 1'image de ce
i

engendré par le cocycle {

1 * 1 hd p
cocyle dans H (X',f QC'/k) est la classe ducocycle de Cech donné sur Uij par

dti dtj 1 ( ( daij \ dtj
- = ———— |a.,, dt. +| —] t, ax.} - —4

t. t. a. .t i dx . ) j j t.
i Uj h] Uj iJ J J J J J J} J

On a donc un morphisme
1 3* 1
H (C,0 ) ——-——->H1(C,QC)
{a, .} ——>d(1log a..) .
ij ij

Ce morphisme est bien connu (voir Gunning, Lectures on Riemann Surfaces (Prin-

ceton), p. 131 et suivantes). Il provient de la suite exacte

0O — € > &

* * d log, 1
Q
C

et, a un facteur non nul pres, il donne le degré (ou classe de Chern) de £.
En particulier, puisque £ est positive, son degré est non nul, et ao est une

injection, c.q.f.d.

3* 1 * 1
Remarque : 3 : HO(X’,f £) ————s H (X', f QC)
o H°(c,s™) o n'(c,ales™ .
n=0 n>0

respecte la graduation et augmente de degré 1.

1 , .
D'autre part R1W*Q;':=H1(X‘,Qx,) est donné en car. O par la suite exacte

n+1) 0

0 —s 1’ (c,0)) —> H'(X',05,) —> & #'(X',¢
n>0
et n'est donc jamais nul. (Plus généralement, pour une singularité rationnelle
, 1 )
X et sa résolution minimale, la dimension de R'R*QX' est égal au nombre de com-

posantes du diviseur exceptionnel de X' -X : voir la proposition 3 du § 2).

Proposition 2 : (Sur un corps de base quelconque). Si C= P! et £=0 1(b)
P
alors MX::ker 60, qui est non nul si et seulement si la caractéristique de k

est positive et divise b.



Démonstration : Laissée au lecteur (calcul en coordonnées locales essentiel-

lement équivalent a la remarque de Wahl [56], remark 3.4).

2. sz 0 POUR LES SINGULARITES RATIONNELLES EN CARACTERISTIQUE O.

n:Y-X est la résolution minimale d'une singularité rationnelle en
caractéristique 0. Les composantes irréductibles Ei’ 1<i<t du diviseur excep-
tionnel E sont des courbes rationnelles lisses qui s'intersectent transversa-
lement. U=Y - E.

Soit DerE(Y) le faiscegu localement libre de rang 2 des dérivations
de X qui préservent 1'idéal de E ; on voit que DerE(Y) est localement libre en
le calculant en coordonnées locales : au point X, = 0, X, = 0, si E est donné
par.rg; x; =0, Ic{1,2}, alors DerE(Y) a pour base

i

g%f je{1,2}I\1
J

ol .
ik, ebo-
i
. 1
Soit QY(log E) le dual de DerE(Y) ("différentielles logarithmiques').

Avec la méme notation que plus haut Q;(log E) a pour base en coordonnées loca-
les

dxj je{1,2I\1
dxi
E
1
Donc
(1)

AZ(Q;(log B)) = K (E) .

On a d'autre part les suites exactes

t
. 1
(2) o—-agY-—eQ;(log E)—&e—s——sea OE —>0
i=1 i
1 1 ty
O——>QY(log E)(-E) ———%QY -— B QE —> 0
i=1 i

(3)



. 1, 1
Proposition 1 : Si HE(QY(log E)(-E)) = 0, alors M, = 0.

En effet la suite exacte longue de cohomologie locale montre que la
floche de restriction H2(Y,Q (log E)(-E)) - #°(U, Qy (log E)(-E)) est surjective;

ce dernier groupe est tr1v1alement isomorphe a H (U Q ). On a donc un diagram-

me
HO(Y,Q;(log E)(-E) surjectif par hypothése N HO(U,Q;(log £)(-E))
suite exacte (3) . isomorpgiftial
HO(Y,Ql) suite de cohom. locale >.H0(U,Q;)
et M

X? le conoyau de la fleche horizontale inférieure, est nul. (En réalité

~ il est facile de voir que toutes les fleches du diagramme sont des isomorphis-
mes. )

1
Proposition 2 : Hé(QY(log E)(- E))=0 = Hy lal (10g E)) = 0. Réciproquement

c qlial 1 1,1
si Hy(0y(log E)) =0 et H°(Y,0 (log E)®0y) = 0, alors Hp(ay(log E)(- E)) = 0.

Soit & un faisceau localement libre de rang 2 sur Y.
connu qu on a &=

Il est bien
Yo 3 D'autre part par dualité formelle (v01r le texte,

§ 15) H (J) est dual a H (Y ®K ). Donc 1la dimens1on de H (Q (log E)(- E))

>~ H (Der (Y)@aK ) est la méme que celle de H (Y,Q (log E)) On a la diagramme

HO(Y,Q;) suite exacte (2) S HO(Y,Q;(log £))

surjectif par restriction
la prop. 1

HO(U,Qé) isomorphisme trivial HO(U,Q;(log E))

Donc la fleche verticale de droite est surjective, ce qui implique qu'on aune

injection :

Hy (Q (1log E))-——»H (Y,Q (log E))

L]

. , o > . 7 - : o~ [ -
ce qui démontre la premiere assertion. Pour la réciproque on utilise 1'isomor

1 .
phi sme HO(Y,Q;(log E)®@E) - HE(QY(log E)®@E) et la suite exacte



1 1 1 .
0 ——»‘/QY(log E)(-E) -—-\QY(log E) —> Oy (log E)@Op —>0 -

Remavque @ Pour le moment nous n'avons utilisé que le fait que les composan-
tes de 1D sont lisses a intersections transversales, mais pas que X est ration-
nelle.

. . . 1,1
Théoreme (Wahl) : Si X est rationnelle, HE(QY(log E)(-E)) = 0 et donc MX= 0.
Remarque : Le résultat est encore vrai si la caractéristique du corps de

base ne divise le discriminant de la matrice d'intersection d'aucun sous-graphe

de E.

Wahl démontre ce résultat par un calcul pénible utilisant la propo-
sition 2 et les techniques de [28] : voir en particulier § 4 et 5.12. Nous ne

ferons pas ce calcul ici. On peut établir directement 1'assertion M, =0 par un

X
calcul (tout aussi pénible, sinon plus) en coordonnées locales. La restriction
sur la caractéristique du corps de base (voir le contre-exemple donné en pre-
miere partie) montre bien qu'un calcul en terme du cycle fondamental, tel que
ceux faits dans 1'exposé, ne donnera rien, et qu'il faut vraiment se salir les

mains comme dans [28].

Proposition 3 : Si X est rationnelle, Hé(Q;)%Hl(Y,Q:,) et est de dimension

t (= nombre de composantes de E). En particulier il n'est jamais nul.

On utilise la suite exacte (3) et les résultats ci-dessus.



