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Exposé no 6

THEORIE DES REPLIQUES. CRITERE DE CARTAN
(Exposé de M, LAZARD, le 14.12.,54)

1.- Résultats préliminaires sur les matrices.

Notations. K corps de caractéristique O
MWbospece vectoriel de rang fini sur K
> 4ua1 ge M
j}]y )8 produit tensoriel de r espaces ison orphes 3 M ot de s os-

paces :Lsomorphes y Mo >

Cy 1(M) est 1'algebrc de Lie des endo*'lorphlsmes de M,
Si L est un surcorps de X 5 on Aésigne par ’/7?5 1l'espace vectoriel sur L
obtenu par extension du corps des scalaires Mo L =M L .Si X estun K-endo-

morphisme XL est le L-endomorphisme de ’772;» qui se réduit & X sur s ¢ s> .

Nous. aurons besoin d'un certain nombre de résultats prélimineires sur les endo-
morvhismes X de ’Wfﬁ, qui sont d'ailleurs classiques. Faisons d'abord la remarque
que le choix d'un endomorphisme X de A¥s définit une structure de K % }module
sar M2 par la loi Pan=PE).m (P& Kx] et x une indéterminde).

Proposition 1. Le bicormutant de X est formé des polynomes en X .
A=K =x] étant un anneau principal, ce résultat est impliqué par le suivant :

M étant un module de type fini sur l'anneau principal A , l'enscmble des endo-
morphismes du groupe M gqul commutent & tous les A-—endomorphismes est identigue
aux homothetles par les &ldments de A .

En effet M est somme directe de sous-modules monogeénes Mi (1 < n) de

générateurs e » l'annulateur de e; étant 1'idéal = de sorte que oty Ti, e

Si f commute aux A-endomorphismes, il commute aux pro,]ecteurs Ei de 1(.., décompo~

sition M=% M, donc f conserve les M, et f(e.) = Aj ey (.'\. & A) . Mais com-
me (f(,ic mi+l il existe un A-endomorphisme p et un sc ul de M tel que
' p(ei) = ey 4 (i< n) p(en) = 0 , Par suite corme f commte & p :
£(ey) = 2067 (o)) = p'7 o))
=3 p ey =2 e,

Les homothéties sont des A-endomorphismes et f commute donc aux. homothéties
donc est un A-endomorphisme,
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f est 1l'homothétie de rapport kl € A C.Q.F.D,

Proposition 2. Si X ¢st un endomorphisme de ML les conditions suivantes portant

sur X sont équivalentes

1). Le K xFmodule 9¥v est semi-simple,
2). Il existe un polyndme P gaons facteury multiple: tel que P(X) = O
3)e Si L est la clbture clgebrique de K , ¥ st réductible & la forme

diagonale, :
Si l'une de ces conditions est remplie, X est dit gemi-simple,

1) = 2) ML est sorme directe de modules simples '%ﬂi d'aprés 1), Soit
e; € ?m,i e, # 0 . L'annulateur de e; est un idéal (Pi) - P, est irréductible :

sinon soit Pi = Qi'Ri sy Q = fi #£ 0 est annulé par Ri donc engendre un mo-

. oC,
dule dont le rong sur K est l; degré de R.i donc plus petit que le rang de '?ﬁ&
sur K . Autrement dit le module engendré par f, est contenu dans QﬁLi et distinct
de (0) et q%bi contrairement & 1'hypothése que ﬂ}bi est simple. Si 1'on prend
pour P le produit des Pi distinets, P(X) =0 et P est sans facteur multi-
ples.

2) => 3) Puisque P est sens facteur multiple, P se décompose darns L en
produit de facteurs linéaires distincts (car K est de caractéristique 0 donc

parfait). P(x) :T;'(x - Ai) « Alors 1 :'i-Pi(x) avee

P, (x) = - P(x)
PI(Y) (- M) |
E, = Pi(XL) applique Y dens 16 sous-espace des vecteurs propres associds a la
valeur propre X\i et s'annule sur les vecteurs propres associés & N, si j#1i .
Par suite les Ei sont des projecteurs deux & deux orthogonaux et X~ se réduit a

un scalaire dans Qﬂﬁi = EiﬁméL . Donc XU est diagonaliscble,

3)=> 1) Soit 4 un sous-module de %% . Pour montrer que W est semi-sim—
ple il faut prouver qu'il existe un mojectrrr E de B sur ¢ qui commute &

X ., Untel E est défini par les équations suivantes :

(@) < En,n'> =n, n'> ne 96 n'e 290*
() < Em,n'>=0 , n & PG n'e 8‘C‘Lc.’m>*
() <HEn, n'>.= <BEn, “In'> ne s e W™

XL étant diagonalisable,??ZL est semi-simple done il existe un projecteur E!

commutant & XL
(a) (b) (c) & coefficients dans K ont une solution dans I elles ont donc une

Ao L e, L . s ks . . . .
de M~ sur 9% , mais ceci signifie que les équations lindaires
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solution dans X . C.Q.F.D.

Propogition 3. On peut éderire X =Y + Z Y étant semi-gimple et Z nilpotent,

Y et Z conmutant. De plus une telle décomposition est unique et Y et Z s'ex-

priment par des polyndmes en X . Tout élément annulé par X cst annulé par Y et 2,

I1 existe un polyndme f sans factcur rwltiple et un entier r > O tel que
f(X)r = 0 , On va fabriquer des g; per récurrence sur i pour satisfaire aux
congruences

q .
(A) flx -5 g.(x) 7 (x)) =0 mod 2
4 =0 *

On prend g, =0 ot (AO) est satisfeite, Supposons trouvés 8y ++ Bp1 ©b

+1

posons. 3

. vi=1 i
P=x-~-3> g, f
i=o *
(1) £(P(x)) 2 0 o " pod f7
' Zopd
(An) s'éerit £(p - e M=o ' mod e+l

Mals par la formule de Taylor
f(p-g ) =£ (?) -g 2 £'(p) + ™R
or f(P) = L?.fn dtaprés (1) et il suffira pour g, de satisfaire & la congruence

(B) ¥ - g, f'=0 mod f

Or on peut résoudre (B) en g, cer f et f' sont premiers entre eux,

En considdérant la congruence (Ar 1) on trouve alors

r-1 .
(2) £ -3 g, @) =0  car £ =0
1=0 r-1
I1 suffit zlors de poser 2= gi(X) f1(X) et Y=X -2 5 comme gy =0
i=0 - .

Z est divisiblc par £(X) et donc Z' = 0, £(¥) =0 d'eprés (2) et comme f est

sans facteur multiple Y est semi-sinple, -

On a donc démontré 1l'existence d'une telle décomposition, Soit X = Y' + 2!
une autre décomposition avee [Y¥',2']= 0, Alors [X,¥']=[X,2']=0 donc Y' et
2" cormutent avec Y et Z , On a alors

YT+2=Y +2 donc Y ~Y'=2Z'-3%

Mais la condition 3) de la prop.2 montre que Y et Y semi-simples commutant,
Y-Y' est semi-simple, D'autre part 2 et z cormutent et sont nilpoténts, et 1'on
voit sans mal que Z - Z' est nilpotent., Or on voit facilement qu'il n'y a pas d'en-
domorphisme non nul qui soit semi-simple et nilpotent. Donc Y = ¥Y' 2 = 2', Seit
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e tolque Xe=0 Z=P(X) donec "e=P0)e= xe come Z'=0 N=0
et Z28=0 Ya=Xe-Ze=0 '

. 2.~ Théorie des rénligues.

La représentetion lindaire X —> X de %}1(?&0 dans W% se prolonge comme il

de oy dans ?ﬁ% o
8 FA

a ébé dit au 1) de 1l'exposé n° 4 en une représentetion X —>X, 5
3

Définition 1 ¢ X'@ <y 1() est appelé une réplique de X gi tout vecteur de
o o

- £ nn ] 2 e X!
annulé par X est annul g
Mr,s * = T,S Sumtal I T,S

Proposition 4. a). Si X' est une rdplique de X gt X" wune répligue de X'

" est répligque de X .

. vy A . 1 ’ . 3
b). Si X' est répligue de X, Xr,s est réplique de Yr,s

a) est tout & fait cleir.
Pour démontrer b) il faut remarquer que (qm; s)r’ o s'identifie 2
5 3

Pl v ot matiant cette identification étant compatible avec les représentations
rr'+ss',rs'+sr

de ¥ données (cf exposéd n° 4, 1) C.Q.F.D,

On o vu (exp. n® 4, 1) que PG ® W6 s'identifie & L(WLAE) =g 1(%) 5 la
représentation de cﬁ dans L(W,%v) étant dommée par O(X)f =X o f -f o X .
Autrement dit

Xy, £ = [%,f]

Soit X' une réplique de X ; alors si .f comrute & X X, ; £=20 done t
)

"

‘Xi 1 £= 0 et finalement X' cormute &8 £ . X' est dons lc bicommutant de X donc
b . .
(prop.1) X' =P(X) , P détent un polymbme, I1 y a plus : on peut choisir ce poly

ndne sans tcrme constant. En effet deux cas sont & distinguer.

1) X n'annule sucun vecteur de 4G . Alors son polyndme minimal a un terme cons-
tant non nul qu'on peut supposer dgal & 1, Par suite 1 = Q(x)- Q sans terme constant..
Mais alors dons P(X) on peut remplacer le terme constent var un polyndme sans terme

constent en X .

2) X annule un vecteur e # 0 . Alors i'e = 0 i.e P(X)e = O or puisque
¥e =0 P(X)e=P(')e=0 donec P(0) =0

De plus corme X! est réplique de X X' =P X La réciproque
P _ T, s T,8S T,8 r,s( r,s) * proq
est évidente:si X; s est un polyndme sans terne constant en Xr . bout vecteur
’ 9S8

annulé par X
T,s

est annulé par X' . Donc :
’ Tys

Proposition 5. Pour gue X' soit réplique de X , il feut et il suffit que pour
tout-couple (r,s) X; < s'exprime comme un polyndme sans teérme constant en XrAs
’ ?
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On va encore dénontrer quelques propriétés des répliques, assez élémentaires

mais essentielles par la suite.

Proposition 6. Si Y et Z gont respectivement les compnsantes semi-simple et
nilpotent de X , Yi g 2 Zr s sont resvectivement les composantes semi-simpleg
b b

et nllgotentes de Xr,s .

En effet Y 9 est seni-simple (appliquer le 3) de la prov.2) 2 est

rys
nilpotent, et [Yr g Zr s

= = i 4 = s 1'unieité
= [Y,ZJP’S = 0 . Enfin kr,s Yr,s + Zr,s 3 1'uni
de la decomp031t10n de Xr s ernet de conclure :
. ’

Corollaire ¢+ Y et Z gsont des répliques de X ,

En effet Yi s et Zr s étont les composantes semi~simple: et nilpotente
’ d b4
respectiverent de X = annulent tout vecteur ermulé per X, (prop.3)
) H
Enfin étudions 1'effct d'une cextension du corps de base.

Propogition 7 ¢ Si X' est une Y'e'plicme de X, X'L est une réplique de XL

Rec1broquenent toute réplique (dans oG ) de kL est combinaison lindaire & coef-

flClents dans L de répliques de X .

D'aprés la proposition 5 X' g = P(X ) donc xrL = P((X ) ) P((X ) )
’
donc _X'L est réplique de X RuClproquenent tout L—endomorphlsme de 4”% : est de
la forme Y =Z wi Y§' Y‘ & (, 1(‘){) sws € L 1linéairement indépendants,
Yr, (Yl)r s

Si un vecteur de ‘%@ s est annulé par Y., 1l est donc annulé séparément

par les (Yl)r donc si Y est réplique de XL , tout vecteur de 4”% 5 annulé
’ ’

par Xr,s est annulé par les (Yl)r,s C.Q.F

3.~ Le critére de nilpotence.

Théoreme 1. ‘Pour gue X soit nilpotent, il faut et il suffit gue Tr(XX') =0
pour toute répligue X' de X . '

S8i X est nilpotent, comme X' commute & X XX' est nilpotent et
‘Tr(XX') =0,

Réciproquement soit X =Y + 2 1a décomposition de X . Y est une réplique
de X (prop.&) donc si Y' est une réplique'de Y , elle est une réplique de X .
Mais alors Y' commute & Z donc Y'Z est nilpotent et Tr(Y'Z) = 0 ., Comme par
ailleurs Tr(Y'X) =0 on a Tr(YY') = 0 et on est ramené & prouver ceci ¢

Soit Y semi-simple tel que Tr(YY') = O pour toute réplique ' de Y.
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Alors Y=0

En vertu de la proposition 7 on peut se liniter au cas ol K est algébrique-
ment clos, Soit unc base iei} de Mg telle que Y 8. = >\ & Y!- appartenant
au bicommutent de Y , Y‘ei =M; Gs e Y est dlagonule par repport & la base

i 1
6. ®.eRe. et . Qe" = ((e* base de WX duale de {e}) et
1’3 1

11 lr 31 JS

multiplié 1'élément écrit par M, + eee Do = N: seo =N
i i j J
1 T 1 s
Les éléments ennuldés par Yr 5 sont donec combinaisons linéaires des fi j tels
- 5 ]
que 2 ):c - >‘j = 0 , Si toute relation lindaire & coefficients entiers entre les
K m

'\i a lieu entre les By alors YI’_ 5 annulent tous ces éléments et Y' est répli-
. , _

que de Y .

Supposons alors Tr(Y¥Y¥') =0 et Y #O0 , Les ')\1 engendrent sur le sous corps
premier Q@ de K un espace vectoriel P # (0) . Q est lc corps des rationnels
puisque K est de caractéristique 0.8 h#0 est une application Q-lindaire
de P dans Q, et si p, = h(}\ ) toute relation entre les ?\ a lieu entre les
My et T' est réplique de Y . Done O = Tr(YY') = E ?\ h()‘ ) h étant Q-liné-
aire et h()\l) £Q ona & h()\_L (h()\ )) ~2‘ h()\ )R = i , mais on est dans le corps
des ratiomnels ct une somme de carrés non nuls ne peut &tre nulle., Par suite

h()\i) =0 h =0 contrairement & ce qu'on a supposé, C.0.F.D.

4.~ Algdbres de Lie algébrigues.
Définition 2 : unc sous-algdbre de Lie Ue u{—}l( ) est dite algébrique si X. &0p
entraine gque toute répligue X' de X est dans O‘}

Exeriples : c,} 1(%Y) est algébrique.
l'intersection de toutcs les algébres de Lie algébriques contenant
G} est une algdbro algébrique 65, gqu'on appelle 1l'enveloppe algébrique de 0;}, .

Proposition &. C} dtant 1'enveloppe algébrique de @J,
1) tout_iddal dans cg, reste un idéal dons O’}»

2) le centre de (1 est contenu dans le centre de C%L

3) ¢ et (&1 ont méme algdbre dérivée

4) siov Getun tddel do o , [, ]e ¢

.on se sert pour démontrer cette propogition du lemme

Lemme ¢ Soient P et @ deux sous-esvaces de \5;1(’3%) € c P . L'ensemble deg

Xe Lgl(’m,) tels que ‘adX.P= @ est une alegibre algdbrique.
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En effet 0}1('3%):\: ’??Zl 1 adX = X, , . Alors si X' est une réplique de X
b 2

Xi 1= adX' est un polyndme sans terme constant en adX . Donc si adX .Pc Q
3
adX'.Pc Q

la proposition 8 se démontrc alors sans mal

1) P=Q=0 o¢ idéal de
[%,oz]c. o = [czt,ct] c. o

2) Q

0 P=g (centre de f),f)

(o4 31 (0) = [odt,z] < (0)

3) P:CH/ Q—'ﬂ ?
_ ,[W]wf Grop)e F°
Puis P=Cg/ [c le ):} [E' '“]c, (2)*[‘ ]
42 ooy T =G
ot Q':C

o] < 0y (5}, ovl <
puis P:C?A'r Q=09/ i

[%,%Jc?:‘?[&.,oﬁ]cc?}

Corollaire : o& est un iddel de c} et ci/c; est _abdlien.
. 4

4) P

i

Proposition 9. Si A eot une algébre (non nécesseirement associative) de dimension

finie sur K , gses dérivations forment une algebre de Lie algébrigue.

Une rultiplication dans A est é1lément M e B (A®A, A) = Al 5 e Cher-
?

chons X1,2. M

)):Xl’z v =X op ~mo (1®X+3X®1)
autrement dit
YE®b) =Xp(a®b) ~ula®idb + Xa®b)
= X(a.b) - a.Xb - Xa.b
Que X soit une ddrivation équivaut donec & VY = Xl ,2 =0,
=0 donc X! est une dérivation de A ,
C.Q.F.D,
Proposition 10, Soit pc c,;}l(%y) . 9% désigne 1'ensemble des N & o tels que
Tr(NX) = O pour tout X E(g, %, est un iddal de 03 Tout é1lément de [¥7] ,%]
¥ si of est oleébrique.
On vérifie facilement 1'identitd Tr([X,Y}) = Tr(X[Y,2]) (utiliser
Tr(AB) = Tr(BA)) ., Donc si XE.D} ’(zc?. zedt Tr([X,YEZ) = 0 et par suite
Tr(X¥,2]) =0 done [Y¥,2] e . 3 est un idéal de ot .

Si X' est une réplique de X X! oW =
’ b

est nilpotent et il en est de méme de tout olnmqnt de
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Si 09 est algébrique et N e X ona Tr(NN') = 0 pour toute réplique N!
de N donc (théorime 1) N est nilpotent,
Dans le cas général soit Ne ¥ Xeop YGO-} e Mors [X,Y]EC et

TI‘([N,X]Y) =
sont dons C’j o

Tr(NX,Y]) = 0 donec = [Ni,Xi] est nilpotent puisque ses répliques

Théoréme 2 : Si la forme bilindaire Tr(XY) est identiquenent nulle sur cg, > oF

est résoluble.
En effet teut X € [03,, 05’] est nilpotent d'aprés la prov.l0. Donc d'aprés
Enge [c;,o{}] est nilpotent et o est résoluble

5.~ Algdbres semi-simples. Critére de Corten.
Définition 3 ¢ Une algébre de Lic est dite semi-simple si elle ne posséde pas d'idéal

résolublz, Ime nlzdbre de Liec est dite simple si clle est de dimension > 1 et qu'elle

n'a pas d'idéal non trivisl,

I1 résulte de cette définition que toute algdbre simple est semi-simple,
Théordme 3 : (Carten) : 1) si o} est seni-simple ot & une fegrésentation fidele
de C)} » Tr(B(x)© (y)) est une farme bilindaire non dégéndrée.

2) Si le forme de Killing B(x,y) = Tr(adx ady) gﬂ non
dégénérée cg est seni-simple.,

Les ne ot tels que Tr(&(x)&(n)) = 0 pour tout x & <} forment un idéal
${ de o1 a'aprés Ie proposition 10, On & Tr(@ (n) &n')) =0 (n,n'e ¥} ) donc
(théoréme 2) & (#£) est résoluble ot ¥ cst résoluble puisque & est fiddle.
Donc puisque ! cst seni-simple 8 =0 et Tr(8 (x)O (y)) est non dégénérée.

Réciproquerent supposons la forme de Xilling non dégénérée et ©4 non seri-

simple, Soit o0t ¢ o4 un idéel résoluble non nul, n la longueur de ot alors

{‘2’, - CqL(n--l) est un idédal abélien non nul do 03 . 51 ox,ye O} be % ona

[byyle 4 [x,[b,ylle £ donc [b,[X,[b,y]]1=0 par suite
adboadx cadb =0 d'ol (ad!' » :J.c'tb)2 =0 et Tr(adx adb) = 0 ce qui est
absurde. '

On va procéder maintenent & 1'Stude des idéaux d'une algébre seni-simple,

Proposition 11, Soient 0} semi-sipple ct or, %»deux idéaux de 0(} » Les asser—
tions suiventes sont éguivelentes
1) otnh= (0) 2) [er,%]= (0) 3) ot et &fﬁv sont orthogonaux pour la
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fornme de Killing,
) 2)  cor  [or,$]coe adr

2) = 3) si acot bedr xeop [bxlef et [dlvxlle [or, $1= (9)
dopc adaoad b=0 B(a,b) = 0

3) = 1) . En effet la forme de Killing cst 1dent1quer1ent nulle:sup 1'iddal ot n b
qui est donc rdsoluble d'aprés le théoréne 2, Cormme cg est semi-simple il s'ensuit
que CT nfo= (o) .

I1 résulte de cette proposition que tout idéal ©t admet un supplémenteire et

un seul & savoir 1l'crthogonal de ©OC pour la forme de Killing,

Théoréme 4 : uno algdbre de Lie seni-sinple = est sorme directe d'algébres simples

(D‘i et _réciprogusment. Tout_idéal 5 est sorme directe de certains des O}i et
la décomposition de O; est unique. ' '
{

Tout idéal oyent un supplénentaire, %t est somme dirccte d'idéaux minimaux.
Un idéal mininal cst sirmple car il n'est pas abélien donc de dimension > 1 et ne

possede pas de sous-iddaux,

Soit 5 un idéal de e é«« est sorme directe d'iddaux minimaux de cg puis-~

que la représentction adjointe est compléterent réductible, Il suffit donc de mon-

trer qu'un 1deal ninimal gst 1'un des?i‘ Or b, ne peut &tre orthogonal & tous
les rB car | serait orthogonal & cg contreirenent au fzit que la forme de
Killing est non dégénérée. Donc n'est pas orthogonal & 1'un des cg;“'. , soit

%11 et on a %,4'%!1 £ (0) comgé ‘;L et czh sont minimaux 5 =9y

Ltunicité de la décomposition résulte de ce que les ? 5 sont les idéaux

minimaux de g donc bien déterminés.,
Corollaire 1 : o) = [cg',fg]
Car'[gi ’(JJ:l:(O) I:OJJ_ }fgl:':c‘:,”.l_ done [%19?]:%

Corollairec 2 ¢ tout idéal ; de Cj est semi-simplec

C’chF.D»

Corollaire 3 : tout idéal de Jg« C}reotc un 1dc'wl dans O}

caro} f)y 5, [%» b]..(O) . 51 [ﬁ ]c(’tcg)- alors [oz,m]co'l’/.




