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Séminaire "Sophus LIE"
E.N.S., 1954/55
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Exposés n”® 19 et 20

THEORIE DES CARACTERES II .

DETERMINATION DES CARACTERES.
(Exposés de P, CARTIER, le 26.4.55
et le 3.5.55)

Les nototions sont les mémes que duns l'exposé précédent

1,- Lemmes sur les racines.

Lemme 1 : Lo gymétrie Si associée 3 la racine simple g permute

entre elles les racines nositives différentes de (xi et_change °<i en —o(i .

Soit of une racine positive quelconque # 0 , soit & = Z mj o(j )
J

On a2 8;& = X-mo = (mi—m)O(i + j}; - mjdj avec m = 2 (o<"0(i)/<ocj_, XsY

. Comme les of j forment un systéme fondamental de racines, les coefficients.
des o(J. §ans 1'expression de Sio( sont de méme signe ; si alors 'mi <n ’
les autres coefficients sont < 0 , mais comme les m'j sont > 0 puis-
que X est >0 c'est que my = 0 dés que j #i done « est propor-
tionnelle & o, et elle lui ost nécessairement égale. Si m; > m alors

~ les coefficientg de Sio< sont >0 et Sio< est une racine positive.

Enfin on sait que 8; (s = =l .
1 - 1

Lemme 2 : Si. P est‘ la demi-somme deg racines positives, -P(Hi) =1
- - _ ' 1 , ? oy '
ona 80 =p F(Hi) x; + D'autre part, d'aprés le lemme 1, S, permute
tous les termes de¢ l'expression de F , a l'exception de %(xi qui devient
L =0 - 't i L -
~ oy , done 8,0 = p - et il en résulte que (J(Hi) 1.

Lemme 3 : Pour qu'une forme lindaire A sur b soit plus grande que_

~ toutes ses transformées par le groupe de Weyl, il faut et il suffit gue

l'on ait )(Hi) >0 pour tout i .

La condition est nécessaire, car si l'on avait A(Hi) <0 , on aurait

Si>\ = A~ )\(Hi)(xi /=) contrairement & ce qui a été supposé. Elle est

aussi suffisantc : en effet supposons que A(Hi)' > 0 et démontrons que

A yo. A pour toute transformatione # appartenant au groupe de Weyl W,
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Ceci est vrai pour o =S; car A }SiA = - /\(Hi) « 3 on va alors le

démontrer par récurrence sur p pour le produit de p symétries Si ce
qui suffira puisque le groupe W est engendré par les Si « Supposons
done démontrée 1'inégalité A > 0. A lorsque o est le produit de

.q<p symétries S, et soit o=8, ... 8 =7T. S, ; ona
i i, i i

o A= ’E:Si X o= T - /\(Hi )’L“o(i . Or de deux choses 1'une : ou bien
‘ p P p
T4 ost une racine positive et alors TAehet 0 A4L X, ou’

b
bien To(i < 0, Soit alors k le plus petit indice tel que

p .
ﬁf =Si Si Loeee Sy oy }O pour { >k ; ona k>1 pulsque
1) {+1 p-1 °p
2 = ! apre
T X ip < 0 done Bk >0 et f3 el = Sik—lﬁk 20 . D'aprés le lemme 1
ceci implique 1'égalité de

S

(’:»k et de «, , finalement T.':T,'Si ™
k-1 k-1

17 iy
toute racine « la symétrie par rapport & l'hyperplan orthogonal & T'"x ,
-1 ' ] .
] ~n — ~ " -— "n . ’
Flonc s, T = S’E’b( et T Sip = Si-k_lf[ ; comme le carré de

sik est L'identité, il en résulte que O~ = T' T" est le produit de
-1

p~-2 symétries Si et par conséquent, dans ce cas aussi O A RN sio- £e.
2.- Digression sur les exponentielles. |
On désigne par P le groupe additif des formes linéaires A sur b
telles que )\(Hi) soit entier et par P+ le sous-monoide défini par les’
inégolités A(H;) >0 . Soit 4 1'olgdbre du groupe P & coefficients
dans K et {ek} 1o base canonique de A ; on a done ed .eM = e'\""’M .

Le sous-anneau de 4 formé des combinaisons lindaires des e/ avec

avee T" &. =, . Mais il est clair que "C"Sd '{;"-1 est pour

A€ P des générateurs algébriquement indépendants qui sont

Ai | o
et '(/\i(Hj) = gij)' donc c'est un anneau d'intégrité qui est méme facto-
riel. A peut s'identifier & 1l'anneau des fractions vde B par rapport a

1'ensemble multiplicativement clos des QA ( N € P+) ; donc c'est aussi un

anneau d'intégrité qui est factoriel.

On considdre en plus le module M = A & bx sur l'anneaﬁ, A . On dé-

finit un produit scalaire sur M par la convention
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.<a@),b'®}x> =ab £\, u} puis un opérateur A.m A (lapla-

cien) par A (e’\) = ,\ A PN 6/\ et un opérateur g ("gradient") de A
dons M par la convention g(ek) = e>‘ % A . On a alors les formules sui-
vantes :

(1) g(ab) = b.g(a) + a.g(b)

() Afab) =a A(b) +2 <gla) , gb) >+ A(a)b

I d 3 3 . ’ . /’ . Id “
En effet on vérifie immédiatement ces égalités lorsque 2 = e'\ ; b=¢e }
la deuxiéme par exemple provenant de 1'identité

<}\+}1,'>\+M>" <Ny A>+2 A, u>+ \u,}.«> et le cas

général s'en déduit par lindaritd.

Il nous reste & fiire ugir W sur 1l'algébre 4 , ce que l'on fait par
la convention o.e? = & . Un élément O €W est une transformetion
orthogonalede b’“ donc possede un déterminant qui est égal & * 1, Un
élément de & , soit 2 , sera dit symétrique ou antisymétrique suivant que
l'ona o.a=a ou oua=détona ; pour que 2 soit symétrique, il
faut et il suffit que Sia = a pour tout i et pour qu'il soit antisymé-
trique, il faut et il suffit que Sia = -a puisque det Si = -1 et que

les Si engendrent W ,
Soit w 1l'ordre du groupe W et Q 1'opérateur de A défini par

(3) Qa=>_ detsdua
: o€y

8i a est quelconque, on 2 & .Q.a = >_ deto'. oc-o-'.a = (det o )—1 Q.a
done Q.a est antisymétrique ot si aa-ézst antisymétrique Q.a = wa s C€
qui prouve, puisque K est de cqractéristique O, que Q applique A sur
le sous-espace des ¢léments antisymétriques. Il en résulte que tout élément

. ’, . N . . s 2 : .A
antisymetrique de . est combinaison lindaire des Q.e’\ = Z deto~ e "

on-peut évidemment se limiter aux A tels que A B o A pour tout
O"€ W , donec en tout cas aux A tels que }\(H ) >0 (car A > 83 A) .
Mais si pour un i donné on a )\(Hi) Oona Sl>\ et par suite si
l'oh fait une partition W =T UT'Si sy On a Q.e’\ = E (det o~ G'A

o Si,\ o &eT
det(c‘si)e ) = 0 puisque le déterminant de Si est -1 , Finalement

tout élément antisymétrique de 4 s'éerit comme combinaison, lindaire des

Q. e pour les A tels gue >\(Hi) >0,

Soit o une racine et a € A tel que Sxa =-a; il est clair que

a est combinaison lindaire de termes de la forme
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h—S eh= e - A—MH s = ’\(1 _d)'\(HIX)) car A(Hy) est wn
ent:l.er. Il est alors clair que eA - S e>‘ est divisible par 1 - e‘x s
donc aussi que a est divisible par 1 - e(x . Si a est antisymétrique,
il est divisible par tous les éléments 1 - e s Premiers cntre ewx, donc
par leur produit puisque 4 est un anneau factoriel et donc aussi par
TT (e o72%) o HfTT (1 -5%) =
A% 0 « 70
D est antisymétrique car d'aprés le lemme 1 , Si permute entre eux les
facteurs de D & 1l'exception de eél'ui - e-%vi qui est changé en

Lot Lot Lots ~Los '

e <1l -1z -—(efdl - € <1 ) done S;D=-D et D est bien antisymé-
trique. Les exposants du développement de D en combinaison lindaire des
ed sont compris entre pet -¢ ,doec D est combinaison linéaire
des Q.e’\ avec P },\ P t: ; mais chacun-de ces Q.eA &tant antisy-
métrique ost civisible par D :Q.e” = b.D . Or le "plus haut" terme de
b.D est le produit des plus hautstermes de b et de D et de Améme pour
le "plus bas"™ terme donc l'intervalle des termes de b.D est somme des
intervalles correspondants pour b et D et ceci est manifestement impos-
sible si P LAY - p et b # 0 et cela implique que b est constant
si A= [ Donc D est proportionnel & Q.efJ et lui est méme égal
puisc%)ue dans D et duns Q.ep » le terme de plus haut rang est égal

a e

Soit finalement a symétrique, donec a.D antisymétrique est combinai-

son linéaire des Q.e? avec )\(H )>0 (donc = 1) autrement dit a.D ‘est

: A+ e . e s
combinaison lindaire des Q.&'"F ( N\ e P ) et a est combinaison linéaire

des Q. e>‘ F/Q ef " puisque D =Q.ef et que Q.GMF étant antisymétrique
est divisible par D .

3.~ Caractéres des représentations de dimension finie.

Soit ( () s V) une représentation irréductible de dimension finie ‘de
O} ayant A pour poids dominant s Wy = dim V>\ la multiplicité du poids
A de V.S h estun élément de U( b) C U((g) l'operateur P(h)
est scalaire dans VA » sa valeur étant fy(h) = ( h, e 5 (e est la

forme linéaire > (rhl)—-l/\ S osur U( "‘)) done
mn=0 ' )
Try (?(h))_Zm (h).. (n,Zm et dimV:Em/\ . Ceci
' A
nous conduit donc & étudier l'elomont \{fj\ = Z my e>‘ de l'alpggbre A ;
5 : ‘
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on sait que c'est un élément symétrique de A puisque deux poids de V
conjugués par le groupe de Weyl ont méme multiplieité, donc \}/ A est com-
binaison linéaire des Q. e“f’/Q.eF : on va montrer plus précisément qu'il

est égal & Q.e'/\"'f)/Q.e? .

Lemme 4 : Les E, étant choisis dans C}X de sorte que < Eys E‘0<>
=1, gi 1l'on pose t(>\ ) x) = Trv\ (f’(E?()P (E_o( )) s ona @
/

(4) t(‘):d)"t(/\"‘dyd):m/\(’\ y X

On définit deux opérateurs P_ et P_ dans le sous~espace T somme
de V,\ et de V/\w( par la condition que pour x €V/\ et y€ V/\+cx , On
ait
(5) Px = p(E)x Px=0 Py=0 Py =p(E_ )y
On en déduit ([P+ , P Dx = - F(E—u) P(Eo()x = (/\, YD x - P(Ed) P(E_o()x

e, , P Dy = p(EIp(E_ Dy

dtor 0=Try((P, , P_]) = (A, o> my - t(A, ) + t(l+ o, ) ce qui

il

n'est autre chose que la formule (4) .

Si 1'on définit des é1léments de b par les formules

N i : 1
£ H; , Kj> = Oij on a deux bases duales de OZ avec {Eo( > H

d'une part et iE_O(KJ.\} d'autre part donc 1'élément de Casimir sera
[ = 2> E, E~0(+ > H K, . C'est un élément du centre de l'algdbre
X i

enveloppante de % s 6t comme la représentation ( P V) est irréductible ,
le lemme de Schur montre que P( ') est un opérateur scalaire X.l . Ona
alors : , .

yem) = Ty, (7)) = > Ty, (P(BQ P (ELQ) + % Iry, (p(H) p (K,))

3

1

=O(Z BN, %) + 2 my A(H;) A (K,) =&V_ b, o) +m <A, AD

soit finalement

(6) my (Y= (A, 0 =540, )
o8

Considérons le produit R =OZT(e°( -1) ;jona R= '\;T(e“ —1)(8—O(~1) = - D2 .
X Y0 :

Nous allons calculer R( XWP_/\ - A (gfﬁ )) =8
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S = TT(e —I)S-mke(x <|\ >\> donc d'aprés (6)-
(e —1)£ eAZt(A,%)

TV (e —1)Zt(>o<><\+‘* eh)
B
£

R

l

—
—!

TR
=M 2M M

>

T (eP-1) 7 & (t (A, - t(A+x,&)) donc d'aprés lé lemme 4

ke

S

T (e -1) m <A ol At x
M) Z ) > e

<Ze‘ ﬁ—-l) O(Zme‘@a/\>

o 6;50(

{gldy, g (7{)’_/\) >
Autrement dit en divisant par D : D( ngj\" A(qu\)) =2 g(Dd) , g(\IIA )>

Des lors YD) =0 A(Y,) +2<a0) , e(Pp)>= Ay - Aol

Or d'une manidre générale, A (q.ef) = < PP Q.ef donc

A(D) = « e, P> D et D. IV est vecteur propre de 1l'opérateur 2\ ;
pour calculer la val%rréépondante, rema®quons que le terme le plus
haut de D. Wp'/\ est e F qui se trouve multiprlié par <A + fs N+ F>

par l'opérateur A\ . Comme D. \}I,\ est antisymétrique, on a
- r\+0'. .
w.D. YA = Q(D.lJb;;\ ) z Z det 0" m, “f et chacun des tefmes de

]

cette somme est vecteur propre de A avec la valeur propre <>\ + 0. ?,
/\ +G. P> . Comme D, \L/\ est vecteur propre de A avec la valeur
propre < -/\+P Ay p > , on peut se limiter dans cette somme aux termes
pour lesquels <A + S5, N +6. f)> = (A +§°’A+ ‘9> ; or il se trouve

qu'on a le résultat suivant :

Lemme 5 : Si )\ est un poids de V distinet de o.M\ ; on a
‘/\+0".f'<l/\ +P\

On & vu en effet a 1l'exposé 17 (page 6, dernier paragraphe) que A
est conjugué & un poids M tel que /\A(H ) >0 et que '\[u\é \/\l ; donc
A, 0> = <}A,,\&><</\ N >, Dlautre part o:l./\ est un poids

de V , done il est égal & N - Zmio(i ol les m, sont des entiers
i
s -1
= 0 ; par suite </\,<T.g>=<q~ e As /-—</\,P> zm<§) o(>
2
et ‘A+F{ -

sauf si les m, sont tous nuls, i.e. sauf si sLx="A . (Noter que
d'aprés le lemme 2 , P(Hi) =2 {p,> / < Xy 3Ry >

/\+ J‘Flz = U\tz - Ulz +iZ m, \Mi' ce qpi}est)O



19-07

Reprenant la formule donnant D. \Pj\ , on peut donc écrire :

D. LP’A = w-l g detzo— mO_;J\Q.e(A“LP) = m/\‘Q.eA'FF et done

y}\=Q A+§D/Q.e(’ car m/\:l

Il nous reste & obtenir la valeur de dim V = Z my 5 ce nombre se

\.._;, 1 de A dans K , spéciali-

déduit de qu\ par la spécialisation e
sation que nous effectuerons en deux pas, remplagant d'abord e par la

RESWE

série formelle en T puis en faisant correspondre & toute
gérie formelle en T son terme constant. Soit flu\ la spécialisation

, A .
s SN ma g, (a:eh) = Z deto of ST M2
—Z detc*eT<’\ G/"> f (G.e P) done

fF (Q.eA) = f\ (Q.e(’) = 1 (e"«"’T <“’A>-a~i'T <oty A > ) série dont le
/ X0

terme conskant est || T {&,\> ., Le terme constant de
o ¥0

; _ N+ vl _
fP (&}A) = fﬁ (Q.e P)/fP (Q.ef) est done I;TOU\ P >é(T>T0 < f,o{>

En résumé, on = démontré les résultats suivants :
(7) Tr(p(h)) =< b, Z detm"'(/\‘“)/ E deto e P >

() ainve TT (R apyor>
abo <2

4.~ Détermination des caractéres de l'algébre semi-simple U}

Wous allons maintenant déterminer & 1l'aide de ces formules 1l'applica-
tion X introduite dans l'exposé précédent ou tout au moins sa restriction
4 la sous-algébre U(b) de U(UJ) , ce qui est suffisant puisque 1l'on
sait par la proposition 1 de 1l'exposé précédent que U( %) est somme de

U(b) et de [U,U].

Comme est une algébre de Lie abélienne, U( b) n'est autre que
3(5) done si h € U(H) Xy (8)=£y (§n) = Y (h),d'D=¢n,b X"’f 3

par ailleurs si /\ est lc poids dominant d'une représentation irréductible
de dimension finie, on a )(j\(h) = (dim V)'_lTr(?(h)) , d'ol d'aprés les
formules du paragraphe précédent : o '
71
(9)  ty.os °<>0Q(§ 2 _@elf
e A+
<0 < P x>

si /\(Hi),>,0 ost entier
i.e., N\ € P,

¥
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Nous allons introduire 3 opérateurs 51 de U(b) et démontrer que
Z(S\ = cS\ c? 5 sera défini comme 1l'automorphisme de l'algébre U(b)
qui tmnsforne H S D en H + \O(H)

D'autre part, le groupc de Weyl est un groupe de transformations liné-
aires de b donc se prolonge de maniére bien définie en un groupe d'auto-
morphismes de U(b) s on a So( H=H mod Ho( pour H e b , donc puis-
que S, est un automorphisme de U(b) et que b engendre - U( b) R
Soch =h mod Ho( 3 81 alors h est antisymétrique S¢yh=-h e h =0
mod Hy ;3 h est divisible par chacun des H A correspondant aux & >0 et
done par leur produit puisque U( b) est isomorphe & un anneau de polynomes,

donc est un anneau factoriel, Or k = 1T Fo( est antisymétrique car d'apres
>0

le lemme 1, Si permute les différents facteurs a l'exception de H; chan-
gé en - Hi et par suite S k=-k . On définit alors CS\ ainsi
(h) =7 deto. oh/k é\ (h) est symétrique et reclproquement un é1é-
(o

ment symétrique est le quotient d'un élément antisymétrique par k done de
la forme o (h) 82 applique U( b) sur le sous-espace des éléments

symétriques. Enfin ) 3 sera défini comme le transposé de 1'opérateur de
multiplication par Q. ee / a(T}[ 0 < f’ X > 5 comme un anneau de séries formel-

les ost sans diviseurs de 0, N 3 estun opéfateur biuniquue et par
conséquent J} appliqué U( b\) sur U( h) .

o & 1 ©est un homomorphisme de U(h) dans K qui appllque H eb
sur A(H) + E(H) donc est égal & e'\ f ce qui signifie t& e’ = /\+(O

Onaensulte (é\ (h)e > = <Zdeto-c'h/TT Hd,e\>

—Z detw(o‘.he > /7T <>\ K > , done
t& t(y A= L det o~ eo’('\+F)/ (o( k+ P > . La formule (9) montre que

pour A€ P 5 ceci est égal a t% b Xe et comme on a démontré a

A

l'appendice de 1'exposé 18 que les e’ aveec ) € P forment un systeme
total dans le dual de U( ‘* ) , on a donc démontré que t32 tg = t‘g ty
autrement dit Q 8 }gé et également le fait que Xe est donné
pour tout N\ Cb par 1a formule (9) .

33 appllque u(h) sur U(b ) donc 1l'image de 25 est égale & celle
Xé‘ = 1 é\z et c'est done 1'image par 1'automorphisme é\ de l'alge—
bre S formée des éléments symétriques de U( b) . Cl'est un theoreme bien
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connu dont on trouvera la démonstration en appendice que tout homomorphisme
de S dans K se prolonge en un homomorphisme de U( lj) dans K donc
est de la forme s —» (s, eA > ; donc tout homomorphisme de

X(ULI) = X(U( h)) = 5\1(8) est de 1la forme s —> ¢ s , e) > autrement
dit tout caractére deo OJ est de la forme eho ¥ = XA et il est

donné par la formule (9) .

Pour que ,X)\ = X}«c s 11 faut et il suffit que el et eM coincident
sur X(U(b)) = &r\l(s) autrement dit que té\l o et té\l eM coincident

sur S co qui par le théordme de 1l'appendice signifie que A+ fw et M+P

sont conjugués par le groupe de Weyl.

Théoréme 1 : (Harish-Chandra). La _représentation irréductible de Cg

soit @;\ admettant , pour poids_dominant admet un caractére 7(>\ qui

egt donné par le formule :

' h det co“’(’\ﬂ‘)

= s .(F’O(> . =
(10) Xy () (h,wo D053 S et >

poee
Tout caractére de CB est de la forme ,X\ ;3 enfin pour gque X,\ = )(}4 ’
: Ry

il faub et il suffit que A+p et p+p solent conjugués par le groupe de

Weyl.
Remarquons qu'en conséquence si A # M mais /\+'9 =o{ M+ t:) , 6)) et

@/u sont inéquivalentes, mais ont méme caractére, contrairement au cas des

représentaticns de dimension finie,

5.- Application bécarre dans 1'algébre symétrigue de U} .
Munissons l'algébre symétrique de - (/3 de la représentation adjointe.
D'aprds le théoréme de Birkhoff-Witt, Up(%)/Up__l((g') s'identifie &

Sp(%) et on voit facilement que cette identification est compatible avee
les opérateurs de la représcntation :tdjointe. Or, si d'une maniére générale,
nous considérons deux_ Uj—modules M et N et un %’—homomorphismé p de
M sur N, ona p(MU) =10 et p(MA) = 8 done p(mh) = p(m)kl .

sP (b) étant plohgé dans &P (%‘) admet %p pour supplémentaire, ces
deux espaces étant orthogonaux (ef exp. 1¢) ; nous allons chercher &
caractériser le sous-cspace T de sP (b) projection orthogonale du sous-

espace des invariants de Sp((g) pour 1la représentation adjointe.

Soit u-= u' la projection canonique de Up(%) sur Sp(o(;v) .

D'aprés la proposition 1 de 1l'exp. 18 (ou plutdt un léger renforcement que
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donne sa démonstration) tout élément u de U ((g) stéerit sous la forme
u-—h+Z[g ) Uy ] ot héev (b) ot les u; sont dans Up(%) ; par

suite ut=hn9 = X(h) +p ou X(h) est comme onsit dans Up((g)v et
p € Lp . Appliquant 1'homomorphisme u —s= u' on trouve alors
(u)B = (ub)' = Y(B)' +p' et p' est dans O;p tandis que ¥ (h)'
apportient & gP (k) s ceci signifie que T se compose des éléments de la
fo h)' 2 h €U (k) .

rme X( ) vec € p(l'))

Comme 1l'algébre b est abélienne, on peut identifier ‘U(b) et
S(b) , U (b) Staont identifié a E Sk(b) s or X conserve les sous-

espaces (b) donc si h €U 1(b) on a z(h)' =0, ce qui montre qu'on
peut remplacer h par n mporte quel élément de U ( b) ayant méme terme
de degré p sans changer X(h)' « Soit n 1le nonbre des racines positives
le terme de plus bas degré de¢ Q.el -o(’ lo(ezO( e K ) est done de degré n
O(TJO K ; par suite si f est un élément du ducl de
S(b) dont les composantes de degré <p sont nulles, les composantes de
degré < p+n de té f=f D/TTO<P,0(> seront nulles, autrement dit si f

est nulle sur U (b) é\ f est nulle sur U (b) , ce qui prouve par

puisqu'il est égal &

dualité que (5\ envoie U ( ﬁ) dang U (b) . Montrons que lorsque a

parcourt sP +n(5‘) s 1o composante de degré p de 5\3:1 peut étre arbi-
traire ; sinon, il y aurait une forme f non nulle sur U(b) mais nulle
sur les Sq( D) pour g#p . Alors tchf serait orthogonale & &P e b )
donc sa composante de degré p+n semit nulle ; or ceci n'est pas puisque
cette composante est égale & f., /\ e s/ > #0 . On a donc montré
qu'il existe k. de degré p+n tel que h et 3k aient méme composante

de degré p .

On sait donc mxintenant que T se compose des éléments de la forme
55\ (h)' = 5 (h avee h € Spm(b or 5 (h) est de dgré p et il
est facile de voir que si k est de degré p , k et ,S\ (k) ne différent
que par des termes degré <p (par lindarité on se raméne au cas ou k est
le produit de p éléments hy de degré 1 et alors (S\ (k) est le produit
des h; + f)(h )) done é\ (S\ (h) =5 (h)' et il resulto alors d'un raison-
nement déja fait que T un. est l'1r'13ge de 5\2 s est le sous—espace des

éléments de - Sp ( j) invariants par le groupe de Weyl.

‘Théorsme 2 (Che_valley). Le sous—e'space des éléments de 8P ( b) inva~

riants par le groupe de Weyl est la projection orthogonale sur Sp (b) de
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1'ensemble des invarionts de la représentation adjointe de % dans Sp(Ué) .

Remarque : Il résulte de la démonstration du théoréme 2 que si u est
de la forme 5\3(h) avee h € Spm(b) , op a ul = gz(h) . On peut de 13

démontrer que si h et h' sont dans S(b) , on a

(1) ¢n8,n > = eBnB> = (5,(0),5m) >

= h/TTH D de ./ T H
(% det o ghé/;oﬁa,oz: detoo.n/ T1 Hy >

APPENDICE

Théoréme : Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur un

corps algébriquement clos de caractéristigus O , G un_groupe fini de

-transformations lindaires dans V gue l'on prolonge en un groupe d'auto-
morphisres de l'algébre symétrique S(V) = A . A est_uh module de type
fini sur la sous-—algebre Ak des invariants de G ; tout homomorphisme

de ABY dans K se prolonge & A et deux homomorphismes de A dans K

coincident sur A5 si et sculement s'ils sont conjugués par G .

Soit B 1le A-module AG ensemble des fonctions & valeur dans A
définies dans G et soit C 1l'ensemble des fonctions de la forme
g - g.a avec a € A fixe. B est un A-module de type fini sur l'an.neau ‘
noethérien A , donc tout sous-module de B est de type fini, en particu-
lier le sous-module C' engendré par C ; C' a donc un systéme fini de
générateurs qu'on peut méme prondre dans C , autrement dit il existe un
nombre fini d'éléments a, € A tels que pour tout 2 € A, il existe
b, €4 avec g.a= Z:(g.o.i)b:.L dtoll a = Zai.(g’"lbi) . Sommant les égali-

i i '
"i—'
b = 1/[G] % g.b, € A%, autrerent dit les a; forment un systéme fini
g .

de générateurs pour le A9 -module A .

tés correspondantes aux différents g € G,on a a= 5— ai.bjl_z‘ et

Soit T un idéal de AY et L% :LFJ-A; on a (7nALT=@ , en

effet si q ¢ CZ, est aussi dons AS , ona a= 2 D, Cs (pieﬁ 205 €-A)

et 2 =28 , d'oh l'application bécarre ayant les bonnes propriétés,
a=a"= > pi(ci)&l &@_ . En particulier si B # AH ,‘@ A #A ., Soit
£ un homomorphisme de A dons K et p le noyau de f ; H A est
différent de A et A/%SA est une algébre de dimension finie-sur K
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puisque A est module de type fini sur A H et AL‘{/}Q =K. Si “fJ‘ est
un idéal maximal de A contenant “ﬁA , &/ TS‘ est un corps et une algebre
de dimension finie sur K , 1.e. une extensicn algébrique de degré fini de
K , donc isomorphe & K puisque X est un corps algébriquement clos.

Autrement dit, il existe un homomorphisme non nul de A dans K nul sur

p , qui induit par conséquent f sur AH ,

Soient fl et f, deux homomorphismes de A dans K qui coincident

2
sur ahB ; si £ est un homomorphisme de A dans K , 2 = f(g.n) en
est un nutre : £& s pour tout g € G . Pour tout a €A, on a Zg.a ¢ AR ’
g
done f( > g.a) = ( > g.a) i.e. E fg 2g si n;

gea geG geG

est l'ordre du sous-groupe Hi de G lalssant inveriant fi (i=1,2)
onadone n, > £ _ -n o f = 0 , tous les termes de chacune des
1 L~ 24 2,

sommes partielles étant distincts. Or, des homomorphismes distincts hk
de A dons K sont linéairement imdépendants : il existe en effet a €A

tel que les sealsires hk(a) soient distincts, et si 1l'on pose

~h, (2) . |
“n k;én :'(Eky_;_]z—j » On a hk(am) = é\km ce qui prouve que les ‘hk :

sont des formes linéaires linéairerent indépendantes sur A . Revenant aux
fi » 11 résulte de 1'indépendance des homomorphismes distincts que 1l'mn
donc que fl et f_, doivent

des f f2,}3 5

étre conjugués. Réciproquement si f2 = f% s i1 est clair que fl et f2

1 doit étre égal & 1'un des

coincident sur A8 .
C.Q.F.D.




