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CORRECTION A UN ARTICLE D’ATTAL ET EMERY
SUR LES MARTINGALES D’AZEMA BIDIMENSIONNELLES

par

David KURTZ et Anthony PHAN

Dans larticle [1] sur les martingales d’Azéma bidimensionnelles, il est dit page 17
qu’une martingale normale! est presque siirement non convergente, donc presque
siirement non unilatéralement bornée. Ceci n’est pas exact. En temps discret, on
construit sans peine une martingale X convergente, et méme positive, dont la va-
riation quadratique prévisible

X, X = E[(Xm41 — Xm)? | Fin]

est égale a n : prendre par exemgllénune suite (e, )nz0 de réels strictement positifs
dont la somme est convergente, poser Xo = ano €n, €t choisir les accroissements
(Xn+1 — Xn)n>o indépendants vérifiant

1
1+e2
Dans la méme veine, en temps continu, il est facile d’exhiber des martingales nor-

males positives, et a fortiori convergentes. C’est par exemple le cas de la martingale
vérifiant

P{Xp41— Xn = —en} =1 = P{Xps1 — Xn = 1/en} =

d[X, X], =dt+ (t+1)2dX;, Xo=1,

qui peut s’écrire explicitement en fonction de la suite (J,)n>1 des instants de sauts
d’un processus de Poisson standard (voir [2]) :

1

Xt = ren i Z 11/ +1)2<1-37,) (1 = 3Jn) 73,

Mais puisque les martingales auxquelles s’intéressent Attal et Emery dans leur ar-
ticle sont des solutions d’équations de structure markoviennes, nous allons établir le
résultat suivant :

PROPOSITION. — Soit ¢ : R — R Uapplication définie par ¢(x) = = 11{»0}
Pour tout xo > 0, l’équation de structure

d[X, X], = dt + $(Xe_)dX,,  Xo = o

a une solution, unique en loi. Cette solution est une martingale positive, a variation
finie, n’ayant presque surement qu’un nombre fini de sauts, tendant presque sirement
vers 0 a linfini, et possédant les propriétés de représentation prévisible et chaotique.

Rappelons que les solutions d’une équation de structure dont la loi initiale est
intégrable sont toujours des martingales (par convention et d’aprés [2]) normales
(en raison de la forme de I’équation).

1. Clest-a-dire une martingale locale réelle X telle que (XZ — t)i>o0 soit aussi une
martingale locale, ou encore telle que (X, X); = t.
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Démonstration. — L’existence d’une telle solution X est établie par une construc-
tion trajectoire par trajectoire a I’aide de la donnée d’une suite (7,,)n>1 de v.a. i.i.d.
de loi exponentielle de paramétre 1. Nous expliciterons la suite (Sy)n>1 des instants
de sauts de X, instants au cours desquels AXg, = ¢(Xg,_) et entre lesquels X
dérivera selon le flot de ’équation différentielle dt + ¢(z)dz = 0, flot qui est donné
par t — z(t) = z(0) exp(—t) pour toute condition initiale 2(0) > 0.

Le premier instant de saut est défini par

1 2Tl Y4 L 2
S =173 ln(l - —E) sur I’événement {1} < z¢/2},
0 ailleurs.
On pose X; = zgexp(—t) pour tout t € [0,51], et Xs, = X5, + ¢#(Xs,-) =
Xs,~ +1/Xg,— sur {S; < }. La construction est & poursuivre lorsque S; < o0 :

1 2T, .
Sy = Sl#ﬁln(l_X_gl) SlSl<<X)etT2<X§l/2,

00 sinon.

Sur {S; < o}, on pose X; = Xg, exp(—t + S1) pour tout t € [S1, S2[, et Xs, =
Xs,— +1/Xs,— sur {Sy < }. On continue ainsi de proche en proche pour obtenir
la suite croissante (Sy)n>1 et le processus X défini sur [0, sup, Sy[.

Les (Sn)n>1 sont des temps d’arrét de la filtration engendrée par X — qui est
d’ailleurs la plus petite filtration ayant cette propriété —, et il est élémentaire de
vérifier que, pour chaque n, le processus arrété X |S» est une martingale positive (et
méme minorée par t — zoexp(—t)), solution sur [0, S,] de I'équation de structure
proposée (pour plus de détails, voir [4], proposition 6.1.1).

Nous allons montrer que Se = sup,, Sy, est presque sirement infini. Soit ¢ > 0.
Chaque martingale X |5~ étant normale sur [0, S,], on a

[E[Xgn,\t] =22+ E[S, At] < z2 +1t,

N

ce qui montre que la martingale & temps discret (Xg, at)n>1 converge (presque
sirement et dans [?) vers une limite. Ainsi, sur {Se < t}, la limite X5, _ existe
presque siirement, donc les sauts AXs, = ¢(Xg,_) tendent vers zéro. Mais ceci ne
peut avoir lieu puisque ¢ est minorée sur tout intervalle borné ]0, A[ de ]0, +oo[, et
que, sur {S, < t}, la suite (Xg,_)n>1 est majorée et qu’alors la suite (¢(Xs,_))n>1
est minorée par une variable aléatoire strictement positive. Ainsi pour tout ¢ > 0,
P{Sex < t} = 0. En conséquence, X est défini sur [0, o[, et c’est une martingale
normale, solution de 1’équation de structure.

Par construction, le processus X est & variation finie et reste strictement posi-
tif; le théoréme de convergence des martingales positives entraine l'existence d’une
limite presque sfire X, finie presque siirement. Sur {S, < 0o, pour tout n} on a
donc AXg, — 0, ce qui comme précédemment est impossible puisque pour chaque
trajectoire les (Xs, —)n>1 demeurent dans un intervalle borné de ]0, +oo[. Ainsi S,
est infini pour n assez grand, et si Sy est le dernier instant de saut de X, on a
X: = Xg, exp(—t + Sn) pour tout t > Sy, d’oit X = 0.

Pour I'unicité, on remarque que toute solution X issue de x¢ > 0 est une martin-
gale strictement positive (X demeure au dessus de ¢ — zo exp(—t)) et ainsi converge
presque siirement. Les propriétés élémentaires des solutions d’équations d’équation
de structure assurent I'unicité en loi jusqu’au premier instant ou la valeur absolue du
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parametre — qui est ici le processus (¢(X:-))t=0 — devient inférieure & un & > 0.
En laissant tendre ce e vers 0, on en déduit qu’il n’y a pas d’autre solution que celle
proposée ci-dessus.

Enfin, la propriété de représentation prévisible se déduit de 1'unicité par la pro-
position 3 de [2], et la représentation chaotique de la représentation prévisible par
le théoréme 5 de [3]. O

Remarque. — Au prix de quelques complications mineures dans la démonstra-
tion, la proposition reste vraie pour toute fonction borélienne ¢ : R — R vérifiant :

(i) ¢(z) > 0 pour tout = > 0;

(ii) ¢ est localement bornée dans 1'ouvert ]0, +oo[ et minorée sur tout intervalle
borné ]0, A[ par une constante strictement positive ;

(iii) f0+ ¢(u) du = +o0.
L’hypothese (ii) pourrait étre affaiblie en ne supposant la minoration que sur les
compacts de ]0, +0o[, mais ceci ferait perdre une partie de la conclusion : si ¢ pou-
vait prendre des valeurs arbitrairement petites au voisinage de 0%, une martingale
solution pourrait comporter une infinité de petits sauts & 'infini, sa limite presque
siire restant cependant nulle.

Revenons maintenant a ’article [1]. L’assertion fausse y était utilisée pour prou-
ver le résultat suivant : si Z = (X,Y’) est une martingale normale & valeurs dans une
conique propre ou dégénérée du plan RZ?, alors cette conique est nécessairement une
hyperbole (éventuellement dégénérée en deux droites concourantes). Ce résultat sub-
siste, avec presque la méme démonstration; le seul point & compléter est la preuve
que la conique ne peut pas étre une parabole. Supposons donc Z a valeurs dans une
parabole; par un déplacement euclidien (ce qui respecte la normalité), on pourrait
en mettre 'équation sous la forme y = a 22, avec a # 0. On aurait donc V; = a X?;
en passant aux espérances, on obtiendrait I'identité E[Yp] = a(E[XZ] + ¢t), dont il
serait absurde qu’elle soit satisfaite pour tout ¢.
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