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Formes de Dirichlet sur un Espace de
Wiener-Poisson. Application au grossissement de

filtration

Laurent DENIS,1 Axel GRORUD,2 Monique PONTIER3

résumé
Il existe une construction classique d’une structure de Dirichlet sur un espace de
Wiener. On construit ici une structure analogue sur un espace de Poisson et sur
l’espace produit Wiener-Poisson. Cette construction permet de donner une condition.
simple sur une variable terminale qui rend possible le grossissement initial de la fil-
tration naturelle par cette variable. On analyse la stratégie financière optimale d’un
agent qui a une information anticipant le marché en grossissant la filtration engendrée
par les prix.

abstract
A Dirichlet structure is built on a Wiener-Poisson space. A simple condition is given on
a terminal random variable such that the initial enlargement of the natural filtration
can be done. We study the optimal financial strategy of an insider trader enlarging
the filtration generated by the assets prices with his anticipating information.

1 Introduction

La motivation initiale de ce travail a été la modélisation du délit d’initié dans un
marché dont les prix comportent des sauts, en prolongement d’un travail précédent
[10]. Sur un espace de probabilité filtré (Q, t E [0, T~), ~), la dynamique des prix
est régie par un mouvement brownien W de dimension m et un processus ponctuel N
de dimension n ayant la propriété de représentation prévisible :

St = Sô + ~ + + s)N(dx, ds), 0  t  T, i =1, ~ ~ ~ d.
o o 

(1)
On se place selon le point de vue d’un investisseur "initié" : il connait des informations
sur le futur, représentées par une variable aléatoire L E Ll (S~, (par exemple,
des échanges auront lieu et il sait à quelle date). On note y la filtration "naturelle"
de l’initié régularisée à droite : Yt = V a(L)),t E ~0, T~.
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Le problème qui se pose alors est que W et N ne sont plus nécessairement des
semi-martingales pour la nouvelle filtration. La méthode de grossissement initial d’une
filtration permet de trouver les conditions sur L pour que Wt = Bt + At où B est un
y-brownien et A un Y-processus croissant et pour que Nt admette un compensateur
y-prévisible. Dans le cas continu, Marc Yor [23], Mireille Chaleyat-Maurel et Thierry
Jeulin [6] ont traité le cas où L est une variable gaussienne. Toujours sur un espace
de Wiener, Thierry Jeulin [17] et Marc Yor [24] donnent explicitement le mouvement
brownien de la filtration grossie dans le cas où la variable aléatoire L est un temps
d’atteinte ou le temps local du brownien initial. Plus généralement, Jean Jacod [14]
et Shiqi Song [22] ont résolu le problème si la famille des lois conditionnelles Qt(w, .)
de L sachant Ft est dominée presque sûrement par une mesure non-aléatoire.

Ce travail donne la construction d’une structure de Dirichlet sur l’espace de Wiener-
Poisson. On utilise les résultats de Bouleau-Hirsch [3] pour obtenir une structure de
Dirichlet conditionnelle ce qui permet alors de donner une condition simple sur L

(l’hypothèse section 4.2) pour obtenir la continuité absolue de ces lois condi-
tionnelles, y compris dans le cas de variables aléatoires L vectorielles, ce qui prolonge
au cas vectoriel les travaux de [3] et [4] dans une structure plus simple. Nous ap-

pliquons cette construction aux marchés financiers, ce qui prolonge aux espaces de
Wiener-Poisson les résultats obtenus dans [10].

Après quelques rappels, notations (section 2), dans la section 3 on définit une
structure de Dirichlet sur l’espace (0, F, P) d’abord par un rappel rapide sur la partie
brownienne puis, sur l’espace de Poisson on construit une structure de Dirichlet par
une succession de produits indépendants (cf. [4]) ; enfin on effectue le produit de ces
deux structures. Puis, dans la section 4, on utilise cette construction et la propriété
d’indépendance des accroissements de W et N pour obtenir une structure de Dirichlet
conditionnelle et étudier la loi conditionnelle de L sachant L’hypothèse HC permet
d’appliquer les résultats de J. Jacod sur le grossissement initial de filtration et de
construire un (y, P)-mouvement brownien et la (Y, P)-intensité du processus N. Enfin,
la section 5 donne un théorème de représentation des (y, Q)-martingales pour une
probabilité Q équivalente à P telle que W est un (y, Q)-mouvement brownien et la
(Y, Q)-intensité du processus N est la (F, P)-intensité du processus N, ainsi qu’un
théorème d’existence de probabilités neutres au risque pour le marché défini en (1).
On en déduit une caractérisation des probabilités neutres au risque équivalentes à
la probabilité Q, ce qui étend aussi des résultats connus pour ce modèle de marché
financier même sans investisseur informé (cf. [1]).

2 Notations et définitions

On considère W un mouvement brownien standard de dimension m défini sur son es-

pace canonique E [0; T]), où S~w = C([0, T] ; et la filtration
est relative à W.

On note un espace de probabilité qui sera construit dans la section
3 en même temps qu’un processus ponctuel marqué (Zn, Tn), n E N, (cf [5]) noté N,
d’intensité v(x)dxds, de compensateur N(dx, ds) = N(dx, ds) - v(x)dxds, où x E 0
ouvert de Rn. On suppose que v est strictement positive sur 0 et de classe CB que
v(O) = +oo et qu’il existe une suite d’ouverts disjoints Oi, UiOi = 0, tels que pour
tout i E N, v(Oi)  oo.
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On se place désormais sur l’espace de probabilité filtré produit :

(~, .~, (.~t, t E T~), P) = (S2W x ® ® t E ~O; TJ), ~w ® 

3 Structures de Dirichlet

3.1 Structure de Dirichlet sur l’espace de Wiener
Sur l’espace de Wiener on définit la structure de Dirichlet Ew)
de la façon suivante :

Pour h E S2W tel que h est dans L2(~O; T], on note w(h) = fo h(s)dWs.
S désigne l’ensemble des fonctionnelles de Wiener à valeurs réelles simples (cf. P.Malliavin
[19] ou D.Nualart [20]) :

s = ~F E LZ(~)~~n E N, f E tels que :
F = f (w(hl)~ ... w(hn)), avec hl, ... ~ h,~ E L2(~0~ T]; 

Pour F E S on définit DW F E L2(0 x [0; T]; par

DWt F = 03A3 ~f ~xi (w(h1), ..., w(hn))hi)t).
DW est le gradient stochastique usuel associé à W. On note l’espace de Sobolev
construit à l’aide de DW des fonctionnelles sur Alors l’opérateur carré du champ
et la forme de Dirichlet sont définis sur respectivement par :

0393WT(F) = ~DW F~2 ; ~WT(F) = 1 2E[~DW F~2],
où Il.11 désigne la norme dans L2 ( ~0; T J;1~m ) .
On dispose d’un critère classique d’absolue continuité ([3]) : :

Proposition 3.1 Soit F E . Alors F * (det(0393WT (F)) la mesure image de
det(0393WT (F)) par F, est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue.
Preuve: Le corollaire II 5.2.3. de [3] donne le résultat pour toute forme de Dirichlet
(D, E) dont l’opérateur carré du champ est construit à partir de dérivées direction-
nelles. D

3.2 Structure de Dirichlet sur l’espace de Poisson
3.2.1 Construction de l’espace

On désigne par dx la mesure de Lebesgue sur Rn et par A la mesure v(x)dx sur O.
Dans un premier temps, on supposera que A(0)  +00.
On construit une mesure de Poisson à valeurs dans 1~+ x 0 et d’intensité v(x)dtdx :

1. Soit (S~’, .~’’, P’) un espace de probabilité sur lequel est défini un processus de
Poisson de paramètre a(D) que l’on note M. La suite des instants de sauts de
ce processus sera notée par on a ainsi : :

~t ~ 0, Mt = 03A9 1{Ti~t].
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2. Soit (0, B, Â/A(0)) l’espace de probabilité où B désigne la tribu borélienne sur
0 et on note

(~Q)=(0,B,A/A(0))~.
On notera la suite des applications coordonnées sur U, il est clair que
les variables aléatoires à valeurs dans 0, sont indépendantes et de loi
commune À/A(0).

3. On pose P~) = (~ 0 ~, ~ 0 Q), et on définit sur cet espace
produit la mesure aléatoire à valeurs dans R~ x 0 par :

+00
= (~) e ~, = 

- t=i

On reconnaît alors que N est une mesure de Poisson à valeurs dans R~ x 0 et
d’intensité 03BD(x)dxdt (Cf. [12]). Enfin, désignera la filtration naturelle de N.
On retrouve ainsi le processus ponctuel marqué introduit en 2 dans le cas A(0)  +00.

3.2.2 Structure de Dirichlet associée

On définit sur la forme bilinéaire symétrique par :

~f,g ~ C~b(O), e(f,g) = 1 03BB(O) o (03A3 ~f ~xi (x) . ~f ~xi(c)) v(x)dx.

Il est facile (Cf. [9]) de vérifier que la forme e) est fermable dans L2(O, B, 03BB/03BB(O)).
On note (~(0), e) sa fermeture, c’est une structure de Dirichlet sur 1~(0, B, Â/À(0))
et elle admet pour opérateur carré du champ la forme bilinéaire :

~f, g ~ H(O)2, 03B3(f,g) = 03A3 ~f ~xi.~g ~xi
Remarquons enfin que :

H(O) = {f ~ L2(O, B A/A(0)); ~i ~ {1,... n}~f ~xi e L2(O, B, A/A(0))}.
En suivant Bouleau-Hirsch ([3]) on définit une structure de Dirichlet sur 
comme étant la structure produit de ~(~,~,P’) (structure élémentaire) et de
la structure (~(0),e)~ (structure produit infini). Il s’agit donc d’une structure
de Dirichlet sur 0 L~~Q) que l’on assimile de façon naturelle à

On notera (!D)~~) cette structure. Comme simple conséquence
des résultats dus à Bouleau-Hirsch, on a :

Proposition 3.2 (IDN,~N) est une forme de Dirichlet locale telle que 1 e D et
~(1) = 0.

De plus, elle admet un opérateur carré du champ que note a

De fait le problème est situé dans un modèle d’horizon fini : l’espace IDN est alors "trop
gros", c’est pour cela qu’on préfère le restreindre aux fonctionnelles des 
en temps fini.
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Définition 3.3 : Pour tout t > 0, on note ~Dt l’ensemble des éléments de DN qui
sont Ft mesurables.

On a alors de façon triviale : :

Proposition 3.4 est un forme de Dirichlet sur locale et

qui admet pour carré du champ la restriction de rN à ~Dt notée rN. D

Mais comme on sait expliciter (voir ~3~) les éléments d’une structure produit, on sait
ici aussi expliciter les éléments de ce qui donne :

Proposition 3.5 Soit F E alors F E ~Dt si et seulement si F peut
s’écrire :

+~

,

i=1

où a ~ IR et

1. pour tout i fi i est telle que pour P’-presque tout w E S~’,
pour tout j E {l, . . . , i~ et pour presque tout (xl, . . . , xj_1, xj+l, . . . , xi) dans

l’application

x E 0 - f. i(Tl, ... , Ti, x1, . .. xj+1, ... xi)

appartient à H(0),

2.  

De plus, on a : rt (F) = Il . .. ~ ~ .. ~ Zi) .

Remarque 3.6 : 1- Ici, Vi+j fi désigne le gradient de fi pris par rapport à la variable
n-dimensionnelle xj ; la norme Il.11 désigne la norme vectorielle.

2- Les gradients se font toujours par rapport aux amplitudes des sauts (et non par
rapport aux instants de saut).

3- Lorsque que ce n’est pas précisé, "presque tout" se rapporte à la mesure de
Lebesgue sur l’espace considéré.

l~- Enfin, on retrouve ici le même opérateur que celui introduit dans le chapitre 9
de pour un processus de Poisson d’intensité la mesure de Lebesgue sur un ouvert.

Preuve : D’une part, si F = a + fi(Tl, ... ~ .. 

cette fonctionnelle est clairement 7t-mesurable, puisque pour tout i, sur l’événement

{Mt = i~ le temps Ti est inférieur ou égal à t et donc F ne dépend que du passé avant
t. Ensuite, les propriétés 1 et 2 montrent que F est élément de DN.

Réciproquement, par définition un élément de ~Dt est une fonctionnelle F sur S~’ x U
telle que pour tout u E U, F(., u) E H’ et pour tout w F(w,.) E Par

ailleurs, la restriction F(w ne doit dépendre que de Tl, . . . Ti, Zl, . . . , Zi
pour être Ft-mesurable et doit donc être de la forme annoncée dans les propriétés 1
et 2 pour que F(w,.) E 0

On va maintenant s’attacher à donner un critère d’absolue continuité ; pour cela
on introduit quelques notations :
Soit 03BA ~ N et F = (FI,..., E on note par rt (F) la matrice 03BA x x :

rN(F) = 

et det désignera le déterminant.
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Théorème 3.7 Soit F E Alors F * (det(rt (F)) la mesure image de
par F, est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue.

Preuve : : On remarque d’abord que rf(F) = 0 sur {Mt = 0}. En fait, il suffit de
montrer que pour tout i E N, F * est absolument continue.

Soit donc i E N fixé. D’après la proposition précédente, on peut écrire :

= /(~"’~~b"’~)l{M==t},
où f appartient au domaine de la structure de Dirichlet produit (~2 (S~’, ,~’’, P’) (g)
(H(~), e)®~)’~. .
Soit alors B, un ensemble borélien de et de mesure de Lebesgue nulle. On a :

J 

1B (f (Ti (w’), ... ~ Ti (w~) ~ 
.. , xi) ) ’ °

J f(03C9’, x1, ..., xi)03BD(x1 ... v(xi) dx1 ... dxidP’(w’),

J f désigne la quantité 
La formule de la co-aire pour les fonctions de à valeurs dans ?" (Cf. [3] 11.5 ou
[7]) assure alors que :

0 ... 0 1B(f (Ti(w’)~ ~ .. ~ ~’i(w’)~ xl, ~ .. , xZ)) ’ Jf (w’~ xl, ~ .. ~ xi) dxl ... dxi - 0~
pour P’-presque tout w’ et, comme v est strictement positive sur 0 :

oi 1B(f (T1(03C9’), 
... 

? Ti(03C9’), x1, . ..

, xi)).Jf (03C9’, x1, . .. 

, xi)03BD(x1) ... 03BD(xi) dx1 ... dxi = 0,

pour P’-presque tout w’ et donc

= o.

’ 

Ainsi la mesure image de par F, est absolument continue par
rapport à la mesure de Lebesgue, donc aussi son produit par la fonction positive

(F))~ 2 ce qui achève la preuve. p

3.2.3 Cas d’un nombre infini de sauts

Dans ce qui précède, on a supposé que l’on avait un nombre fini de sauts sur chaque
intervalle fini de temps (hypothèse A(0)  oo), en fait les hypothèses 2 sont que 0
est un ouvert de R" tel que a(0) _ +00 et tel qu’il existe un suite d’ouverts
disjoints tels que : 

+00

0 = U Oi, avec Vi E N,  +00
i=1

Alors, pour tout i E N, on peut se donner un espace de probabilité Pi) sur
lequel sont définies, comme en 3.2.2, des mesures de Poisson Ni, à valeurs dans
~0, T] x Oi d’intensité v(x)dxds, ainsi que la structure de Dirichlet (~Dt, Et admettant
pour opérateur carré du champ rt.
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On pose alors = ~2, Pi) et on définit la mesure aléatoire N
par :

+~

Vw = (W , . .. ~ wz~ ...)~ N(w) = ~ 
~=i

c’est à dire la mesure de Poisson N à valeurs dans [0, T] x 0 et d’intensité v(x)dtdx
définie en 2 (Cf. ~12~, pages 42-43).

Introduisons à présent quelques notations :
Pour tout i E N, on pose ni = jj~E~,~#~ S~j et Pz = De façon naturelle,
on identifie et ni x ni. 

~ 

La structure de Dirichlet considérée est :

Et ) - Et ) ~ °

On a, en suivant toujours Bouleau-Hirsch (~3~) : :

Proposition 3.8 1. est une structure de Dirichlet sur ~.N, pN)
locale et telle que EN(1) = 0.

~. Soit F E L2 F appartient à ~Dt si et seulement si pour tout i 
pour presque tout wi E ni, F(., wi) E Dit et :

~Nt (F) = 03A3 / . Él(F(°  +oo.

3. (DNt, Et ) admet pour carré du champ, ht : VF E rN(F) _ 
où désigne l’application : : (wz, w~) E ni x ni -~ I‘t(F(., D

On a de plus comme dans le théorème 3.7 un critère d’absolue continuité :

Théorème 3.9 Soit r~ E N et F E Alors F * (det(F)(F)) la mesure

image de det(0393Nt (F)) par F, est absolument continue par rapport à la mesure de

Lebesgue.

Preuve : Remarquons d’abord que les matrices rN(F) et sont des matrices

symétriques positives. On pose :

A = {cv E QN, > o},

et pour tout i E N et tout c~~ E Sia :

= {cv$ E > o}.

Comme rt (F) est symétrique et positive :

A = {w E Vu E {o}, u* F) (F) (w) . u > 0},

et
= {wz E du E {U}, u* . rt(F(~, w~))(w~) ’ u > o}.
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Comme rt (F) = on a :

+00

A = U {w = e .

i=l

Soit alors B un ensemble borélien de de mesure de Lebesgue nulle :

A 1B(F(03C9))dPN(03C9) ~ 03A3 03A9i Ai(03C9i) 1B(F(03C9i,03C9i))dPi(03C9i)dPi(03C9i),
mais grâce au théorème 3.7, on sait que pour tout i : :

Ai(~~) ~z))) = 0.

Comme det(rt (F(co2, c~i))) est strictement positif sur l’ensemble d’intégration par
définition, on a également pour tout i :

A~ (~i ) = 0,

d’où la somme en i est nulle, et : :

A = 0.

Toujours parce que sur A, > 0, il vient

A _ ~~

ce qui achève la preuve. 0

3.3 Espace de Dirichlet produit
On a obtenu en 3.1 et 3.2 deux structures de Dirichlet pour tout t > 0 respectivement
sur les espaces de Wiener et de Poisson :

(~W , ~W et (S~N, ,~’N, 
Suivant encore [3], chapitre V, section 2, on définit la structure produit :

S~ X S~N, ,~ - ,~w ® ,~N, ~ - ~W ® ~N, 
Dt = ~ f E L2 (~,1 presque sûrement f(., n) E ,

presque sûrement f (W, . ) E ~Dt et + rt ( f ) )  oo } (2)
et l’opérateur = + I‘N( f )).

Les deux structures étudiées précédemment ayant les "bonnes" propriétés (de
Markov, locales, avec opérateur carré du champ...), la structure produit admet les
mêmes propriétés avec l’opérateur carré du champ défini par :

= (f)(~) +rN(f)(n).
Théorème 3.10 Soit F E ~t . Alors F * P), la mesure image de

P par F, est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue.
Preuve: On reproduit la preuve du théorème 3.9 sur l’espace de Dirichlet produit

E) en remplaçant le produit infini par le produit des deux espaces et

~N). D
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4 Structure de Dirichlet conditionnelle et grossisse-
ment de filtration

La construction qui suit est vraie en toute généralité dès que l’on a une structure
produit (en temps). Elle s’applique en particulier très naturellement à l’espace de
Wiener, en effet l’espace de Wiener T ~, R) peut être vu comme le produit de

t~, et de T -t~, de façon usuelle grâce à l’indépendance des accroisse-
ments du mouvement brownien et il est aisé de voir que la structure de Dirichlet sur

T ~, R) est le produit des structures sur t~, et Co ( ~0, T - t~, 
Cette démonstration s’applique aussi au cas où l’on aura un mouvement brownien et
une mesure de Poisson indépendants car la structure de Dirichlet sera le produit de
deux structures pouvant être elles-mêmes considérées comme produit de deux struc-
tures : une sur l’intervalle de temps [0, t] et l’autre sur [t, T~.

4.1 Application aux lois conditionnelles

On fixe 0  t  T. . On peut alors considérer deux mesures de Poisson et leur structures
de Dirichlet associées :

1. La première notée NI, mesure de Poisson sur [0, t] x 0 d’intensité v(x)dxds et
définie sur l’espace de probabilité On notera T1i et Z1i les instants
et les amplitudes des sauts et M~ le processus de Poisson associé. On définit
sur L2 (~1 ~ la structure de Dirichlet admettant pour carré du

champ ht .

2. La deuxième notée N2, mesure de Poisson sur [0, T - t] x 0 d’intensité v(x)dxds
et définie sur l’espace de probabilité (5~2, P2). De même T2 et Zr désignent
les instants et les amplitudes des sauts et M2 le processus de Poisson associé.
On définit sur L2(5~2, P2) la structure de Dirichlet admettant

pour carré du champ 

On remarque que .~T = (~1, Pl) ® (~2, p2) et on considère la
mesure aléatoire N à valeurs dans [0, T] x 0 définie par : :

) M2 (w2)
VW = (2111, 2U2) E ~1 X ~2, N(w) _ ~ + ~ 

i=1 i=1

Il est clair que N est une mesure de Poisson sur [0, T~ x 0 d’intensité v(x)dsdx, on
notera Ti et Zi les instants et amplitudes des sauts.
On peut alors comme précédemment considérer la structure de Dirichlet associée

~~T ~ ET ) dont le carré du champ est hT .
Mais sur .~’T on peut aussi considérer la structure produit ®

~~T-t~ ~T-t) et on a le résultat naturel suivant :

Proposition 4.1

UT ~ ~T ) - EN) (g) 
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Preuve : Supposons d’abord que A(0)  +oo :
Soit F E Dt et G E DT-t tels que :

F- et G= 

où f et g vérifient les hypothèses de la proposition 3.5 ; on a alors :

F’G= 

où h [0, x -~ 1~ est définie par :
(t1 ,..., ti+j) E [0, ... , E = Oi X 

f(t1, ..., ti, x1 ..., xi).g(ti+1, ..., ti+j, xi+1, ..., xi+j)
si ti 

~ t ~ ti+1h(t1, ..., ti+j, x1, ... xi+j = { 0 sinon.
( 0 sinon.

Il est alors aisé de vérifier que F.G appartient à ~DT et que de plus :

rT (F G) = rt (F) ~ G2 + F2 ~ 

Par densité, on conclut alors que : (D), ~N) ® (~T t, ~T-t) ~ (~T ~ £T )’
Montrons alors l’inclusion inverse :

Soit F e D: tel qu’il existe i E N tel que : F = f (Tl, ... , Ti, Zl, ... , Zi) 
où f vérifie les bonnes hypothèses. On a alors :

i

F = 03A3, 1 {M1t=j).1{M2T-i)=i-j}.f(T11, ..., T1j, t+T21, ..., t+T2i-j, Z11, ..., Z1i, Z21, ... Z2i-j).
A partir de là, il est aisé de vérifier l’inclusion inverse.

On suppose maintenant que A(0) = +00 et on va étendre les résultats obtenus,
sachant qu’il existe un suite d’ouverts deux à deux disjoints tels que (cf 2) :

+00

o = U Di, Vi E N,  +00.
i=1

On a alors :

(~t ~ Et ) - (~t? Et ) ~ > et (~~ t, ~T t) - 
ce qui donne naturellement :

l~T ~ ~T ) - ® (®i--~l~T-t~ ~T-t))
- £t) ® (~T-t~ ~T-t)) - ~~) ® (~T-t~ .

a

Remarque 4.2 : : Comme il est naturel pour une structure produit, si F E ~DT on
note rf (F) (resp. l’application : .-

w2) E ~1 x ~2 --~ j’N(F(., w2))(wl) ’))(w2)).
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On a alors l’égalité : VF E = + 

Pour l’espace afférent au mouvement brownien, on a de même :

= et dF E ~w > 

Enfin, on définit comme produit de DWT et DNT de façon naturelle, c’est à dire :

)®(~TnT)~ >

et le mouvement brownien étant comme le processus de Poisson à accroissements

indépendants : .’

ET) = ~t) ® dF E rT(F) = rt(F) + rT-t(F) P-p.s.

Théorème 4.3 Soit ~ E N*, et L E ~T. Alors sous la mesure det(>,T_t(L)) ~ P, la
loi conditionnelle de L sachant ~’t est absolument continue par rapport à la mesure
de Lebesgue.

Preuve : : Soit A un ensemble borélien de R, de mesure de Lebesgue nulle. On a :

= 0,

car pour P1-presque tout wi, L(wl, .) appartient à et on a que l’image par
de la mesure (rT_t(L(wl, ~)).P2 est absolument continue par rapport à la

mesure de Lebesgue en utilisant le théorème 3.10. D

On en déduit le corollaire : :

Corollaire 4.4 Soit L E tel que hT_t(L) > 0 P-p.s. alors la loi conditionnelle de
L sachant .Ft est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue. 0

Exemples : Supposons L totalement discontinu :

L = L Tn) = o o s)N(dy, ds) = ~ ~o

avec § e H (D ) . Alors la condition du corollaire est :

~~03C6(x,s)~2N(dx,ds) = 03A3 ~~03C6(Zn,Tn)~2 > 0.
t o 

Elle est vérifiée s’il existe des sauts dans l’intervalle de temps [t, T] (ce qui est presque
sûrement vrai sous l’hypothèse choisie que = oo) et dès que ~~(x, s) est non
identiquement nul sur 0 x [0,T], c’est à dire que § varie en x.

On n’est plus obligé de supposer que la mesure = +oo lorsque, par exemple
L = 03C3sdWs + NT(03C6), il suffit alors d’avoir

rT-t(L) = |03C3s + Ds03C3udWu|2ds + > 0 pour pouvoir opérer le
grossissement de filtration.
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4.2 Grossissement de filtration

Construisons maintenant sur la filtration grossie y un (y, P)-mouvement brownien et
un (Y, P)- processus ponctuel.

On note H~ l’hypothèse

L E ~T telle que > 0, P presque sûrement pour tout t E [0, T[. (3)

Proposition 4.5 Sous l’hypothèse H~
i/ sur S~ x [0, il existe une version mesurable de la densité conditionnelle

(w, t, x) H p(w, t, x) qui est une (F, P)-martingale et se représente par

p(w, t, x) = pL(x) + / o a(s, + % ,Q(y, s, x)N(dy, ds) ,
où pour tout x s H a(s, x) et s ~ ,0(., s, x) sont des processus ~’-prévisibles.

ü/ si M est une (F,IP)-martingale locale continue égale à

Mo + t0usdWs + / o v(y, s)1V(dy, ds),
alors le crochet d(M, p)t est égal à (a, u)tdt+ t, x)v(y, t)v(y)dydt et le processus

est une (y,IP)-martiragale locale.

Preuve : il On utilise l’article de Jacod [14] dont les résultats ne dépendent que de
l’hypothèse suivante : la famille (Qt (w, .), t > 0), loi de L sachant Ft est dominée par
une mesure qt(dx), ici la mesure de Lebesgue sur on obtient donc (lemme 1.8
[14]) l’existence de l’application

(co, t, x) H p(w, t, x)

mesurable, càdlàg en t telle que Vt p(w, t, x)dx est une version de la loi de L sachant
,~t et pour tout x, p(., ., x) est une (.~,1~)-martingale. Soit le .~-temps d’arrêt
Tâ = inf {t > 0 : p(., t, x)  a} ; sur [0, on a p(., t, x) > 0. Le corollaire 1.11 de
[14] montre que Tâ = +oo p.s. et par conséquent pour tout t, p(., t, L) > 0.
Par le théorème de représentation prévisible (les processus W et N ont tous les
deux la propriété de représentation prévisible) relatif au processus à accroissements
indépendants (W, N), on obtient l’existence d’un couple (a, ,Q) qui pour tout (x E
R, y E 0) est un processus prévisible vectoriel tel que :

ü/ Le Théorème 5.1 de [14] permet de conclure : pour tout M, .~ martingale
locale de la forme Mt = Mo + fô usdWs + fô fo v(y, s)N(dy, ds), alors
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est une Y-martingale locale. a

On obtient en corollaire d’une part que le processus vectoriel

Bt = Wt - t0 03B1(u, L) p(u, L) 
du, 0 ~ t  T

est un mouvement brownien sur l’espace de probabilité filtré (S~, y, P), d’autre part,
puisque

Nt = t - t0 
O03B2(y,u,L)03BD(y)dy p(u,L) du, 0  t  T

est une Y-martingale locale, cela signifie que sur l’espace de probabilité (03A9, y,IP),
l’intensité prévisible du processus ponctuel N est v(y)(l + p(~’u,L) ).
Remarque 4.6 L’hypothèse HC est suffisante pour assurer que la P)-martingale
est une (y, P)-semi-martingale ; elle n’est pas nécessaire. En effet, si par exemple
L = inf(0  t  T/logS1t = a} avec a un réel fixé et S1t le prix au temps t d’un
actif dans un marché à coefficients constants (cf section 5), la loi de L est équivalente
à la mesure de Lebesgue sur , de densité la dérivée en t de t ~ fâ 1 203C0te-y2 2t dy
et la loi de L conditionnellement en elle, admet une densité strictement positive
seulement sur [t, +oo~ puisqu’avant les choses sont conn~es : la loi conditionnelle est
absolument continue par rapport à la loi de L (sans être équivalente) ; de plus, les

calculs montrent que H~ n’est pas vérifiée. Néanmoins, dans ~17~ ou est donné

explicitement un (y, P)-mouvement brownien.
Ou encore, si L = NT est le nombre de sauts dans ~O;T~ alors L ne vérifie pas

l’hypothèse HC mais la loi conditionnelle de L sachant est quand même absolument
continue par rapport à la loi de de L. Dans ce cas, on peut donc utiliser le lemme 1.8
de [14] pour effectuer le grossissement de filtration.

5 Application au marché financier

Le modèle est celui d’un marché financier de d = m + 1 actions, dont la dynamique
est guidée par le mouvement brownien W de dimension m et le processus ponctuel
N. Les prix (St, i = 0, ~ ~ ~ , d) suivent la dynamique :

dS° - S0trtdt, (4)

dSt = St [bitdt + 03C3itdWt + t)N(dx, dt) , 
= xz, i =1, ..., d.

On note la filtration engendrée par (W, N).
Soit ~t une sélection prévisible d’un vecteur unitaire de l’espace de

dimension 1 orthogonal de Im(Qt) et At l’ensemble {y E  0}.
On note Hl l’hypothèse : 

’ ’

(i) b, ~, ~ sont prévisibles,
(ii) ~Qt ~(y, ~(y, t)~ est inversible,
(iii) (ut, bt - 0 et v(At) ~ 0, dl~ ® dt presque sûrement.

L’investisseur initié a des informations sur le futur, représentées par une variable
aléatoire L E L1 (S~, on note y la filtration "naturelle" de l’initié régularisée
à droite : Yt = V a(L)), t E ~0, T[.
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Sous l’hypothèse Hc on peut appliquer la proposition 4.5 et on récrit la dynamique
des prix relativement à la filtration (Yt)tejo;Aj pour A  T. Ayant noté:

ls = (03B1i (s, L) p(s-, L), i = 1,m) ; 03B4 (y, s) = 
. 03B2(y,s,L) p(s-, L), y ~ O, s ~ [0, T[, (5)

on obtient pour 0  t  A  T et 1 = 1; .. , d une expression des prix comme
(Y, P)-semi-martingales :

dS§ = S§ ((bit + 03C3itlt)dt + 03C3itdBt + / o §’ (y t)N(dy, .

5 . 1 Représentation des (Y, Q)-martingales
On montre l’existence d’une probabilité Q équivalente à P pour laquelle une pro-
priété de représentation des (Y, Q)-martingales est vérifiée. C’est un cas non classique
puisque Y est plus grande que la filtration naturelle de (W, N).
Proposition 5.1 Soit A  T. On suppose que lt vérifie l’hypothèse Hw :

3C, 3k > °, VS C 10, Al, E[exp k~ls~2]  C (6)
et 6(y, t) vérifie l’hypothèse HN :

E[exp A0 / o (1 + 6(y, s) ) log(1 + 6(y, s) ) - 6(y, s))v(y)dyds]  +oo

ou E[exp A0 % 03B4(y, s)) l S) 
 +~. (7)

Soit M2) solution de l’équation

dM/ = -M1ltdBt, M) = 1 ; dM/ = M/ / o 6(y, t)N(dy, dt), M) = 1 ; t e [0, A].
On pose M = M1 M2.
Alors, M est une (Y, P)-martingale uniformément intégrable égale à

Mt = exp [- t0 lsdWs - 1 2 t0 ~ls~2 ds + log(1 + 03B4(Zn, Tn)) - 03B4(Zn, Tn)].

On pose Q = MP. Le processus Wt = Bt + J) lsds est un (Y, Q)-mouvement brownien.
Le processus N est de (Y, Q)-intensité v(y).
Preuve : La preuve est classique, voir par exemple [18]. a

Du fait qu’alors le (Y, Q)-processus (W, N) est à accroissements indépendants, on
a le corollaire immédiat: : 

’

Corollaire 5.2 Sous la probabilité Q, les tribus F0 et Ft sont indépendantes pour
tout t  A.

Le théorème 4.34 page 176 de [15] permet enfin, du fait de cette indépendance,
d’obtenir le théorème de représentation de martingale: :

Proposition 5.3 Sous les hypothèses Hc, Hw et HN, alors, pour tout A  T, et

pour toute martingale locale Z relative à (Yt, t  A; Q), il existe un unique couple
prévisible (x, Ç) tel que

Zt = EQ(Z/Yo) + t0~sdWs + / o t / o Ç(y, s)(N(dy, ds) - v(y)dyds), t  A.
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5.2 Probabilités neutres au risque
On montre dans ce paragraphe que, si l’on se restreint à l’intervalle [0,~4], A  T,
il existe une famille de probabilités neutres au risque ; en effet, les processus (~, ~)
n’existent que sur [0,~4], A  T, car en T, la loi de L sachant ~r est une mesure
de Dirac et n’existe pas. On peut définir une stratégie optimale pour
l’agent informé entre 0 et A  T ; ; entre 0 et T il y a en général une stratégie
d’arbitrage. Plus précisément l’existence de probabilités neutres au risque implique
l’absence d’opportunité d’arbitrage strictement avant T.

On écrit l’équation des prix actualisés sous Q en remplaçant le processus W par
W. = W. - Jo 03BEsds et en changeant l’intensité de N en t)v(y) :

~ = (8)

+ it03C3itt + O it03C6i(y, t)(N(dy, dt) - 

Pour que ces prix soient des martingales il suffit de trouver ~ et 7y qui permettent
d’annuler c~ presque sûrement les termes :

+ + = i, - " , d, .

soit :

03C3t03BEt + O03C6(y, t)~(y, t)03BD(y)dy = -(bt - rt1). ° (9)

dt presque sûrement. Si de plus t) > 0 dIP ~ dy ~ dt presque sûrement, on
pourra alors utiliser yy pour un changement de probabilité.

Proposition 5.4 On suppose les hypothèses Hl et HC. Alors les solutions prévisibles
de l’équation ~ sont de la forme

~ = f(~, - r,l) ~ (~ - 

~~" = ~ ""

où 03C8 est un processus prévisible sur Rd x 0, tel que = 1. .

Preuve: En premier lieu, l’hypothèse Hl (ii) assure que ces processus sont bien
définis, car 03C3t est de rang plein et 03C6(y,t), ut> ~ 0 dP0 dt presque sûrement par
définition de ~.

On montre ensuite que ce couple ~(’~)) donné dans la proposition est solution
de l’équation (9) : : on fait la somme de

et de
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Puis, en utilisant que 03C8 vérifie = 1 et en remarquant que la matrice
Id = on vérifie que le couple (~,7y) proposé est une solution de
l’équation (9).

Réciproquement, si (~,~(.,~)) est une solution prévisible de l’équation (9), on
remarque que le vecteur

~ + (~ - 

appartient presque sûrement à l’image de la matrice 03C3s, donc est orthogonal à us d’où
il vient :

Il existe alors un processus prévisible ~ sur R~ x 0, tel que Jo = 1 et

presque sûrement :

~(?/, ~) = -(~, (6. - ~). .

Le processus 7y est alors de la forme annoncée en (10) qui est bien définie, on l’a vu
plus haut, grâce à l’uniforme ellipticité de la matrice introduite dans l’hypothèse Hl.
Reportant ensuite cette expression de yy dans (9), il vient :

On multiplie à gauche cette expression par la matrice (dont l’existence là
aussi est assurée par l’hypothèse Hl), et il vient l’expression annoncée en (10). Ainsi
toute solution prévisible de l’équation (9) est de la forme annoncée dans la proposition.
D

On montre alors à l’aide de cette proposition l’existence d’une famille de proba-
bilités neutres au risque, paramétrée par cette fonction 

Proposition 5.5 Soit A  T.

Jf. Il existe une famille de processus prévisibles sur IRd x O tel que :

2. Soient 03BE et 7y définis par (10) à partir de ce processus On suppose que :

~ vérifie l’hypothèse :

 >  C (11)

et vérifie H~ :

EQ[expA0O(~(y, s) log ~(y, s)- ~(y, s) +1)03BD(y)dyds]  +~

ou ~(y, s) - 1 ~(y, s)N(dy, ds)]  +00. (12)

Soit (MI, M2) solution de pour t e [0,A],

~ = Mj = 1 ; ~ = = 1.
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On pose M’~ = Ml M2 .

Alors, est une (y, Q)-martingale uniformément intégrable égale à

= exp[t003BEsdWs- 1 2 t 0 ~03BEs~2ds + + 1- Tn .

On pose R03C8 = Le processus Wt = Wt - fô 03BEsds est un (y, R03C8)-mouvement
brownien et le processus N est de (y, R03C8)-intensité ~(y, u)v(y). .

3. Les prix actualisés sont des (y, R03C8)-martingales locales, c’est à dire que est

une probabilité neutre au risque.

Preuve : :

1. Le processus t) obtenu dans la proposition précédente n’est pas nécessaire-
ment positif ; or, pour faire un changement de probabilité, on en a besoin afin que rw
soit effectivement une intensité. Hl (iii) dit que ~(., t) ~ 0 dt presque sûrement.

Rappelons que At = {y E 0~ ~’t’6tt ~1  0}) et v(At) > 0 (hypothèse Hl (iii)) ; soit
un processus prévisible et borné sur S~ x R+ x 0 tel que (t, .) E L1 (v) dt

presque sûrement et fAt ~ 0 dt presque sûrement.

On choisit une constante Ct telle que

Ct 
A 

|03C81 (t, y) I > 
Act 

|03C81 (t, y) I v(y)dy

(At est le complémentaire de At dans 0), et on pose y) = 
(t, y) 1At ), où gt est le facteur de normalisation (gt > 0 par choix de Ct), et 03C8

vérifie les conditions demandées.

2. Le fait que ç et ~ soient solutions de l’équation (9) et les hypothèses HE et
H~ permettent de conclure : ce qui concerne le mouvement brownien est tout à fait
classique ; ce qui concerne le processus ponctuel de Poisson découle des théorèmes
111.1 page 185 ou 111.7 page 190 de [18] et du fait que ~ > 0, ce qui assure que le
saut de la martingale dont M2 est l’exponentielle de Doléans-Dade est strictement
supérieur à -1.

3. C’est une conséquence de la proposition 5.4. D

Remarque 5.6 1. En l’absence d’initiation, sous les hypothèses Hl, H~ et H,~, on
obtient une probabilité neutre au risque équivalente à 1~ de la forme 
2. Dans [16), la condition r~ > 0 demandait l’hypothèse  0 que l’on retrouve

ici sous la forme plus générale donnée en Hl (iii). 
~ 

5.3 Caractérisation des probabilités neutres au risque
On note 7Z l’ensemble des probabilités neutres au risque pour l’agent initié équivalentes
à la probabilité Q, c’est à dire l’ensemble des probabilités R équivalentes à la proba-
bilité Q, telles que les prix actualisés sont des ((Yt, R), t  A)-martingales.

Soit donc R E R, R = Z.Q et = autre élément de R donné par la section

précédente. Les prix étant à la fois des (y, R)-martingales et des (y, R’~)-martingales,
on obtient que pour tout, i, (cf [21] page 109) :

Z.(M03C8)-1] est une R03C8-martingale.
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C’est à dire que l’on a pour la partie continue (Si, Z.(M’~)-1) = 0 et la somme des
sauts 03A30394Si0394(Z(M03C8)-1) est une R03C8-martingale, donc le compensateur est nul. On
obtient donc :

Proposition 5.7 Toute probabilité R dans R ensemble des probabilités neutres au
risque pour l’agent initié équivalentes à Q, est de la forme ZA.Q où la (y, Q)-martingale
Z véri, fie :

dZs = Zs~sdWs + o Zs-(03B6(y, s) - l)(N(dy, ds) - v(y)dyds, s  A, Zo E L1 (Yo, Q),

avec et

pour tout ~, processus prévisible sur Rd x 0, tel que fo y)v(y)dy =1 et
t)  0, dIP ® dy ® dt presque sûrement.

Preuve: D’après la proposition 5.3, notant Zt = et puisque Z > 0, il
existe un unique couple prévisible (x, ~) tel que

Z = + A0 Zs~sdWs + A0 O Zs-(03B6(y,s - 1)(N(dy, ds) - v(y)dyds).

Puis, on utilise la proposition 5.1 :

dMt = + Mt 0 {~’~(y, t) -1 )(N(dy, dt) - v(y)dydt) ; ; t E ~0, Aj

et l’écriture des semi-martingales Si sous Q :

St = Sô + + + s)N(dx, ds), 0  t  T, i =1, ~ ~ ~ d.

Pour la partie continue du crochet, il vient ds ® dP-presque sûrement, pour tout
i=1,~~~,d: :

= 0,

soit x = ~’~ puisque par l’hypothèse Hl(ii) la matrice Q est de rang plein.
Pour les sauts, notons que les sauts de Si sont = t) . Puisque

Zt = t) et Mt = t), 1 
= et les sauts de

= = Zt_(Mt )-1(~ ~ytt) -1). Il vient donc dt ® dP-presque
sûrement, pour tout i =1, ~ ~ ~ , d : : 

’

o , t ) . (03B6(y,t) ~03C8(y,t) - 1)~03C8(y, t)v(y)dy = 0

soit fo 03C6i(y, t).(03B6(y, s) - ~03C8(y, t))v(y)dy = 0 pour tout i = 1, ..., d. D

Remarquons que si l’on applique la matrice ~t à ce vecteur, on retrouve l’unicité
de X puisque pour tout 
~t Jo ~(y~ t)~~(y~ t)v(y)dy = -(ut~ bt - rtl) Jo 
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6 Conclusion

La construction des structures de Dirichlet présentée ici a d’autres applications, par
exemple donner des conditions d’existence de la densité de la loi d’une diffusion guidée
par (W, N) comme cela est fait dans [2].

Pour les applications au modèle financier en présence d’agent informé, on aurait pu
procéder comme dans un précédent travail [11]. En effet les hypothèses HC, Hw et
HN impliquent l’existence d’une probabilité Qo équivalente à P sous laquelle (W, N)
est indépendant de (Cf. [8]). Ceci est suffisant pour écrire l’équation des prix
sur (0, y, P) et obtenir la représentation prévisible comme ci-dessus.

Avec seulement l’hypothèse que la loi conditionnelle de L sachant 7t est absol-
ument continue par rapport à le loi de L on ne sait pas démontrer un théorème de

représentation de martingale. ,
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