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Processus Gouvernés par des Noyaux

Karl CHRETIEN David KURTZ Bernard MAISONNEUVE

Résumé. Ce travail, intimement lié au théoréme de Ionescu Tulcea,
est consacré aux processus gouvernés par des noyaux, d’abord en temps
discret et relativement a une filtration, puis pour un ensemble d’indices
quelconque. Il est extrait d'un Travail d’Etude et de Recherche effectué
en maitrise par les deux premiers auteurs.

1 Processus gouvernés par des noyaux (temps discret)

Soit (E, £) un espace mesurable arbitraire et pour tout n € IN* soit v, un noyau
de E™ dans E. On note M, (E) ’ensemble des fonctions mesurables positives
sur E. Nous introduisons la définition suivante

1.1 Définition

Un processus (Xn),cn 6 valeurs dans (E,£), défini sur un espace (2, F, P), est
gouverné par les noyauz v, relativement a une filtration (F,), s’il est adapté d
(Fn) et si pour toutn € N on a

P;:H = Vr)lf-i,-‘lv ot Yn = (Xo, -+, Xn) , (1)

ce qui signific : E(f(Xn1)IF2) = vipsf (F € M4(B)) -

Par exemple, si E = R et si (F,) est la filtration naturelle associée & une suite
(Un) de v.a.r. indépendantes de loi uniforme sur ]0, 1{, un processus gouverné
par les v, relativement & (F,), de loi initiale donnée uo peut étre construit de

la maniére suivante. On considére les inverses continues & gauche Go, G537 """
des fonctions de répartition de po, V31" respectivement et I'on définit par

récurrence la suite (X,) telle que
Xo = Go(Us), Xn = GX=1(Un), (n 2 1) .

Ceci fournit un procédé de simulation des processus réels gouvernés par des
noyaux.

Dans la situation générale la mention de la filtration est naturellement omise
lorsqu’il s’agit de F, = o(Xo,--,Xn). Dans ce cas (1) équivaut a : Pg =
Pz ®vpy (n €NN).
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Ainsi tout processus (X,) & valeurs dans un espace lusinien (borélien de
compact métrisable), en particulier polonais (cf. [1], [2]) peut étre considéré
comme étant gouverné par des noyaux. Inversement, si les v,, sont donnés (E est
maintenant arbitraire), il existe une probabilité unique sur (W, G) =(EE )]N®
pour laquelle le processus (£,) des coordonnées est gouverné par les vy, n >1
avec pour mesure initiale pug donnée. Cette probabilité fournie par le théoréme
de Ionescu Tulcea (voir par exemple [5]) est notée po @ 1, @ vp ® - - -

Dans la suite (X,,) est un processus gouverné par des noyauz v, relativement
a une filtration (F,).

1.2 Prédiction

Pour n € IN et £ € E™*! on note Q7 lamesure 05, ® - ®6z, OVnt1 OVpya®- -
sur (W, G).

THEOREME — La famille Q;, = (Q%),cpn+1 est un noyau de E™*! dans W et
lon a _
PIn=QX" neN, ot X = (Xi)ken - (2)

DEMONSTRATION — 11 suffit de montrer que
(a) @, h est mesurable,

(b) E(R(X)IFa) = QXh

s.
pour toute fonction h € M, (W) ne dépendant que de &,---,&, (p > n). Les
conditions (a) et (b) sont évidentes pour p = n. Supposons les vérifiées pour
un p > n; elles le sont encore a I'ordre p + 1 grace aux calculs suivants, ou I'on
choisit & de la forme g(Ep)f(pr) avec f € M (E) et g € M (EPH) :

(%) Qn(h) = Qu(9(€,)vi%, ) , par définition des @z,
E(WX)|F) = g(Xp)vptif , en vertu de (1),

E(h(X)|F,) = Qf" (g(fp)uﬁil f) , par hypotheése de récurrence,
= QX"(h) , d'apres ().
COROLLAIRE — Soit 8, = (€ntk) reN- On a les formules suivantes de prédiction
du futur (large ou strict) :

Fn = 71\ Fn —_ Yy.
Po,,(X) =F, P0n+1(x) =0, (nelN) ,

0tk Py = 04(Q;) et Ty = 0041(Q;) - (3)

Les formules (2) et (3) s’étendent & un temps d’arrét T de (F,). Par exemple
ona

Pfril(x) = H:,)f_zl, sur {T < o0} , 4)

ol foo = 6o (ou tout autre choix permettant de donner un sens ala v.a. 814, (X)).
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REMARQUE — En posant, € = (i )yenvs X" = £7(X), as = €741(Q50)
(c’est un noyau sur (W,G)), on voit d’aprés (2) que (X") est une chaine de
Markov relativement aux noyaux an,n > 1 et a la filtration (Fn)-

1.3 Caractérisation des temps d’arrét de (Xy)

Notre objectif est d’adapter aux processus gouvernés par des noyaux les résultats
de [3] sur la caractérisation des temps d’arrét. Les choses sont naturellement
plus simples en temps discret et ne nécessitent aucune hypothese sur (E,£). On
suppose ici que Fn = 0(Xo, -+, Xn) et F = o(Xq,n € IN). On considére aussi
la filtration (.7::,.) complétée (fn est engendrée par F, et la famille des ensembles
F-mesurables et de mesure nulle).

THEOREME — Soit T un temps aléatoire & valeurs dans IN. Pour que T soit un
temps d’arrét de (F,,), il faut et il suffit qu’il vérifie

F- _ X
Po:l-l(x) = It} sur {T < o} .

Rappelons que Fr est engendrée par les Zr, ou (Z")neiv" est un processus
réel adapté.

DEMONSTRATION — La (iondition est évidemment nécessaire. Inversement, si
T vérifie (4) et si f = u(,)v(0n+1) pour un entier n avec u € M, (E™) et
vE My (W),ona

E[f(X),T = n] = E[u(Xa)T5v,T =n)], daprés (4),
= E[Q¥"f Za), ot Zn = P(T =n|Fy) ,
= E[f(X)Z,], d’apreés (2),
égalité qui s’étend & f € M, (W), donc I{r=y} p'._‘s ' Zn. Ainsi, T est un temps
d’arrét de (Fn).

REMARQUE — Pour une filtration générale (F,) on montre de maniére analogue

qu’un temps aléatoire T est un temps d’arrét de (]?,.) si et seulement si pour
toute v.a.n. > 0 H et H, = E(H|F,) on a E(H|FT) os Hrp sur {T < oo}.

1.4 Exemples

On suppose toujours que (F,) est la filtration naturelle de (X,) et que F =
V, Fn. Soit T un temps aléatoire.

1) Si (X,) est une chaine de Markov relativement a un noyau » sur (E,E),
elle est aussi gouvernée par les noyaux vy tels que v"" "*"~! = y*~-1. Dans ce
cas ITZ% """ ne dépend que de z, et est notée II*~. Par suite T' est un temps

d’arrét de (.7?,,) si et seulement si

PJT x) =% sur {T < oo} .
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2) En particulier supposons que les X, soient indépendantes, de méme loi un
et que P(T < 00) > 0. Alors T est un temps d’arrét de (F,) si et seulement si,
sous Q@ = P(.|T < o0), 87+1(X) est indépendante de Fr et a pour loi 7 = pN®,
Il faut prendre garde que la condition d’indépendance seule ne suffit pas. Par
exemple si 0 < pu(C) < 1, alors T = inf{n > 0 : Xp41 € C} est p.s. fini, Fr et
f74+1(X) sont P-indépendantes, mais T n’est pas un temps d’arrét de (F,) : la
loi de fr41(X) est u(.|C) @ p® u® --- au lieu de 7.

2 Construction de probabilités sur un espace produit
infini

Le théoréme qui suit contient 2 la fois le théoréme de Kolmogorov et le théoréme
d’existence d’un produit quelconque de probabilités (sans conditions sur les es-
paces facteurs, cf. [5] prop. IV-1-2).

Soit I un ensemble infini d’indices et pour tout i € I soit (E;,&;) un espace
mesurable arbitraire. Pour J C I non vide on note (E;,£y) = Ilc (Ej &) et
X la projection canonique de E; sur Ey; X{iy est noté X; pour tout i € I. Soit
¢ P'ensemble des parties finies de I.

2.1 Le théoréme de construction
Soit (ng) jep un systéme de probabilités tel que pour tout J € p eti€ I\ J :

— pg est une probabilité sur E;
— Bju{i} 8’identifie d py ® vy ; ot vy; est un noyau de E; dans E;.

Alors il existe une probabilité P unique sur (12, F) = (Ey,&p) telle que Px, = pj
(J € ¢).

DEMONSTRATION — Soit A la famille des parties infinies dénombrables de I.
Pour D € A, numérotée do,d;,--- on pose Fp = o(Xp) et on note up la
probabilité sur (£2, Fp) telle que (X4,) ait pour loi initiale pq, et soit gouverné
par les noyaux v, = vig,....d._,},4. *- Ona X;(up) = ps (J € ¢,J C D), donc
up ne dépend pas de la numérotation choisie et de plus upr = up sur Fp pour
D' € A, D c D'. Comme F = |Jpe 5 Fp, il reste & poser P = pp sur Fp pour
obtenir la probabilité cherchée.

2.2 Applications

1) Soit (u:);c; une famille de probabilités sur les (E;,&;). En appliquant le
théoréme précédent aux pu; = @, s ti, J € ¢ on trouve la probabilité P (unique)
sur ({2, F) telle que les X; soient indépendantes, de lois respectives u;, i € I.

4 noter que les considérations de la premiére partie s’étendent au cas ou X, prend ses
valeurs dans un espace dépendant de n.



409

2) Si les E; sont lusiniens et si (u,) Jeo €St un systeme projectif de mesures de
probabilités sur les E;, 'existence des noyaux vy ; est satisfaite, donc le théoréme
de Kolmogorov apparait comme un deuxiéme cas particulier.

3) Le théoréme s’applique également si les tribus &; sont engendrées par des
partitions dénombrables, car 'existence des noyaux v, ; est alors automatique.
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